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AVERTISSEMENT. 


Cet  ouvrage  pouvant  servir  à  l'enseigne- 
ment ,  j'ai  dû  entrer  souvent  dans  des  détails 
minutieux,  et  suivre,  pour  l'exposition  des 
matières ,  Tordre  le  plus  propre  à  en  faciliter 
l'intelligence.  L'ordre  que  j'ai  adopté  est  celui 
que  l'on  suit  maintenant  dans  les  cours  de 
Mécanique  de  l'Ecole  Polytechnique.  On  s'en 
formera  une  idée  précise,  en  parcourant  les 
tables  analytiques  des  matières  qui  précèdent 
les  deux  volumes.  Je  me  suis  aussi  attaché  à 
multiplier  les  exemples  nécessaires  pour  éclair- 
cir  les  théories  générales;  ceux  que  j'ai  choi- 
sis ont  été  pris,  surtout,  dans  l'Astronomie 
et  la  Physique ,  et  quelques-uns  dans  l'Ar- 
tillerie. 

Sa  destination  principale  est  de  servir  d'in- 
troduction à  un  Traité  de  Physique  mathé- 
matique, dont  la  Nouvelle  théorie  de  l 'Ac- 
tion capillaire,  que  j'ai  publiée  il  y  a  un  an , 
est  déjà  une  partie  ;  les  autres  parties  se  com- 
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ij  AVERTISSEMENT, 

poseront  des  différens  Mémoires  que  j'ai  écrits, 
soit  sur  l'équilibre  et  le  mouvement  des  corps 
élastiques  et  des  fluides ,  soit  sur  les  fluides 
impondérables,  et  que  je  me  propose  de  réunir 
et  de  rendre  aussi  complets  qu'il  me  sera 
donné  de  le  faire. 

On  trouvera ,  à  la  fin  du  second  volume, 
une  addition  relative  à  l'usage  du  principe 
des  forces  vives  dans  le  calcul  des  machines 
en  mouvement. 
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Les  intégrales  s'effectuent  sous  forme  finie* ,  dans  le  cas  de 
Fellipsoïde  de  révolution  ;  cas  particulier  d'un  ellipsoïde 
très  peu  applati  ,  n°  1 06 

Théorème  remarquable,  au  moyen  duquel  on  fait  dépendre 
l'attraction  d'un  ellipsoïde  sur  un  point  extérieur,  de  l'attrac- 
tion d'un  autre  ellipsoïde  sur  un  point  intérieur:  ce  théo- 
rème est  indépendant  de  la  loi  de  l'attraction  en  fonction  de 
la  distance  ;  application  au  cas  particulier  de  deux  sphères 
concentriques,  nos  107,  108  et   109 
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LITRE  DEUXIÈME. 

DYNAMIQUE , 

PREMIÈRE  PARTIE. 

CHAPITRE  Ier.  Du  mouvement  rectiligne  et  de  la 
-mesure  des  forces >  Page  2°3 

§    Ier.   Formules  du  mouvement  rectiligne,  ibid. 

Définition  et  équation  du  mouvement  uniforme ,  n°  1 10 

Remarque  sur  la  mesure  du  temps;  invariabilité  au.  jour  sidé- 
ral; sa  durée  comparée  à  celle  du.  jour  moyen,  n°  ni 

Définition  de  la  vitesse  dans  le  mouvement  uniforme ,  et  en- 
suite dans  le  mouvement  varié ,  n°   112 

En  quoi  consiste  Y  inertie  de  la  matière,  n°  1 13 

Expression  de  la  vitesse  dans  un  mouvement  quelconque  ;  ex- 
pression de  l'espace  parcouru  dans  un  temps  infiniment 
petit ,  abstraction  faite  de  la  vitesse  acquise  ,  n°  1 1 4 

Définition  et  équation  du  mouvement  uniformément  accéléré 
ou  retardé  ;  la  force  qui  le  produit  est  une  force  constante; 
ce  mouvement  est  celui  des  corps  pesans  dans  le  vide;  dans 
un  même  lieu ,  l'accélération  est  la  même  pour  tous  ces 
corps  ;  sa  grandeur  à  l'Observatoire  de  Paris  ,  n°  1 15 

On  démontre  que  les  grandeurs  des  forces  qui  agissent  succes- 
sivement sur  un  même  point  matériel,  sont  entre  elles 
comme  les  vitesses  infiniment  petites  qu'elles  lui  impri- 
ment dans  un  même  temps  infiniment  petit,  n°  116 

Quand  il  s'agit  de  forces  constantes,  leurs  intensités  sont 
entre  elles  comme  les  vitesses  qu'elles  produisent  dans  l'u- 
nité de  temps  ;  exemple  du  rapport  des  forces,  conclu  de  celui 
des  vitesses  observées  ;  exemple  inverse  du  rapport  des  vi- 
tesses ,  conclu  de  celui  des  forces  ,  n°  1 1 7 

Mesure   de  la  force  dans  un  mouvement  varié   quelconque, 
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soit  au  moyen  de  la  vitesse  qu'elle  produit  ,soit  au  moyen 
de  l'espace  qu'elle  fait  parcourir ,  pendant  un  temps  infini- 
ment petit,  n°  1 18 

Formules  générales  du  mouvement  varie',  n°  ne) 

§  II.  Mesures  des  forces,  en  ayant  égard  aux  masses,  page  221 

Impropriété'  de  l'expression  force  d'inertie,  n°  120 

Ce  qu'on  doit  entendre  par  des  points  matériels  égaux  en 
masse  ;  deux  forces  qui  agissent  sur  deux  points  diffère  ris  , 
sont  entre  elles  comme  leurs  masses  multipliées  parles  vi- 
tesses produites  par  ces  forces,  dans  un  même  instant,  n°  121 

Définition  de  la  force  motrice  ;  sa  valeur  dans  un  mouvement 
quelconque;  elle  se  change  en  \me  pression,  quand  le  mou- 
vement est  détruit,  n°  122 

De  l'identité  du  mouvement  des  corps  pesans  en  chaque  lieu 
de  la  terre ,  on  conclut  la  proportionnalité  du  poids  à  la 
masse,  n°  11Z 

Quand  la  force  motrice  est  donnée ,  on  en  déduit  la  force  ac- 
célératrice,  en  divisant  par  la  masse  du  mobile;  on  prend, 
pour  exemples ,  la  résistance  d'un  milieu ,  et  un  poids 
donné ,  appliqué  successivement  à  des  masses  différentes , 

nos  124  et  T25 

Définitions  de  la  quantité  de  mouvement ,  et  de  la  percussion 
ou  impulsion;  décomposition  d'une  percussion  en  deux 
autres;  application  au  coin,  n°  126 

Condition  de  l'équivalence  de  deux  percussions  ;  principe  de 
l'équilibre  dans  le  choc,  d'après  lequel  deux  corps  dénués 
d'élasticité,  qui  vont  à  la  rencontre  l'un  de  l'autre,  se  ré- 
duisent au  repos ,  quand  les  vitesses  sont  en  raison  inverse 
des  masses,  n9  127 

Comment  on  peut  comparer  un  poids  et  une  percussion,  n°  128 

CHAPITRE  II.  Exemples  du  mouvement  rectiligne^ 

page  2$j 

Equations  différentielles  du  mouvement  rectiligne  ;  l'intégra- 
tion n'est  possible ,  sous  forme  finie  .  que  quand  la  force 
accélératrice  est  constante,  ou  donnée  en  fonction  d'une 
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seule  des  trois  variables,  le  temps,  la  vitesse,  l'espace  par- 
couru, n°  129 
Mouvement  vertical  d'un  corps  pesant  dans  le  vide  ,       n°  i3o 
Mouvement  de  ce  corps  sur  un  plan  incline',  n°  i3i 
Mouvement  vertical  d'un  corps  pesant  dans  un  milieu  résis- 
tant  :  lorsqu'il  tombe  d'une  grande  hauteur ,   sa  vitesse  ap- 
proche de  plus  en  plus  d'être  constante  ;  moyen  de  déter- 
miner le  coefficient  de  la  résistance,  par  l'observation  du 
temps  total  de  l'élévation  et  de  la  chute  successives  d  u  mobile, 

nos  i32,  i33.,  i34  et  i35 
Exemple  de  l'usage  des  solutions  particulières  dans  les  pro- 
blèmes de  dynamique,  n°  i36 
Mouvement  d'un  corps  attiré  versun  centre  fixe,  soit  en  raison 
directe  de  la  distance  ,  soit  en  raison  inverse  du  carré  de  la 
distance,                                                                 nos  137  et  i38 
Mouvement  d'un  corps  attiré  vers  deux  centres  fixes  ;  cas  où 
ces  deux  centres  sont  ceux  de  la  lune  et  de  la  terre  ;  dimi- 
nution de  la  vitesse  d'un  projectile,  produite  par  sa  pesan- 
teur vers  le  corps  d'où  il  est  parti,  quand  il  est  parvenu  à 
une  grande  distance  de  ce  corps,  nos  13g,  140,  141,  i42  et  !4^ 

CHAPITRE  III.  Du  mouvement  curviligne^  page  26$ 

§  Ier.  Formules  générales  du  mouvement ,  ibid. 

La  détermination  du  mouvement  curviligne  d'un  point  ma- 
tériel se  réduit  à  celle  des  mouvemens  rectilignes  de  ses  trois 
projections  sur  les  axes  des  coordonnées,  n°  i44 

Expression  de  la  vitesse  du  mobile:  sa  direction  est  tangente 
à  la  trajectoire;  les  vitesses  des  trois  projections  sont  ce 
qu'on  appelle  les  composantes  de  la  vitesse  du  mobile  ;  la 
composition  et  la  décomposition  des  vitesses  se  font  suivant 
les  mêmes  règles  que  la  composition  et  la  décomposition  des 
forces,  n°  145 

Quelle  que  soit  la  variation  de  vitesse  d'un  point  matériel , 
en  grandeur  et  en  direction,  pendant  un  temps  infiniment 
petit,  il  y  a  toujours  une  certaine  direction  pour  laquelle 
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l'augmentation  de  vitesse  est  la  plus  grande,  et  perpendicu- 
lairement à  laquelle  les  composantes  de  la  vitesse  ne  sont 
ni  augmentées,  ni  diminuées  ,  n°  146 

Cette  direction  déterminée  est  ce  qu'on  entend  par  la  direc- 
tion de  la  force  qui  agit  sur  un  point  matériel  en  mou- 
vement ;  en  partant  de  cette  définition,  on  démontre  que  t 
l'accroissement  de  la  composante  de  la  vitesse  suivant 
une  direction  quelconque,  pendant  un  instant,  est  uni- 
quement dû  à  la  force  qui  agit  suivant  cette  direction  ,  et  le 
même  que  si  les  autres  forces  n'existaient  pas,  n°  147 

Construction  de  la  trajectoire  par  points  ,  qui  résulte  du  prin- 
cipe précédent ,  et  détermination  de  la  vitesse  et  de  la  po- 
sition du  mobile  à  chaque  instant  sur  cette  courbe,    n°  148 

Equations  différentielles  du  mouvement  curviligne,  soit  quand 
l'origine  des  coordonnées  est  fixe  ,  soit  quand  elle  est  en 
mouvement,  nos  149  et  i5o 

Equations  différentielles  du  mouvement  d'un  point  matériel  sur 
une  surface  ou  sur  une  courbe  donnée  ;  expression  de  la  force 
accélératrice  suivant  la  tangente  à  la  trajectoire,  nos  i5i  et  i52 

^  II.     Conséquences  principales    des  formules  précédentes , 

page  282 

Intégrales  premières  des  équations  différentielles  du  mouve- 
ment curviligne,  qui  ont  lieu  quand  la  force  est  constam- 
ment dirigée  vers  un  centre  fixe  ,  n°  i53 

Principe  des  aires,  compris  dans  ces  intégrales,  nos  i54  et  i55 

Elémens  différentiels  de  l'aire  et  de  la  longueur  d'une  courbe, 
rapportés  aux  coordonnées  polaires  ;  composantes  de  la  vi- 
tesse d'un  mobile  relatives  à  ces  coordonnées  ;  définition  de 
la  vitesse  angulaire ,  n°  i56 

Intégrale  première  des  équations  du  mouvement,  qui  donne 
dans  un  cas  très  général,  le  carré  de  la  vitesse  du  mobile,  in- 
dépendamment de  la  courbe  décrite  ;  cette  vitesse  est  cons- 
tante ,  quand  le  mobile  ,  entièrement  libre,  ou  obligé  de  se 
mouvoir  sur  une  surface  ou  sur  une  courbe  donnée,  n'est 
sollicité  par  aucune  force  accélératrice  ;  l'intégrale  a  lieu 
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toutes  les  fois  que  le  mobile  est  soumis  à  des  forces  di- 
rige'es  vers  des  centres  fixes  et  dont  les  intensités  &ont  des 
fonctions  de  la  distance  à  ces  points,  nos  157  et  i58 

Expression  de  la  vitesse  d'un  corps  pesant  sur  une  courbe 
quelconque,  en  fonction  de  la  hauteur  dont  le  mobile  est 
tombé  ;  conséquences  immédiates  qui  s'en  déduisent,  n°  i5c) 

Propriété  du  mouvement  d'un  point  matériel  à  laquelle  on 
a  donné  le  nom  de  principe  de  la  moindre  action  ,     n°  ï6o 

En  vertu  de  ce  principe,  un  point  matériel  obligé  de  se  mouvoir 
sur  une  surface  donnée ,  et  qui  n'est  sollicité  par  aucune 
force  accélératrice,  décrit,  en  général,  la  ligne  la  plus 
courte  d'un  point  à  un  autre  ;  en  formant  l'équation  diffé- 
rentielle de  la  trajectoire,  on  prouve  que  cette  ligne  la  plus 
courte  a  partout  ,son  plan  oscillateur,  normal  à  la  surface 
donnée ,  n°  161 

§   III.   Digression  sur  le  mouvement  de  la  lumière ,    page  3oi 

Dans  le  système  de  Y  émission ,  les  lois  générales  de  la  réfrac- 
tion et  de  la  réflexion  se  déduisent  facilement  du  principe 
de  la  moindre  action,  nos   162,    i63  et  164 

Equations  différentielles  du  mouvement  d'un  rayon  de  lu- 
mière, à  son  passage  d'un  milieu  dans  un  autre  ;  consé- 
quences de  ces  équations  relativement  à  deux  cas  différens 
de  réflexion  ,  et  à  la  réfraction  ;  direction  d'un  rayon  qui  a 
traversé  deux  surfaces  parallèles  ;  phénomène  de  la  disper- 
sion ,  nos  i65,    166  et  167 

La  composition  de  la  vitesse  propre  delà  lumière  avec  celle  de 
la  terre,  qui  produit  le  phénomène  de  Y  aberration,  n'a  ce- 
pendant aucune  influence  appréciable  sur  la  grandeur  de 
la  réfraction  ;  dans  le  vide  ,  la  vitesse  de  la  lumière  ,  directe 
ou  réfléchie,  est  la  même,  soit  qu'elle  nous  vienne  du  so- 
leil, des  étoiles,  ou  des  planètes;  grandeur  de  cette  vi- 
tesse ;  diminution  qu'elle  a  dû  éprouver  en  vertu  de  la 
pesanteur  des  rayons  lumineux  vers  le  soleil,  n°  168 
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CHAPITRE  IV.    De  la  force  centrifuge,     page  5i8 

Définition  de  la  force  centrifuge;  détermination  de  cette  force 
motrice,  par  la  considération  de  la  vitesse  normale  dé- 
truite à  chaque  passage  du  mobile  ,  d'un  élément  de  sa  tra- 
jectoire à  l'élément  suivant  ;  l'angle  de  contingence  étant 
infiniment  petit ,  ce  passage  ne  produit  aucune  diminution 
dans  la  vitesse  suivant  la  tangente  ;  détermination  complète 
en  grandeur  et  en  direction,  de  la  pression  exercée  sur  la  tra- 
jectoire ,  en  vertu  de  la  force  centrifuge  et  des  forces  don- 
nées qui  agissent  sur  le  mobile  ,  n09  169  et  170 

Calcul  des  trois  composantes  de  cette  même  pression  ,  d'après 
les  équations  différentielles  du  mouvement,  n°  171 

Conséquences  que  l'on  déduit  de  la  valeur  de  cette  pression  et 
de  sa  direction  ,  lorsque  le  mobile  est  assujetti  à  se  mouvoir 
sur  une  surface  donnée  ,  et  quand  il  est  entièrement  libre , 

nos  172  et  i^3 

Détermination  de  la  force  centrifuge ,  d'après  la  considération 
du  mouvement  circulaire ,  nc  1 74 

Comparaison  de  la  force  centrifuge  dans  le  cercle  ,  à  la  pesan- 
teur ;  tension  d'un  fil  chargé  d'un  poids,  et  tournant  autour 
d'un  point  fixe  ,  n°  i^5 

Diminution  de  la  pesanteur  ,  à  l'équateur  et  sur  les  différens 
parallèles ,  produite  par  la  force  centrifuge  qui  résulte  de  la 
rotation  de  la  terre  ;  variation  totale  de  la  pesanteur,  due  à 
cette  cause  et  à  l'applatissement  du  sphéroïde  terrestre  , 

nos  176,  177  et  178 

CHAPITRE  V.  Exemples  du  mouvement  dun  point 
matériel  sur  une  courbe  ou  sur  une  surface  donnée, 

page  337 

$  Ie*.  Oscillations  du  pendule  simple  ,  ibid. 

Définition  du  pendule  simple;  on  fera  voir  par  la  suite  qu'il  y 
a  toujours  un  pendule  simple  dont  le  mouvement  est  le 
même,  dans  le  vide  ou  dans  l'air  ,  que  celui  d'un  pendule 
donné ,  n° 1 79 
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Formule  différentielle  du  mouvement  du  pendule  simple  dans 
le  vide,  n°  i8o 

Cas  où  cette  formule  s'intègre  sous  forme  finie,  n°  181 

Cas  des  oscillations  très  petites,  n°  182 

Sur  une  courbe  quelconque,  les  oscillations  infiniment  pe- 
tites d'un  point  matériel  pesant,  ont  une  durée  de  gran- 
deur finie  et  indépendante  de  la  grandeur  de  leur  ampli- 
tude, 11°    i83 

Correction  qu'il  faut  faire  à  la  durée  des  oscillations  très  pe- 
tites d'un  pendule  simple ,  pour  en  conclure  la  durée  de  ses 
oscillations  infiniment  petites,  n°  184 

Réduction  en  série  du  temps  d'une  oscillation  de  grandeur 
quelconque,  n°  ^5 

Mouvement  du  pendule  simple  dans  l'air ,  lorsque  la  résis- 
tance est  supposée  proportionnelle  à  la  vitesse  :  les  ampli- 
tudes successives  des  oscillations  très  petites,  décroissent 
en  progression  géométrique  ;  leur  durée  n'est  pas  sensible- 
ment altérée  par  la  résistance  du  milieu ,  nos  186  et  187 

Mouvement  du  pendule  simple  dans  l'air,  quand  la  résistance 
est  supposée  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse  ;  loi  du 
décaissement  des  amplitudes  successives  ;  dans  le  cas  des 
petites  oscillations ,  on  démontre  que  la  durée  d'une  demi- 
oscillation  ascendante  est  autant  diminuée ,  que  celle  de 
l'oscillation   descendante  qui   précède  ,  a  été  augmentée, 

nos  188,  189  et  190 

Correction  dans  la  longueur  du  pendule  et  dans  la  durée  des 
petites  oscillations,  qu'on  appelle  la  réduction  au  -vide  • 
augmentation  qu'on  doit  faire  subir  à  cette  correction  à 
raison  de  l'état  de  mouvement  de  l'air,  n°  iqi 

En  chaque  lieu  de  la  terre,  la  mesure  delà  pesanteur  est  pro- 
portionnelle à  la  longueur  du  pendule  à  secondes;  valeurs 
de  ces  deux  quantités  à  l'Observatoire  de  Paris  ;  les  expé- 
riences du  pendule  prouvent  qu'en  chaque  lieu  de  sa  surface, 
l'attraction  de  la  terre  est  la  même  sur  les  matières  de  la 
nature  la  plus  différente ,  no  IC)2 

Valeur  de  la  pesanteur  et  de  la  longueur  du  pendule  à  secondes 

h 
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en  fonctions  de  la  latitude;  retard  d'une  horloge  re'glée  à 
Paris  sur  le  temps  sidéral,  et  ensuite  transportée  à  l'équa- 
teur,  nc  193 

§  II.   Mouvement  sur  la  cjcloïde ,  page  368 

Le  temps  de  la  chute  d'un  point  mate'riel  pesant  sur  la  cy- 
cloïde ,  est  indépendant  de  l'élévation  du  point  de  dé- 
part au-dessus  du  point  le  plus  bas ,  soit  que  le  mouve- 
ment ait  lieu  dans  le  vide,  ou  qu'il  ait  lieu  dans  l'air, 
quand  on  suppose  la  résistance  proportionnelle  à  la  vitesse, 

nos  i94et  J9^ 

Pendule  cycloïdal ,  ^196 

Dans  le  vide ,   la  cycloïde  est  la  seule  courbe  tautochrone , 

n°  197 

Recherche  de  la  brachjstochrone  dans  le  vide  ;  formules  rela- 
tives au  cas  où  la  ligne  de  la  plus  vite  descente  devrait  être 
tracée  sur  une  surface  donnée  ;  formules  relatives  au  cas  où  sa 
longueur  serait  donnée,  qui  serviront  à  résoudre,  dans  la 
suite,  un  autre  problème  de  la  même  nature,  nos  198,  199  , 

200  et  201 

On  trouve  pour  la  brachystocrone  proprement  dite ,  l'équa- 
tion d'une  cycloïde  située  dans  un  plan  vertical  ;  cas  où  le 
point  de  départ  et  le  point  d'arrivée  appartiennent  à  une 
même  verticale ,  n°  202 

§  III.    Mouvement  sur  une  surface  donnée  ,  Page  385 

Equations  différentielles  du  mouvement  du  pendule  simple 
qui  ne  se  meut  pas  dans  un  plan  fixe  ,  n°  2o3 

Formules  différentielles  relatives  aux  oscillations  coniques  du 
pendule  simple  dans  le  vide  ,  nos  204  et  2o5 

Cas  des  petites  oscillations  ;  cas  où  le  pendule  décrit  unifor- 
mément la  surface  d'un  cône  droit  à  base  circulaire  ;  la 
courbe  décrite  par  la  projection  horizontale  du  mobile,  est 
toujours  une  ellipse  dont  le  centre  est  le  point  de  suspension, 

nos  206  et  207 
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CHAPITRE  VI.  Exemples  du  mouvement  d'un  mo- 
bde  entièrement  libre  ,  Page  ^96 

La  trajectoire  d'un  point  matériel  pesant  dans  le  vide-,  est  une 
parabole  ;  amplitude  du  jet;  vitesse  en  un  point  quelcon- 
que, n°  208 

La  vitesse  initiale  étant  donnée,  trouver  sa  direction,  pour 
que  le  projectile  atteigne  un  but  donné  ;  courbe  au-delà  de 
laquelle  le  projectile  ne  peut  arriver  ,  n°  209 

Equations  du  mouvement  d'un  projectile  dans  l'air  ;  construc- 
tion, par  points,  de  la  trajectoire  ;  calcul  du  temps;  expres- 
sion de  la  vitesse  en  un  point  quelconque,  nos  210,211  et  212 

Quand  le  mobile  s'est  élevé  à  une  grande  hauteur,  son  mou- 
vement, en  retombant,  approche  de  plus  en  plus  d'être 
vertical  et  uniforme  ;  détermination  de  Y  asymptote  verticale 
de  la  branche  descendante,  n°  21 3 

L'autre  branche  de  la  trajectoire  a  aussi  une  asymptote  ;  di- 
rection de  cette  droite,  et  sa  distance  au  point  de  départ  du 
mobile ,  n°  214 

Equation  de  la  trajectoire,  dans  le  cas  d'un  petit  angle  de  pro- 
jection ;  calcul  de  la  portée  horizontale  et  du  temps  du 
trajet ,  d'après  la  grandeur  de  la  vitesse  initiale;  différentes 
valeurs  de  la  portée  et  de  la  vitesse  qui  sont  données  par 
l'observation  ;  incertitude  sur  la  grandeur  du  coefficient  de 
la  résistance;  moyens  de  le   déterminer  par  l'expérience, 

n08  2i5  et  216 

§  II.  Mouvement  des  planètes,  page  4*5 

Lois  de  Kepler,  n°  217 

Equations  fournies  par  les  deux  premières  de  ces  lois ,   n°  2 1 8 

Définition  de  quelques  termes  employés  en  Astronomie;  durée 

de  Tannée  sidérale  et  de  l'année  équinoxialej  grandeur  de 

la  précession  annuelle  des  équinoxes,  n°  219 

Expressions  des  deux  coordonnées  polaires  de  la  planète  et  du 

temps,  en  fonctions  de  Y  anomalie  excentrique  ,  n°  220 

Méthode  pour  réduire  le  rayon  vecteur  et  l'équation  du  centre 

b.. 
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en  séries  ordonnées  suivant  les  cosinus  et  les  sinus  des  mul- 
tiples du  moyen  mouvement ,  n°  22 1 

Formules  qui  déterminent  en  un  point  quelconque  de  l'el- 
lipse décrite  par  une  planète ,  la  grandeur  et  la  direction 
de  sa  vitesse ,  n°  222 

Position  d'une  planète  par  rapport  à  un  plan  quelconque  ;  sa 
longitude  et  sa  latitude,  son  ascension  droite  et  sa  décli- 
naison; obliquité  de  l'écliptique  ;  sa  diminution  annuelle  ; 
grandeur  et  période  de  la  nutation  ,  n°  223 

On  conclut  des  trois  lois  de  Kepler,  que  la  force  qui  retientles 
planètes  vers  leurs  orbites  est  constamment  dirigée  vers  le 
centre  du  soleil;  qu'elle  varie  pour  chaque  planète ,  suivant 
la  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  à  ce  point  ;  qu'à 
l'unité  de  distance,  la  force  accélératrice  est  la  même 
pour  toutes  les  planètes  :  ces  lois  s'étendent  aux  comètes  et 
aux  mouvemens  des  satellites  autour  de  leurs  planètes  res- 
pectives ,  et  aux  mouvemens  relatifs  des  étoiles  doubles , 

nos  224 ,  225  et  226 

Equations  différentielles  du  mouvement  d'une  planète  dans 
un  milieu  résistant  :  on  complète  le  nombre  des  constantes 
arbitraires  que  doivent  renfermer  leurs  intégrales  trouvées 
précédemment,  pour  le  cas  où  l'on  néglige  la  résistance, 

nos  227  et  228 

Méthode  de  la  variation  des  constantes  arbitraires,  pour  l'in- 
tégration des  équations  différentielles,  noS  229  et  23o 

Application  de  cette  méthode  aux  équations  du  mouvement 
d'une  planète  ou  d'une  comète  dans  un  milieu  résistant  ; 
pourquoi  la  résistance  de  Yéther  peut  être  appréciable  dans 
le  mouvement  d'une  comète  et  insensible  dans  le  mouvement 
d'une  planète  ,  n°  281 ,  z32  et  233 

5  III.  Mouvement  d'un  point  matériel  soumis  à  une  force  cen- 
trale ,  Page  446 

Equations  du  mouvement  d'un  point  matériel  attiré  vers  un 
centre  fixe,  par  une  force  donnée  en  fonction  de  la  distance 
à  ce  centre,  n°  234 
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Cas  où  la  force  est  proportionnelle  à  la  distance  ,  n°  235 

Cas  où  la  force  est  en  raison  inverse  du  cube  de  la  distance, 

n°  a36 

Cas  où  la  force  est  en  raison  inverse  du  carre'  de  la  distance  ; 

la  trajectoire  peut  être  alors  une  des  trois  sections  coniques; 

circonstances  qui  déterminent  chacune  des  trois  courbes, 

nos  237  et  238 

Examen  spécial  du  mouvement  parabolique  ;  en  quoi  consiste 

le  problème  astronomique  de  la  détermination  complète  de 

l'orbite  d'une  comète ,  nos  239  et  240 

CHAPITRE  VII.  Digression  sur  l'attraction  univer- 
selle,  page  463 

Loi  de  Y  attraction  universelle,  n°  2^1 

Force  motrice  résultant  de  l'attraction  mutuelle  du  soleil  et 
d'une  planète  ;  invariabilité  du  pouvoir  attractif,       n°  242 

Force  accélératrice  d'une  planète  dans  son  mouvement  autour 
du  soleil  ;  correction  qu'on  doit  faire  à  la  troisième  loi  de 
Kepler  ;  petitesse  des  masses  des  planètes  par  rapport  à  la 
masse  du  soleil ,  n°  243 

Énoncé  des  différentes  sortes  de  perturbations  du  mouvement 
elliptique  des  planètes,  produites  par  leur  attraction  mu- 
tuelle :  ces  effets  observés  font  connaître  les  masses  des  pla- 
nètes perturbatrices,  en  prenant  celle  du  soleil  pour  unité; 
invariabilité  des  grands  axes  ;  le  mouvement  de  la  lune  s'ac- 
célère de  siècle  en  siècle,  n°  244 

Autre  moyen  de  déterminer  les  masses  des  planètes  accompa- 
gnées de  satellites ,  no  «^5 

Calcul  des  forces  provenant  de  l'action  du  soleil  et  de  la  lune, 
pour  soulever  les  eaux  de  la  mer  ;  masse  de  la  lune  conclue 
du  jlux  lunaire  comparé  anjlux  solaire;  diminution  de  la 
pesanteur  à  la  surface  de  la  terre ,  produite  par  Faction  de 
la  lune  ,  nos  246  et  247 

A  la  distance  de  la  lune  à  la  terre ,  la  pesanteur  terrestre  est  à 
très  peu  près  égale  à  la  force  qui  retient  ce  satellite  dans  son 
Orbite ,  no  ^8 
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Détermination  de  la  masse  de  la  terre  ;  parallaxe  du  soleil  ; 
sa  densité'  ;  sa  distance  à  la  terre  ;  détermination  exacte  du 
grand  axe  de  l'orbite  d'une  planète  dont  la  masse  est  cou- 
nue  ,  nos  249  et  25o 
Déviation  du  fil  à  plomb  produite  par  les  attractions  lo- 
cales, n°  25 1 
Balance  de  torsion,  propre  à  mesurer  les  forces  très  petites  -r 
expérience  de   Cavendish $  densité  moyenne  de  la  terre, 

nos  2,52  et  253 
Stabilité  de  l'équilibre  des  mers,  résultant  de  ce  que  cette  den- 
sité est  plus  grande  que  celle  de  l'eau  ;  accroissement  des 
densités  des  couches  de  la  terre,  en  allant  de  sa  surface  au 
centre  ;  inégalité  du  mouvement  de  la  lune  ,  due  à  la  non- 
sphéricité  de  la  terre  ;  influence  des  attractions  locales  sur  la 
longueur  du  pendule  à  secondes  ,  n°  254 

Réduction  au  niveau  des  mers,  de  la  longueur  du  pendule, 
observée  à  une  élévation  donnée,  n°  255 


LITRE  TROISIÈME. 

STATIQUE, 
SECONDE  PARTIE. 

CHAPITRE  Ier.   De   V équilibre   d'un  corps    solide,. 

Page  497 

Remarque  sur  la  compressibilité  et  le  changement  de  forme 
du  corps  que  l'on  va  considérer,  n°  256 

Transformation  d'un  système  de  forces  quelconques  ,  appli- 
quées à  un  corps  solide,  en  trois  groupes  de  forces,  le  pre- 
mier composé  de  forces  perpendiculaires  à  un  plan  donné,  le 
deuxième,  de  forces  parallèles  et  comprises  dans  ce  plan ,  et 
le  troisième,  de  forées  dirigées  suivant  une  droite  perpendi— 
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culaire  aux  précédentes    et    tracée    dans    ce  même  plan  , 

nos  257,  258  et  i5y 

Équations  nécessaires  et  suffisantes  pour  l'équilibre  d'un  corps 

solide  entièrement  libre ,  n°  260 

Ces   équations  sont   encore   nécessaires   pour   l'équilibre   de 

tout  autre  système  qui  ne  renferme  aucun  obstacle  fixe, 

n°  261 
Cas  particuliers  des  forces  parallèles  et  des  forces  qui  sont 
toutes  comprises  dans  un  plan  ,  n°  262 

Condition  pour  que  des  forces  données  aient  une  résultante 
unique  ;  équations  de  cette  résultante  ;  sa  grandeur  et  sa  di- 
rection; dans  tous  les  cas,  les  forces  données  peuvent  se 
réduire   à  deux,  d'une   infinité  de    manières   différentes  , 

nos  263  et  264 
Équations  d'équilibre   de  deux  corps  solides  qui  s'appuient 
l'un  contre  l'autre ,  n°  2Ô5 

Équations  d'équilibre  d'un  corps  solide  retenu  par  ries  obsta- 
cles fixes  ,   dans  les  principaux   cas  qui  peuvent  se   pré- 
senter, n°  266 
Transformation  de  l'équation   d'équilibre  relative   à  un  axe 
fixe  ,  n°  267 
Équilibre  d'un  corps  pesant  sur  un  plan  incliné ,              n°  268 
Mesure  du  frottement  à  l'instant  où  l'équilibre  va  se  rompre, 

n°  269 
Charges  des  différens  pieds  d'une  table  horizontale  qui  sup- 
porte un  poids  donné;  à  quoi  tient  l'indétermination  appa- 
rente du  problème,  n°  2no 

CHAPITRE  II.    Théorie  des  momens^  Page  526 

Les  forces  étant  représentées  par  des  lignes  droites,  leurs 
momens  sont  représentés  par  des  aires  planes  :  le  théorème 
du  n°  46,  relatif  au  moment  de  la  résultante  de  deux  forces, 
est  alors  une  proposition  de  Géométrie  dont  on  donne  la 
démonstration  ,  n°  271 

Le  moment  de  la  projection  d'une  force  sur  un  plan  est  îa 
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projection  du  moment  de  cette  force    sur  ce  même  plan, 

n°  272 
Ce  qu'on  entend  par  le  moment  d'un  système  de  forces  par 
rapport  à  un  axe  ;  les  momens  d'un  même  système  par  rap- 
port à  deux  axes  situés  dans  le  prolongement  l'un  de  l'au- 
tre, sont  e'gaux  et  de  signe  contraire;  il  en  est  de  même  à 
l'égard  des  momens  par  rapport  à  un  même  axe,  de  deux 
systèmes  de  forces  égales  et  contraires  ,  n°  273 

Expressions  des  momens  d'un  système  de  forces  par  rapport 
aux  trois  axes  des  coordonnées  positives  de  leurs  points  d'ap- 
plication ;  comment  on  détermine  les  signes  des  termes  de 
ces  formules,  n°  274 

Valeurs  des  cosinus  des  angles  relatifs  à  la  direction  de  la 
normale  au  plan  qui  contient  une  droite  et  un  point  donné, 

n°  2^5 
Formules  relatives  aux  projections  d'un  système  d'aires  planes 
sur  différens  plans;  identité  de  ces  formules  et  de  celles  qui 
répondent  aux  projections  des  lignes  droites  sur  d'autres 
droites,  nos  276  et  277 

Plan  et  grandeur  de  Taire  minima;  propriété  caractéristique 
de  ce  plan  ,  nos  278,  279  et  280 

Propriétés  des  momens ,  déduites  de  celles  des  aires  planes  ; 
identité  de  la  composition  des  momens  et  de  la  composition 
des  forces ,  résultant  de  celle  des  projections  des  aires  planes 
et  des  projections  des  lignes  droites,  n°  281 

Moment  principal  d'un  système  de  forces  ;  nouvel  énoncé  des 
conditions  d'équilibre  de  ce  système  ;  conditions  pour  que 
deux  systèmes  de  forces  soient  équivalens,  n°  282 

Variation  du  moment  principal,  produite  par  le  déplacement 
du  centre  des  momens;  momens  principaux  minima;  com- 
ment on  en  déduit  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
l'existence  d'une  résultante  unique ,  nos  283  et  284 
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CHAPITRE  III.  Exemples  de  L'équilibre  cUun  corps 
flexible >  page  55 1 

§  Ier.  Équilibre  du  polygone  funiculaire,  ibid. 

Dans  l'état   d'équilibre   du   polygone  ,  il  faut    que    chaque 

'  côté  soit  tiré,  suivant  ses  prolongemens  ,  par  des  forces 
égales  et  contraires  ;  équations  nécessaires  pour  l'équilibre 
des  forces  appliquées  au  polygone  ,  n°  285 

Construction  de  la  figure  du  polygone  en  équilibre  ;  calcul  des 
tensions  de  ses  côtés  ;  cas  où  ses  points  extrêmes  sont  sup- 
posés fixes,  nos  286  et  287 

Les  extensions  des  côtés  du  polygone  sont  proportionnelles 
aux  tensions  qu'ils  éprouvent ,  n°  288 

Quand  un  des  nœuds  du  polygone  est  remplacé  par  un  anneau, 
la  force  appliquée  en  ce  point  doit  partager  en  deux  parties 
égales  l'angle  des  deux  côtés  adjacens,  n°  289 

Condition  relative  aux  directions  des  forces  qui  doivent  avoir 
lieu  dans  tous  les  systèmes  de  points  matériels  en  équilibre, 
et  dont  la  précédente  est  un  cas  particulier,  n°  290 

Équilibre  d'un  polygone  chargé  de  poids  ;  pressions  éprouvées 
par  les  points  fixes  auxquels  il  est  attaché  ,  n°  291 

Remarque  analogue  à  celle  du  n°  270  ,  sur  les  tensions  des 
cordons  qui  supportent  un  poids  donné  :  quel  que  soit  le 
nombre  de  ces  cordons ,  leurs  tensions  et  les  charges  des 
points  fixes  peuvent  se  déduire  de  la  mesure  des  allonge— 
mens,  n°  292 

5  II.  Equilibre  d'un  jîl  flexible,  Page  565 

Équations  d'équilibre  d'un  fil  pesant,  d'abord  au  nombre  de 
trois  ,  et  qui  se  réduisent  ensuite  à  deux  ,  n°  293 

Intégrales  de  ces  équations  sous  forme  finie  ;  équation  de  la 
chaînette;  expression  de  la  tension  en  un  point  quel- 
conque, n°  294 

Calcul  de  la  tension  au  point  le  plus  bas ,  et  des  charges  que 
supportent  les  deux  points  de  suspension ,  n°  295 
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Parmi  toutes  les  courbes  isopêrimetres ,  la  chaînette  est  celle 
qui  a  son  centre  de  gravite'  le  plus  bas  ,  n°  296 

Cas  où  les  forces  verticales  qui  agissent  sur  les  éle'mens  du  fil 
sont  proportionnelles  à  leurs  projections  horizontales  ;  la 
courbe  d'e'quilibre  est  alors  une  parabole  ;  calcul  de  la  ten- 
sion au  point  le  plus  bas,  et  des  charges  des  points  ex- 
trêmes ,  qui  peut  être  utile  dans  la  construction  des  chemins 
de  fer y  n°  297 

Equations  d'équilibre  d'un  fil  sollicite'  par  des  forces  quelcon- 
ques ,  n°  298 

Cas  d'un  fil  pesant  suspendu  verticalement  à  un  point  fixe  et 
chargé  d'un  poids  à  son  extre'mite'  inférieure  ;  calcul  de  son 
allongement  total ,  n°  299 

Expression  de  la  tension  dans  le  cas  général  ;  la  courbe  est 
déterminée  par  deux  équations  différentielles  secondes  ;  va- 
leur du  rayon  de  courbure  d'après  la  direction  de  la  tan- 
gente en  chaque  point ,  n°  3oo 

Application  des  formules  précédentes  au  cas  d'un  fil  tendu  sur 
la  surface  d'un  corps  solide  ,  par  des  forces  appliquées  à  ses 
extrémités,  et  qui  sont  les  seules  qui  le  sollicitent  ;  la  tension 
est  la  même  dans  toute  sa  longueur  ;  dans  son  état  d'équi- 
libre stable ,  le  fil  trace  sur  la  surface  la  ligne  la  plus  courte 
d'un  point  à  un  autre;  la  pression  exercée  en  chacun  des 
points  de  la  surface  est  en  raison  inverse  du  rayon  de  cour- 
bure   de   cette   ligne,    et  proportionnelle    à   la    tension, 

nos  3oi  et  3o2 

Ces  résultats  sont  rnodifie's  par  le  frottement  du  fil  contre  la 
surface  du  corps  solide;  calcul  du  frottement  d'un  fil  sur  la 
gorge  d'une  poulie  fixe ,  n°  3o3 

On  vérifie  les  six  équations  générales  de  l'équilibre  du  n°  261, 
dans  le  cas  de  l'équilibre  d'un  fil  flexible;  usage  de  ces 
équations  pour  déterminer  les  coordonnées  des  points  ex- 
trêmes, quand  ils  sont  libres,  ou  les  pressions  qu'ils  éprou- 
vent, lorsqu'ils  sont  fixes  et  donnés  de  position,        nos  3o4 

et  3o5 
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§  III.  Equilibre  d'une  verge  élastique,  Page  5g8 

Condition  pour  qu'une  verge  soit  élastique  par  flexion  ;  diffé- 
rens  effets  que  ses  parties  e'prouvent  lorsqu'on  l'a  écarte'e 
de  sa  position  d'équilibre  ;  définition  de  la  lame  élas- 
tique, n°  3  06 

Hypothèses  relatives  aux  forces  qui  résultent  de  l'extension 
ou  contraction  des  filets  longitudinaux  et  de  la  grandeur  de 
leur  courbure  ;  valeur  de  la  force  totale  de  contraction  d'un 
élément  de  la  lame  ;  valeur  du  moment  d'élasticité,    n°  307 

Dans  la  courbe  élastique  proprement  dite  ,  la  tension  est  cons- 
tante et  n'influe  pas  sur  la  courbure  de  la  lame  ;  équation 
différentielle  de  cette  courbe  ;  conditions  relatives  à  ses  ex- 
trémités ,  nos  3 08  et  3og 

Cas  où  la  lame  est  horizontale ,  encastrée  par  un  bout ,  et 
chargée  d'un  poids  donné  à  son  autre  extrémité  ;  calcul  de 
la  flexion  totale  ;  comparaison  de  l'extension  et  de  la  flexion 
d'une  lame,  qui  peuvent  être  produites  par  un  même 
poids,  n°3io 

Cas  où  la  lame  est  un  ressort  vertical  posé  sur  un  plan  hori- 
zontal, et  chargé  d'un  poids  à  son  extrémité  supérieure; 
examen  détaillé  des  différentes  formes  que  ce  ressort  pourra 
prendre,  nos  3n  et  3i2 

Ce  qu'on  entend  par  la  force  d'un  ressort  ;  calcul  de  cette 
force  d'après  l'extension  ou  d'après  la  flexion  du  ressort, 
produites  par  un  poids  donné,  n°  3i3 

Extension  des  résultats  précédens  au  cas  d'une  verge  élastique, 
droite  ou  courbe  ,  qui  n'a  pas  été  tordue  sur  elle-même  ;  ce 
qu'on  entend  alors  par  le  filet  moyen;  valeur  du  moment 
d'élasticité,  n°3i4 

Formule  qui  donne  la  flexion  d'une  verge  droite,  au  moyen  de 
la  force  de  ce  ressort  ;  calcul  de  cette  force  dans  différentes 
hypothèses  sur  le  contour  de  la  section  normale;  compa- 
raison de  la  force  d'un  ressort  creux  à  celle  d'un  ressort 
plein,  n°3i5 
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Valeur  de  la  différentielle  de  la  tension  en  un  point  quelconque 
d'une  verge  élastique  dont  tous  les  points  sont  sollicités  par 
des  forces  quelconques;  une  verge  tirée,  par  une  extrémité, 
augmente  de  volume  en  même  temps  qu'elle  s'allonge,  n°  3i6 

Équations  générales  de  l'équilibre  d'une  verge  élastique,  en 
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TRAITÉ 

DE  MÉCANIQUE. 


INTRODUCTION. 

i .  La  matière  est  tout  ce  qui  peut  affecter  nos  sens 
d'une  manière  quelconque. 

Les  corps  sont  des  portions  de  matière  limitées  en 
tous  sens,  et  qui  ont,  par  conséquent,  une  forme  et 
un  volume  déterminés.  On  appelle  masse  d'un  corps, 
la  quantité  de  matière  dont  il  est  composé. 

Un  point  matériel  est  un  corps  infiniment  petit 
dans  toutes  ses  dimensions  ;  en  sorte  que  la  longueur 
de  toute  ligne  comprise  dans  son  intérieur,  est  infi- 
niment petite,  c'est-à-dire,  moindre  que  toute  lon- 
gueur qu'on  puisse  assigner.  On  peut  regarder  un 
corps  de  dimensions  finies,  comme  un  assemblage 
d'une  infinité  de  points  matériels,  et  sa  masse  comme 
la  somme  de  toutes  leurs  masses  infiniment  petites. 

2.  Un  corps  est  en  mouvement ,  lorsque  ce  corps 
ou  ses  parties  occupent  successivement  différens  lieux 
dans  l'espace.  Mais  Y  espace  étant  infini  et  partout 
identique,  nous  ne  pouvons  juger  de  l'état  de  mou- 
vement ou  de  repos  d'un,  corps,  qu'en  le  compa- 
rant à  d'autres  corps  ou  à  nous-mêmes;  et,  pour 
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cette  raison,  tous  les  mouvemens  que  nous  obser- 
vons sont  nécessairement  des  mou vemens  relatifs. 

Tous  les  corps  sont  mobiles;  mais  la  matière  ne  se 
meut  jamais  spontanément;  car  il  n'y  aurait  pas  de 
raison  pour  qu'un  point  matériel  se  dirigeât  plutôt 
d'un  coté  que  de  l'autre  ;  et,  en  effet ,  si  nous  considé- 
rons un  corps  à  l'instant  où  il  passe  de  Tétat  de  repos 
à  l'état  de  mouvement,  nous  reconnaissons  toujours 
que  ce  changement  est  dû  à  l'action  d'une  cause 
étrangère  ou  sans  laquelle  nous  concevons  que  ce 
corps  pourrait  d'ailleurs  exister. 

i  On  donne,  en  général,  le  nom  de  force  à  la  cause 
quelconque  qui  met  un  corps  en  mouvement,  ou  seu- 
lement qui  tend  à  le  mouvoir,  lorsque  son  effet  est 
suspendu  ou  empêché  par  une  autre  cause. 

3.  Lorsque  plusieurs  forces  sont  appliquées  à  la 
fois  à  un  même  corps,  elles  se  modifient  réciproque- 
ment, en  vertu  de  la  liaison  qui  existe  entre  ses  par- 
ties, et  qui  les  empêche  de  prendre  le  mouvement 
que  tend  à  imprimer  à  chacune  d'elles,  la  force  à  la- 
quelle elle  est  soumise.  Il  peut  même  arriver  que  ces 
forces  se  détruisent  complètement,  de  sorte  que  le 
corps  ne  prenne  aucun  mouvement  :  on  appelle  équi- 
libre cet  état  particulier  d'un  mobile,  qui  reste  en 
repos  quoiqu'il  soit  sollicité  par  plusieurs  forces,  ou 
autrement,  on  dit  que  ces  forces  se  font  équilibre. 

La  Mécanique  est  la  science  qui  traite  de  l'équilibre 
et  du  mouvement  des  corps.  La  partie  dont  le  but  est, 
en  général ,  de  découvrir  les  conditions  de  l'équilibre, 
se  nomme  Statique.  On  appelle  Dynamique  l'autre 
partie,  qui  a  pour  objet  de  déterminer  le  mouvement 
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que  prend  un  mobile,  quand  les  forces  qui  lui  sont 
appliquées  ne  se  font  pas  équilibre. 

Les  géomètres  étant  parvenus ,  comme  on  le  verra 
dans  la  suite,  à  réduire  toutes  les  questions  de  mou- 
vement à  de  simples  problèmes  d'équilibre ,  il  serait 
naturel  d'exposer  d'abord  la  Statique  entière  et  en- 
suite la  Dynamique  ;  mais,  pour  faciliter  l'intelligence 
des  matières,  il  a  paru  préférable,  dans  l'enseigne- 
ment, de  s'occuper  de  la  partie  la  plus  simple  de  la 
Dynamique ,  avant  de  considérer  les  questions  géné- 
rales de  l'équilibre.  C'est  cet  ordre  que  je  suivrai  dans 
cet  ouvrage. 

4.  Il  y  aura  trois  choses  à  considérer  dans  une 
force  agissant  sur  un  point  matériel  :  la  position  de 
ce  point,  l'intensité  de  la  force  et  sa  direction,  c'est- 
à-dire,  l'espace  rectiligne  qu'elle  tend  à  faire  parcou- 
rir à  son  point  d'application.  Toutefois,  on  ne  doit 
pas  confondre  un  point  matériel  avec  ce  qu'on  ap- 
pelle un  point  en  Géométrie,  où  ce  mot  désigne  l'ex- 
trémité d'une  ligne,  ou  l'intersection  de  deux  ligues 
qui  se  coupent;  l'espace  que  parcourt  un  point  ma- 
tériel n'est  pas  non  plus  une  ligne  privée  de  deux  di- 
mensions; mais  ce  corps  étant  infiniment  petit  en 
tous  sens,  et  la  largeur  et  l'épaisseur  de  Fespace  que 
la  force  tend  à  lui  faire  décrire,  étant  aussi  infini- 
ment petites,  on  déterminera  sa  position  et  la  direc- 
tion de  cette  force,  de  la  même  manière  que  l'on  dé- 
termine la  position  d'un  point  et  la  direction  d'une 
droite  en  Géométrie. 

Ainsi,  d'abord,  la  position  dans  3'espace,  du  point 
d'application  d'une  force,  se  déterminera,  en  général, 

1.. 
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au  moyen  de  ses  trois  coordonnées  parallèles  aux  in- 
tersections de  trois  plans  rectangulaires  ;  ce  qui  , 
comme  on  sait,  ne  laissera  aucune  indécision,  quand 
on  aura  égard,  en  même  temps,  au  signe  et  a  la  gran- 
deur de  chaque  coordonnée.  Quelquefois  aussi,  nous 
emploierons  les  coordonnées  polaires,  savoir  :  le 
rayon  vecteur  du  point  donné,  ou  sa  distance  à  leur 
origine,  l'angle  que  fait  ce  rayon  avec  une  droite  fixe 
menée  par  cette  origine,  et  l'angle  compris  entre  le 
plan  de  ces  deux  droites  et  un  plan  fixe  passant  par 
la  seconde. 

5.  Les  forces  ne  peuvent  se  mesurer  qu'en  prenant 
pour  unité  une  force  convenue ,  et  en  exprimant  par 
des  nombres  les  rapports  des  autres  forces  à  cette 
unité  ;  ce  qui  exige  que  l'on  définisse,  d'une  manière 
précise,  ce  que  l'on  doit  entendre  par  une  force  égale 
à  une  autre,  et  par  une  force  double,  triple,  qua- 
druple, . . .  d'une  autre ,  indépendamment  de  la  na- 
ture particulière  de  ces  diverses  causes  de  mouvement. 

Deux  forces  sont  égales  lorsqu'étant  appliquées 
en  sens  contraire  l'une  de  l'autre,  à  un  même  point 
matériel  ou  à  deux  points  liés  par  une  droite  qui  ne 
peut  changer  de  longueur,  elles  se  font  équilibre. 

Si ,  après  avoir  reconnu  que  deux  forces  sont  égales, 
on  les  applique  dans  la  même  direction  à  un  même 
point,  on  aura  une  force  double;  si  l'on  réunit  ainsi 
trois  forces  égales ,  on  aura  une  force  triple  ;  si  l'on 
en  réunit  quatre,  on  aura  une  force  quadruple;  et 
ainsi  de  suite. 

Lors  donc  que  nous  dirons  qu'une  force,  appliquée 
ii  un  point  matériel,  est  un  certain  multiple  d'une 
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autre  force,  il  faudra  entendre  que  la  première  peut 
être  regardée  comme  formée  d'un  certain  nombre  de 
forces  reconnues  égales  à  la  seconde ,  et  agissant  dans 
une  même  direction.  C'est  de  cette  manière  que  les 
forces  deviennent,  quelle  que  soit  leur  nature  parti- 
culière, des  quantités  mesurables  que  Ton  peut  ex- 
primer par  des  nombres,  comme  toutes  les  autres 
sortes  de  quantités,  en  les  rapportant  à  une  unité  de 
leur  espèce»  On  peut  aussi  représenter  leurs  intensités 
par  des  lignes  proportionnelles  a  ces  nombres,  que  l'on 
porte  sur  leurs  directions,  à  partir  du  point  où  elles 
sont  appliquées  ;  ce  qui  a  l'avantage  de  simplifier  l'é- 
noncé des  théorèmes. 

6.  Les  points  d'application  des  forces  et  leurs  in- 
tensités étant  ainsi  déterminés,  il  ne  nous  reste  plus 
qu'à  nous  occuper  de  leurs  directions. 

Soit  M  (  fîg.  ire),  le  point  d'application  d'une 
force;  représentons  sa  direction  par  la  droite  MD,  de 
manière  que  cette  force  tende  à  faire  avancer  le 
point  M,  de  M  vers  D;  par  le  point  M  menons  trois 
axes  rectangulaires  MA ,  MB,  MC,  qui  seront,  en  gé- 
néral, parallèles  aux  axes  des  coordonnées,  et  dirigés 
dans  le  sens  des  coordonnées  positives  ;  désignons  par 
cl  ,  £ ,  y ,  les  angles  aigus  ou  obtus  que  la  direction  MD 
fait  avec  ces  axes,  de  sorte  qu'on  ait 

AMD  =  a,       BMD  =  £,       CMD  =  y; 

je  dis  que  cette  direction  sera  complètement  déter-^ 
minée  quand  ces  trois  angles  seront  donnés» 

En  effet,  en  ayant  seulement  égard  aux  deux  an- 
gles cl  et  £?  il  faudra  que  la  ligue  MD  se  trouve  à  la 


6  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE, 

fois  sur  deux  cônes  droits,  dont  le  sommet  commun 
est  au  point  M,  et  qui  ont  pour  axes  les  droites  MA 
et  MB.  Il  faudra  donc  que  et  et  é  soient  tels ,  que 
ces  deux  cônes  puissent  se  couper  ;  ce  qui  aura  lieu 
alors  suivant  deux  arêtes  situées  dans  un  même  plan 
perpendiculaire  au  plan  AMB,  et  qui  feront,  avec 
l'axe  MC,  deux  angles  supplémens  l'un  de  l'autre. 
La  droite  MD  pourra  donc  encore  avoir  deux  posi- 
tions différentes  ;  mais  l'angle  y  étant  aussi  donné , 
on  saura  s'il  est  aigu  ou  obtus,  et  l'on  pourra  choisir 
entre  ces  deux  positions  celle  qui  convient  à  la  direc- 
tion de  la  force. 

Cette  construction  montre,  en  outre,  que  lès  an- 
gles a,  G,  y,  ne  peuvent  pas  être  pris  tous  les  trois  au 
hasard.  Il  existe  effectivement  entre  les  cosinus  des 
angles  qu'une  même  droite  MD  fait  avec  trois  axes 
rectangulaires,  une  équation 

cosa  et  +  cosa  £  -f-  cos*  y  =  i ,         (i) 

que  l'on  démontre  en  prenant  sur  la  droite  MD,  à 
partir  du  point  M,  une  ligne  égale  à  l'unité,  et  for- 
mant un  parallélépipède  rectangle,  dont  cette  ligne 
soit  la  diagonale,  et  qui  ait  ses  trois  côtés  adjacens 
sur  les  trois  axes  MA,  MB,  MC.  Ces  trois  côtés  se- 
ront les  cosinus  des  angles  a,  g,  y;  et  la  somme  de 
leurs  carrés  devant  être  égale  au  carré  de  la  diago- 
nale, d'après  une  théorème  connu ,  il  en  résultera  l'é- 
quation qu'on  vient  d'écrire. 

7.  On  adoptera,  dans  ce  Traité,  la  division  de  la 
circonférence  eu  56o%  du  degré  en  60  minutes  et  de 
la  minute  en  60  secondes.  La  lettre  tt  sera  constam- 
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ment  employée  à  représenter  la  demi-circonférence, 
dont  le  rayon  est  égal  à  l'unité  ;  de  sorte  que  l'on  aura 

7T  =  3,1415926... 

Le  quart  de  la  circonférence  répond  à  l'angle  droit 
ou  à  l'angle  de  5  24000";  il  s'ensuit  que  la  longueur 
de  l'arc  correspondant  à  un  angle  d'un  nombre  quel- 
conque n  de  secondes ,  sera  le  quatrième  terme  d'une 
proportion,  dont  les  trois  premiers  seront  \7r,  n  et 
524000".  En  désignant  cette  longueur  par  <sr ,  il  en  ré- 
sultera 


n 


206264,8. . .' 
Le  logarithme  ordinaire  de  ce  diviseur  constant  est 

5,3i4425i« 

Dans  les  calculs  numériques,  ce  sont  les  arcs  ainsi 
calculés  qu'on  devra  employer  à  la  place  des  angles 
qui  ne  seront  pas  compris  sous  les  signes  trigonomé- 
triques  sin,  cos,  tang. 

Pour  qu'on  puisse,  au  moyen  des  angles  et,  £,  y , 
représenter  la  direction  d'une  force  dans  toutes  les 
positions  possibles  autour  de  son  point  d'application, 
il  faudra  et  il  suffira  qu'ils  s'étendent  depuis  zéro  jus- 
qu'à 1800  inclusivement.  Si,  par  exemple,  l'axe  MC 
est  au-dessus  du  plan  des  deux  autres  axes  MA  et  MB, 
l'angle  y  devra  être  plus  petit  ou  plus  grand  que  900, 
selon  que  la  droite  MD  sera  située  au-dessus  ou  au- 
dessous  de  ce  plan  •  il  sera  zéro  quand  la  direction 
MD  coïncidera  avec  MC,  et  égal  à  1800  quand  MD 
coïncidera  avec  le  prolongement  MC'  de  MC.  Les  co- 
sinus de  a ,  6 y  y,  pourront  donc  être  positifs  ou  né- 
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gatifs;  mais  leurs  sinus  seront  toujours  positifs,  puis- 
que ces  angles  ne  dépasseront  jamais  i8o°. 

En  général,  si  nous  considérons  le  prolongement 
MD'  de  la  droite  quelconque  MD ,  il  est  évident  que 
les  angles  qu'il  fait  avec  les  trois  axes  sont  supplémens 
de  et ,  ê,  y.  En  faisant  donc 

AMD'  ==  et',  BMD'  =  €',  CMD'  =  y% 

nous  aurons 

cosa;=  —  cosa,  cos  €A=:<— cos£,  cos^'= — cosy; 

d'où  il  suit  que  les  directions  de  deux  forces  qui  agis- 
sent en  sens  contraire  sur  un  même  point  M ,  Tune 
suivant  MD,  l'autre  suivant  MD',  se  distingueront 
l'une  de  l'autre  par  les  signes  des  cosinus  des  angles 
qui  leur  correspondent. 

8.  Au  lieu  des  trois  angles  et,  £,  y ,  liés  entre  eux 
par  l'équation  (i),  on  pourra  n'employer  que  deux 
angles  indépendans  l'un  de  l'autre,  pour  déterminer 
la  direction  d'une  force. 

En  effet,  soit  ME  la  projection  de  MD  sur  le  plan 
AMB  ;  appelons  £  l'angle  que  fait  cette  projection 
avec  l'axe  MA,  de  sorte  qu'on  ait 

AME  =  d\ 

Lorsque  cet  angle  cT  sera  donné,  il  fera  connaître 
la  position  du  plan  CME ,  et  l'angle  y  achèvera  en- 
suite de  déterminer  celle  de  la  droite  MD  comprise 
dans  ce  plan.  11  faudra  que  l'angle  £  soit  compté, 
à  partir  de  MA ,  dans  un  sens  convenu ,  et  qu'il 
puisse  s'étendre  depuis  zéro  jusqu'à  56o°  ;  l'angle 
y  ne  s'étendra  toujours  que  depuis  zéro  jusquà  180^ 
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La  projection  sur  le  plan  AMB  de  la  diagonale 
du  parallélépipède  précédemment  indiqué  (n°  6) 
sera  le  cosinus  de  l'angle  DME,  ou  égale  à  sin  y. 
Si  l'on  projette  de  nouveau  cette  projection  sur 
Taxe  MA,  cette  seconde  projection  se  déduira  de 
la  première,  en  la  multipliant  par  cos  cT;  elle  coïn- 
cidera, d ailleurs,  avec  la  projection  de  la  diagonale 
du  parallélépipède  sur  ce  même  axe  MA ,  et  sera , 
conséquemment,  égale  à  cos  et  ;  par  conséquent, 

on  aura 

cos  cl  s=  sin  y  cos  J \ 

On  trouvera  de  même 

cos  S  =  sin  y  sin  cP; 

et  ces  deux  formules  serviront  à  transformer  les 
équations  où  l'on  aura  fait  usage  des  angles  cl,  S , 
y ,  en  d'autres  où.  l'on  n'emploiera  plus  que  y  et  d\ 
On  vérifie  immédiatement  qu'elles  satisfont  à  l'équa- 
tion (1). 

g.  Il  existe  une  autre  équation  qui  comprend  , 
comme  cas  particulier,  cette  équation  (1),  et  qui 
nous  sera  souvent  utile. 

Pour  la  former,  soient  x ,  y ,  z,  les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  M  (  ûg.  2  )  rapportées  aux 
trois  axes  rectangulaires  0«r,  0/,  Oz.  Appelons  r 
son  rayon  vecteur  OM,  et  cl9  G,  y,  les  angles  ai- 
gus ou  obtus  que  fait  ce  rayon  avec  les  trois  axes , 
de  sorte  qu'on  ait ,  par  exemple , 

zOM  ==  y. 

Si  l'on  abaisse  du  point  M  une  perpendiculaire  MN 
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sur  Taxe  Oz ,  la  droite  ON  sera  l'ordonnée  z9  et 

dans  le  triangle  rectangle  MON ,  on  aura 

z  =  r  cos  y  ; 
on  trouvera  de  même 

y  =  r  cos  ë ,     x  =  r  cos  et. 

Soit  M'  un  autre  point,  et  désignons  par  x',  yT9  z' , 
r' ,  al ,  £',  yr,  ses  coordonnées ,  son  rayon  vecteur  et 
les  angles  relatifs  à  cette  droite  ;  nous  aurons  aussi 

x'  =  r'  cos  et' ,    jf  —  r'  cos  £',     z'  =  r  cos  y'. 

Appelons  u  la  distance  MM';  on  aura,  comme  on 
sait, 

u*  =  (x  —  x)'  +  (y'  —  yf  +  (zr  —  z)*  ; 

et  si  l'on  représente  par  g  l'angle  MOM',  on  aura 
en  même  temps 

u*  =  ra  +  /â  —  irr}  cos  6 , 

clans  le  triangle  dont  r,  r%  u,  sont  les  trois  cotés. 
A  cause  de 


y 


x*  j±.y*  +  z«  =  r»?     #'•  -f  j'a  -j-  z'a  ==•  r/s 

la  première  valeur  de  wft  est  la  même  chose  que 

u*  =  ra  +  r'a  —  2  (xx'-^-yy1  +  zz')  ; 

en  la  comparant  à  la  seconde,  on  en  conclura 

rr'  cos  g  =  .r«r'  -J-  yy'  -{-  zz(  ; 

et  si  Ton  substitue  dans  cette  équation  les  valeurs 
précédentes  de  x,  j,  z,  xf,  y\  z',  il  en  résultera 
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COS  é  =  COS  Ct  COS  Ct'  -f-  COS  £  COS  € '  -f-  COS  }/  COS  3/  ;       (2) 

ce  qu'il  s'agissait  de  trouver. 

Lorsque  les  deux  droites  OM  et  OM'  coïncident , 
les  angles  et',  S',  y',  sont  les  mêmes  que  ct,  £,  y ,  et 
cette  formule  se  réduit  à  l'équation  (1).  Quand  ces 
deux  droites  sont  perpendiculaires  l'une  à  l'autre, 
on  a  é  =  go° ,  et  par  conséquent 

cos  ct  cos  a!  cos  £  +  cos  €f  +  cos  y  cos  3/  =  o. 

En  mettant  dans  les  valeurs  de  x 9  y ,  z,  celles  de 
cos  et  et  cos  (?,  qu'on  a  trouvées  dans  le  numéro  pré- 
cédent, on  aura 

x  =  r  sin  y  cos  cT,  y  =  r  sin  %  sin  cT  ,  z  =  r  cos  j>  ; 

formules  dans  lesquelles  les  trois  variables  r,  y,  <P 
sont  les  trois  coordonnées  polaires  du  point  M ,  telles 
qu'elles  ont  été  définies  dans  le  n°  4;  et  qui  serviront, 
par  conséquent,  à  transformer  les  coordonnées  rec- 
tangulaires en  coordonnées  polaires. 

10.  La  considération  des  projections  dont  on  s'est 
servi  dans  le  n°  8,  sera  souvent  employée  dans  cet 
ouvrage  ;  il  convient  donc  d'exposer  ici  leurs  pre- 
miers principes. 

La  projection  d'une  droite  sur  une  autre  droite  est 
la  partie  de  celle-ci  qui  est  comprise  entre  les  pieds  des 
perpendiculaires  abaissées  des  deux  extrémités  de  la 
droite  projetée.  Ainsi ,  les  différences  x' — x ,  y' — y, 
z' — z,  des  coordonnées  extrêmes  sont  les  projections  de 
la  droite  MM' sur  les  axes  desx,y,  z;  et,  d'après  la  pre- 
mière valeur  de  u*,  la  somme  des  carrés  des  projec- 
tions d'une  même  droite  sur  trois  axes  rectangulaires 
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est  égale  au  carré  de  cette  droite.  Si  la  droite  proje- 
tée et  celle  sur  laquelle  on  la  projette  sont  dans  un 
même  plan,  la  projection  est  égale  et  parallèle  à  la 
base  d'un  triangle  rectangle,  dont  la  droite  projetée 
est  l'hypoténuse;  en  sorte  que  si  l'on  désigne  par  V 
la  longueur  de  cette  droite,  par  X  celle  de  sa  projec- 
tion, et  par  i  l'angle  de  ces  deux  droites,  on  a 

A  =  l  cos  L 

La  projection  d'une  surface  plane  sur  un  autre 
plan,  est  la  partie  de  ce  plan  terminée  par  la  projec- 
tion du  contour  de  la  surface  projetée,  c'est-à-dire, 
par  la  courbe  que  formentles  pieds  des  perpendiculaires 
abaissées  de  tous  les  points  de  ce  contour.  Or,  l'équa- 
tion précédente  subsiste  encore ,  si  l'on  y  met  à  la  place 
de  l  l'aire  de  la  surface  projetée,  et  au  lieu  de  A  l'aire 
de  sa  projection;  i  étant  alors  l'inclinaison  d'un  plan 
sur  l'autre,  pour  laquelle  on  peut  aussi  prendre 
l'angle  compris  entre  les  perpendiculaires  à  ces  deux 
plans. 

En  effet,  décomposons  l'aire  de  la  surface  projetée 
en  élémens  d'une  largeur  infiniment  petite  et  per- 
pendiculaires à  l'intersection  de  son  plan  et  de  celui 
sur  lequel  on  la  projette;  la  projection  de  chaque 
élément  sera  égale  à  cet  élément  multiplié  par  le 
cosinus  de  leur  inclinaison  mutuelle;  par  conséquent, 
cette  inclinaison  étant  la  même  et  égale  à  i  pour  tous 
les  élémens,  la  somme  de  leurs  projections,  ou  A, 
sera  égale  à  leur  somme,  ou  à  l'aire  totale  l  multi- 
pliée par  cos  i;  ce  qu'il  s'agissait  de  prouver.  On  con- 
clut de  là  que  le  carré  de  Faire  d'une  surface  plane 
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-est  égal  à  la  somme  des  carrés  de  ses  projections  sur 
trois  plans  rectangulaires,  en  prenant  pour  l'inclinai- 
son sur  chaque  plan  l'angle  que  fait  la  normale  à  la 
surface  donnée  avec  les  perpendiculaires  à  ce  plan  , 
et  ayant  égard  à  l'équation  (i). 

1 1 .  Lorsque  dans  une  question,  on  considérera  un 
système  de  forces  parallèles,  on  pourra  supposer  que 
l'un  des  trois  axes  rectangulaires  MA,  MB,  MC, 
(fig.  ire),  leur  est  aussi  parallèle.  Alors  deux  des 
trois  angles  a,  £,  y ,  les  deux  derniers,  par  exemple, 
seront  droits  pour  toutes  ces  forces;  et  1  équation  (i) 
se  réduira  à 

cos2  et  =  i  ; 

d'où  l'on  tire  d  =  oou  #=  i8o°. 

De  cette  manière ,  la  direction  de  chaque  force  se- 
rait fixée,  en  disant  qu'elle  fait  avec  Taxe  MA  un 
angle  nul  ou  un  angle  de  1800;  mais  dans  ce  cas  par- 
ticulier, il  sera  plus  simple  de  déterminer  cette  di- 
rection par  le  signe  de  la  force,  en  regardant  comme 
positives  les  forces  qui  agissent  dans  un  sens,  et 
comme  négatives  celles  qui  agissent  dans  le  sens 
opposé. 

Au  reste ,  le  cas  des  forces  parallèles  sera  le  seul  où 
nous  considérerons  des  forces  positives  et  des  forces 
négatives;  dans  tous  les  autres  cas,  les  quantités  qui 
représenteront  les  grandeurs  des  forces,  dans  le  cal- 
cul, seront  positives,  et  la  variation  de  signe  ne  tom- 
bera que  sur  les  cosinus  des  angles  que  leurs  direc- 
tions font  avec  des  axes  fixes. 

12.  Ce  qui  précède  renferme  les  définitions  préli- 
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minaires ,  et  des  détails  suffisans  sur  la  détermina- 
tion des  grandeurs  et  des  directions  des  forces  ;  mais, 
dans  cet  ouvrage ,  j'emploierai  exclusivement  la  mé- 
thode des  infiniment  petits  ;  c'est  pourquoi  il  est  né- 
cessaire de  rappeler,  dans  cette  introduction,  les  prin- 
cipes de  l'Analyse  infinitésimale ,  et  parmi  les  for- 
mules qui  s'en  déduisent  le  plus  immédiatement, 
celles  dont  nous  pourrons  avoir  besoin  par  la  suite. 

Un  infiniment  petit  est  une  grandeur  moindre  que 
toute  grandeur  donnée  de  la  même  nature. 

On  est  conduit  nécessairement,  à  l'idée  des  infini- 
ment petits,  lorsque  l'on  considère  les  variations 
successives  d'une  grandeur  soumise  à  la  loi  de  conti- 
nuité. Ainsi ,  le  temps  croît  par  des  degrés  moindres 
qu'aucun  intervalle  qu'on  puisse  assigner,  quelque 
petit  qu'il  soit.  Les  espaces  parcourus  par  les  diffé- 
rens  points  d'un  corps,  croissent  aussi  par  des  infini- 
ment petits;  car  chaque  point  ne  peut  aller  d'une 
position  à  une  autre ,  sans  traverser  toutes  les  posi- 
tions intermédiaires  ;  et  l'on  ne  saurait  assigner  au- 
cune distance,  aussi  petite  que  l'on  voudra j  entre 
deux  positions  successives.  Les  infiniment  petits  ont 
donc  une  existence  réelle,  et  ne  sont  pas  seulement 
un  moyen  d'investigation  imaginé  par  les  géomètres. 

Un  infiniment  petit  peut  être  double,  triple, 
quadruple,  ,  d'un  autre:  les  quantités  infini- 
ment petites  ont  entre  elles  des  rapports  quelcon- 
ques ,  dont  la  détermination  est  un  objet  essentiel  de 
l'Analyse  infinitésimale. 

Si  a  et  b  sont  des  infiniment  petits ,  et  que  le  rap- 
port de  b  à  a  soit  aussi  infiniment  petit,  b  est  ce 
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qu'on  appelle  un  infiniment  petit  du  second  ordre. 
Par  exemple ,  la  corde  d'un  arc  de  cercle  étant  sup- 
posée infiniment  petite,  le  sinus  verse  du  même  arc- 
est  un  infiniment  petit  du  second  ordre,  puisque  le 
rapport  du  sinus  verse  à  la  corde  est  toujours  le 
même  que  celui  de  la  corde  au  diamètre,  et  devient , 
par  conséquent,  infiniment  petit  en  même  temps  que 
le  second  rapport. 

De  même ,  b  étant  déjà  un  infiniment  petit  du 
second  ordre  ,  si  l'on  suppose  que  le  rapport  de  c  à  b 
soit  infiniment  petit  du  premier  ordre,  on  apellera  c 
un  infiniment  petit  du  troisième  ordre,*  et  ainsi  de 
suite. 

Il  suit  de  là  qu'un  produit  composé  d'un  nombre  n 
de  facteurs  infiniment  petits  du  premier  ordre,  devra 
être  rangé  dans  la  classe  des  infiniment  petits  de 
l'ordre  n. 

L'aire  d'une  surface  infiniment  petite  dans  toutes 
ses  dimensions  est  au  moins  un  infiniment  petit 
du  second  ordre;  car  elle  est  moindre  que  le  carré 
de  la  droite  la  plus  longue  qu'on  puisse  mener  d'un 
point  à  un  autre  de  son  contour,  laquelle  droite  est 
infiniment  petite  ,  par  hypothèse.  On  verra  de  même 
qu'un  volume  dont  toutes  les  dimensions  sont  infi- 
niment petites,  est  au  moins  un  infiniment  petit  du 
troisième  ordre,  puisqu'il  est  moindre  que  le  cube 
de  la  plus  longue  droite  menée  d'un  point  à  un  autre 
de  sa  superficie. 

Cela  posé ,  le  principe  fondamental  de  l'Analyse 
infinitésimale  consiste  en  ce  que  deux  quantités 
finies,   qui    ne    diffèrent  l'une   de   l'autre  que  d'un 
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infiniment  petit,  doivent  être  regardées  comme 
égales ,  puisqu'on  ne  saurait  assigner  entre  elles  au- 
cune inégalité  ,  aussi  petite  que  Ton  voudra. 

Il  en  sera  de  même  à  l'égard  de  deux  quantités 
infiniment  petites  du  premier  ordre ,  dont  la  diffé- 
rence est  infiniment  petite  du  second  ordre,  et, 
généralement,  à  l'égard  de  deux  infiniment  petits 
d'un  ordre  quelconque ,  qui  ne  diffèrent  l'un  de 
l'autre  que  d'un  infiniment  petit  d'un  ordre  supé- 
rieur :  on  les  considérera  comme  des  quantités  ri- 
goureusement égales,  et  leur  rapport,  comme  égal  à 
l'unité. 

On  énonce  encore  ces  principes  d'une  autre  ma- 
nière, en  disant  qu'il  est  permis  de  négliger  dans  un 
calcul,  sans  crainte  d'altérer  aucunement  les  résul- 
tats, soit  les  infiniment  petits  ajoutés  à  des  quantités 
finies ,  soit  les  quantités  infiniment  petites  d'un  ordre 
quelconque,  ajoutées  à  des  quantités  d'un  ordre  in- 
férieur. 

i3.  La  différentielle  doc  d'une  variable  indépen- 
dante oc,  est  l'accroissement  infiniment  petit  qu'on 
attribue  à  cette  variable  ;  la  différentielle  dj  d'une 
fonction  y  de  oc ,  est  l'accroissement  correspondant 
de  cette  fonction,  réduit  au  même  ordre  de  grandeur 
que  celui  de  la  variable  indépendante ,  par  la  sup- 
pression des  infiniment  petits  d'un  ordre  supérieur  ; 
d'où  il  résulte  que  cette  différentielle  dy  est  toujours 
de  la  forme  ILdoc;  X  étant  une  autre  fonction  de  oc. 
Pour  quelques  valeurs  particulières  de  oc ,  il  peut 
arriver  que  le  coefficient  différentiel  X  devienne  in- 
fini, ce  qui  rendra  la  différentielle  Hdoc  indéterminée  ,• 


\ 
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mais  cette  circonstance  ne  se  présentera  pas  dans  la 
Me'canique. 

Soient  fx  une  fonction  donnée  de  x ,  c  une  consr 
tante  arbitraire  ,  et  Fx  +  c  l'intégrale  complète  ou 
indéfinie  de  fxdx.  Soient  encore  a  et  b  deux  cons- 
tantes données.  En  déterminant  la  constante  c  de 
manière  que  cette  intégrale  soit  nulle  ou  commence 
quand  x  =  o,  et  faisant  ensuite  x  =  b,  le  résultat 
Fb —  Fa  sera  ce  qu'on  appelle  l'intégrale  définie, 
prise  depuis  xz=a  jusqu'à  xz=.b.  Je  la  désignerai 

par  /  fxdx,  suivant  la  notation  très  commode  que 

J  a 

Fourier  a  proposée;  et  j'écrirai,  en  conséquence, 

fxdx. 

Si  l'on  donne  successivement  à  x  une  infinité  de 
valeurs,  croissantes  depuis  a  jusqu'à  b  par  des  dif- 
férences infiniment  petites,  et  que  l'on  prenne  ces 
différences  égales  ou  inégales,  pour  les  valeurs 
de  dx ,  il  est  facile  de  faire  voir  que  la  somme  de 
toutes  les  valeurs  de  la  différentielle  fxdx  sera  égale 
à  l'intégrale  définie  Fb  —  Fa. 

En  effet,  en  négligeant  les  infiniment  petits  d'un 
ordre  supérieur  au  premier,  on  a,  d'après  la  défini- 
tion de  la  différentielle , 

F{x  -f-  dx)  —  Fx  =fxdx. 

Si  donc  on  représente  par  J\,  J\ ,  cT3 ,  .  .  .  .  Jiu, 
un  nombre  infini  de  quantités  infiniment  petites, 
telles  que  l'on  ait 
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et  que  l'on  prenne  successivement,  pour  x  et  dx  9 
les  couples  de  valeurs  a  et  d\  ?  tf-f-J\  et  J\,  tf+J\-|-cJ\ 
et  cT3,  «  .  .  b  —  cPB  et  dfB,  il  en  résultera 

Fi— F(i— io=/(*— W  ; 

équations  dont  la  somme  est 

Yb  —  Ta  =/«J\  +/(a  +  JX+ZO»  +  «Pt  +  «r.)«T, 
+/(*  — <f,)J\; 

ce  qui  renferme  le  théorème  qu'il  s'agissait  de  dé- 
montrer. 

Lorsque  la  fonction  fie  deviendra  infinie  entre 
les  deux  limites  a  et  b ,  cette  démonstration  n'aura 
plus  lieu,  et  le  théorème  sera  en  défaut.  Dans  ce  cas 
d'exception ,  que  nous  ne  rencontrerons  pas  dans  la 
suite ,  l'intégrale  définie  n'a  plus  aucun  rapport  avec 
la  somme  des  valeurs  de  la  différentielle  ,  et  elle  peut 
même  être  négative,  lorsque  toutes  ces  valeurs  sont 
positives ,  ou  positive ,  quand  elles  sont  toutes  néga- 
tives. Pour  faire  reparaître  le  théorème,  il  faut  alors 
empêcher  que  fx  ne  devienne  infinie  entre  x=a  et 
x=b,  en  faisant  passer  la  variable  x  de  l'une  à  l'autre 
de  ces  limites,  par  une  série  de  valeurs  imagi- 
naires (*). 


(*)  Voyez,  sur  ce  point ,  le  Journal  de  V École  Polytechnique, 
18e  cahier,  page  3?.o. 
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Le  théorème  précédent  s'étend  sans  difficulté  aux 
intégrales  multiples.  Ainsi,  par  exemple,  si  f  (oc,  y) 
est  une  fonction  donnée  de  deux  variables  indépen- 
dantes x  et  y  ;  que  l'on  donne  successivement  à  ces 
variables  des  séries  de  valeurs  croissantes  par  des  diffé- 
rences infiniment  petites;  et  que  l'on  prenne  en  même 
temps  pour  dx,  les  différences  entre  les  valeurs  con-? 
sécutives  de  x ,  et  pour  dy ,  celles  des  valeurs  con- 
sécutives de  y,  la  somme  de  toutes  les  valeurs  de 
f(x,y)dxdy7  sera  l'intégrale  I  I  f(x,  y)dxdy,  prise 

entre  des  limites  convenables. 

14.  Lorsque  la  fonction  fx  renfermera  une  quan-? 
tité  et  considérée  comme  une  constante  dans  Tinté- 

fxdx  sera  elle- 

a 

même  une  fonction  de  a.  Il  y  a  des  questions  dans 
lesquelles  cette  intégrale  n'étant  pas  connue  sous 
forme  finie,  on  aura  besoin,  néanmoins,  de  déter-. 
miner  sa  différentielle  par  rapport  à  et.  Or,  cette 
opération  présentera  deux  cas  différens ,  selon  que 
les  limites  a  et  b  seront  indépendantes  de  ce,  ou 
qu'elles  en  dépendront  d'une  manière  quelconque. 
Dans  le  premier  cas,  il  suffira  de  différentier  fx 
par  rapport  à  et  sous  le  signe  /  ;  en  sorte  que  l'on 
aura 

dfjXdX_    Çldfxj 

j  ~ *  i  7       UX • 

dos,  J  a     dot. 

En  effet ,  d'après  le  théorème  du  numéro  précé- 
dent ,  le  premier  membre  de  cette  équation  est  le 
coefficient  différentiel  par  rapport  à  et  de  la  somme 

a., 
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des  valeurs  de  fxdx  ,  comprises  depuis  x  =  ^jus- 
qu'à x=b;  tandis  que  son  second  membre  est  la 
somme  des  valeurs,  entre  les  mêmes  limites,  du  coef- 
ficient différentiel  de  fxdx  relatif  à  et;  et  il  est  évident 
que  ces  deux  sommes  sont  identiques. 

Dans  le  second  cas ,  lorsque  cl  se  change  en  a-f-fc?â, 

la  limite  b  devient  b  +  -=-  det ,  et  pour  cette  raison  , 

.  rb 

la  somme  des  valeurs  de  fxdx,  ou  l'intégrale  /    fxdx 

se  trouve  augmentée  de  la  valeur  de  fxdx  qui  ré- 
pond à  x  =  b  et  dx  =  —  det,  c'est-à-dire,  de fb .  -j-det  ; 

en  même  temps  la  limite  a  se  change  en  a  -f-  —  da, 
ce  qui  diminue  cette  intégrale  de  la  valeur  de  fx , 
correspondante   à   x  =  a  et  dx  =  -=-  det,   ou   de 

fa .  —  det;  donc ,  à  cause  de  la  variation  simultanée 

des  deux  limites  a  et  b ,  produite  par  celle  de  et , 
l'intégrale  se  trouvera  augmentée  de  la  différentielle 

'db  /  7  da 


/do  ,  7  da    r  \     -, 

\TJb-T*fa)da> 


et  son  coefficient  différentiel  par  rapport  à  et,  de 
ce  coefficient  de  dct.  Par  conséquent ,  en  l'ajoutant 
au  second  membre  de  l'équation  précédente,  on 
aura 

J  aJX  °°         Ch  dfx    ,       .    db  >,        da  r 

det  J  a      da  daJ  da  J      ' 
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pour  la  valeur  complète  du  coefficient  différentiel  de 


/. 


fxdx. 


Quand  a,  n'entrera  pas  dans  fx ,  que  cette  quan- 
tité sera  Tune  des  deux  limites  ^  ou  a  ,  et  que  ces 
deux  limites  ne  dépendront  pas  l'une  de  l'autre  , 
cette  expression  se  réduira  à 

r>b  rb 

d .  /     fxdx  d.   I    fxdx 

ce  qui  est,  d'ailleurs,  évident  en  soi-même. 

Des  remarques  semblables  s'appliqueront  aux  inté- 
grales multiples  ,  dont  les  coefficiens  différentiels  par 
rapport  à  une  quantité  qu'on  a  d'abord  regardée 
comme  constante  ,  s'obtiendront  aussi  en  différen- 
tiant  sous  les  signes  d'intégration  ,  et  en  ajoutant  au 
résultat  des  termes  dépendans  des  variations  des 
limites,  quand  elles  dépendront  de  cette  quantité 
devenue  variable. 

i5.  Le  calcul  intégral  fournit  des  règles  pour  dé- 
terminer exactement  ou  par  approximation ,  les  va- 
leurs numériques  des  intégrales  définies ,  simples 
ou  multiples  ;  en  sorte  qu'un  problème  est  censé 
résolu ,  lorsqu'on  est  parvenu  à  exprimer  les  incon- 
nues par  des  intégrales  de  cette  nature.  On  dit  alors 
que  le  problème  est  réduit  aux  quadratures ,  parce 
que,  d'une  part,  une  intégrale  multiple  n'est  autre 

chose  qu'une  intégrale  simple  plusieurs  fois  répétée , 

/h 
fxdx  peut 

toujours  être  représentée   par  le  carré,  égal  a  l'aire 
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d'une  courbe  plane,  dans  laquelle  x  etfx  sont  les 
coordonnées  d'un  point  quelconque ,  et  a  et  b  les 
abscisses  des  points  extrêmes. 

Parmi  les  différentes  formules  dont  on  fait  usage 
pour  calculer  les  valeurs  approchées  de  cette  intégrale 

/  fxdx9  nous  citerons  la  suivante,  qui  suppose  que 

les  fonctions  fx  et  -j—  ne  deviennent  point  infinies 

entre  les  limites  a  et  b. 

Conservons  toutes  les  notations  précédentes,  et 
faisons  de  plus 

ffP^-  -ff  J^  4  '//  4- 

W  —  J  x  >     "TËF  =  J  œ>     etc* 

Supposons  que  les  différences  J\,  J\,  d^,  etc.,  ne 
sont  pas  infiniment  petites ,  mais  seulement  très  pe- 
tites; prenons-les  égales,  et  représentons  par  cHeur 
grandeur  commune.  Nous  aurons,  d'après  le  théorème 
de  Taylor, 

F  (A  +  2J)  =F(*  +  J)  +  if  {a  +  £)+{  ï*f{a  -f  *)/+  etc., 
F  (a  -f  U)  =  F  (a  +2J)  +  if  (a  +2^)4-  \$ftp  4  ol)  -f  etc. , 

F(a-f^)  =F(a  +  n<ls-J)  +  jfça+nf—à) 

+  i^/'(«  -f-^-^)-f-  etc. 

Donc,  en  supposant  n§  ■=  b  —  a,  et  faisant  la 
somme  de  ces  équations,  on  aura 

Yb  —  Ya  —  £2f(a  +  U)  + 1  <f  32/7  (a  +  i£) 

4-icT32//(«+^)+etc.; 

ft*  étant  un  nombre  entier  ou  zéro ,  et  les  caractéristi- 
ques 2  indiquant  des  sommes  qui  s'étendent  aux  n 


INTRODUCTION.  23 

valeurs  de  i  comprises  depuis  i=  o  jusqu'à  i=zn> — i . 
En  prenant  successivement/r  et  f'x^  fx  elf'x,  etc., 
au  lieu  de  Fx  etfx,  on  aura  de  même 

fb—fa  ~  f2f(a+it?)  +  if*2f'(a  +  i£)  +  etc. , 

fb—fa=  f2f'(a+  i/)  +  etc., 

etc. 

Cela  posé,  si  l'on  veut  négliger  les  puissances  de  cT 
supérieures  au  carré  dans  la  valeur  de  Fb  —  Fa,  on 
pourra  prendre,  d'après  les  dernières  équations, 

&>%/'  (a  +  if)  =  iS(fb  -fa)  -  $Mfb  -fa) , 
y  Vf"  (a  +  if)  =  |  f  (fb  -fa) , 

pour  les  valeurs  de  ses  deux  derniers  termes.  Sa  va- 
leur entière  deviendra  donc 

Fb—Fa  =  £2/ (a  +  i£)  +±f(fb  —fa) 

-■h^(fb-fa), 

ou ,  ce  qui  est  la  même  chose , 

Jjxdx  =  £  [\fa  +f{a  +  J)  +j(a  +  i£) . . . 
. . .  .+/(*+  *«f  -  i)  +  ifb]  -Ti^(fb  -fa). 

Cette  formule  sera  d'autant  plus  exacte,  que  la  diffé- 
rence cP,  ou  -(b —  a),  sera  plus  petite,  et  que  les 

valeurs  de  fx  varieront  moins  rapidement  entre  les 
limites  a  et  b.  Le  plus  souvent  on  pourra  négliger  le 
terme  dépendant  de  cT2;  la  formule  ne  renfermera 
alors  que  des  valeurs  de  fx  qui  pourront  être  don- 
nées en  nombres ,  sans  que  la  forme  de  cette  fonction 
soit  connue. 

16.  Dans  la  théorie  des  infiniment  petits,  on  con« 
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sidère  les  courbes  comme  des  polygones  d'un  nombre 
infini  de  côtés  infiniment  petits.  Cela  suppose  que  la 
corde  d'un  arc  infiniment  petit  est  égale  à  cet  arc,  ou 
que  le  rapport  de  leurs  longueurs  peut  être  pris  pour 
l'unité;  c'est  effectivement  ce  que  l'on  "peut  démon- 
trer de  la  manière  suivante. 

Soit  Mmm'W  (fig.  3)  un  arc  de  courbe  infiniment 
petit  ;  tirons  les  cordes  Mm ,  mm! ,  mfMf,  et  prolon- 
geons la  troisième,  jusqu'à  ce  qu'elle  rencontre  le  pro- 
longement MT  de  la  première,  en  un  point  K.  L'arc 
mm!  est  plus  grand  que  la  corde  mm! ,  et  moindre  que 
la  ligne  brisée  mKm' ;  il  suffira  donc  de  prouver  que 
cette  ligne  et  cette  corde,  infiniment  petites,  ne  dif- 
fèrent que  d'un  infiniment  petit  d'un  ordre  supérieur, 
et  que  l'on  peut  prendre  le  rapport  de  l'une  à  l'autre 
pour  l'unité  :  cela  sera  vrai,  à  fortiori,  à  l'égard  de 
l'arc  mrri  et  de  sa  corde. 

Or,  s'il  n'y  a  dans  l'étendue  de  l'arc  Mmm'W  aucun 
point  singulier  où  la  direction  de  la  courbe  change 
brusquement,  les  cordes  qui  vont  d'un  de  ses  points 
à  un  autre  comprendront  des  angles  infiniment  peu 
différens  de  deux  droits.  L'angle  TKM',  supplément 
de  MKM',  sera  donc  infiniment  petit  ;  je  le  désignerai 
par  cT  ;  et  en  faisant ,  en  outre , 

7?zK  =  a  ,     772'R  =  b ,     mm!  =  c , 
on  aura ,  dans  le  triangle  m\i.rri,  l'équation 

cft  =  <2a  +  b*  +  ?>ab  cos  $ , 
que  l'on  peut  changer  en  celle-ci  : 

c*  —  (a  +  by  —  4<ib  sin9 1  cT , 
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en  observant  que 

cos  cT  =  i  —  2  sin2  i  cT. 
Nous  aurons  donc 

pour  le  carre  du  rapport  de  la  corde  mm'  à  la  ligue 
brisée  mKmf.  On  a  d'ailleurs 

ce  qui  prouve  que  le  coefficient  de  sina  |  cT  ne  peut 
pas  devenir  infini ,  puisqu'il  est  toujours  moindre 
que  l'unité.  En  négligeant  l'infiniment  petit  du  se- 
cond ordre,  on  aura  donc  l'unité  pour  le  rapport  de 
c  à  a  -f-  b  ;  ce  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

17.  Une  courbe  étant  considérée  comme  un  poly- 
gone infinitésimal,  les  tangentes  seront  les  prolonge- 
mens  de  ses  côtés  infiniment  petits;  au  point  M,  où 
le  côté  est  Mm,  la  tangente  sera  la  droite  indéfinie 
T'M/rcT. 

Si  Ton  désigne  par  x ,  y,  z,  les  trois  coordonnées 
rectangulaires  du  point  M,  celles  du  point  m  seront 
x  +  dx ,  y  -f-  dy,  z  +  dz.  En  appelant  ds  l'élément 
de  la  courbe,  c'est-à-dire,  son  côté  Mm,  les  différen- 
tielles dx,  dj,  dz ,  seront  ses  projections  sur  les  axes 
des  x,  y,  z;  par  conséquent,  si  l'on  représente  par 
a,  6,  y,  les  trois  angles  que  fait  la  direction  de  la 
droite  MT  avec  des  parallèles  à  ces  axes,  menées  par 
le  point  M,  on  aura 

dx  *»         dr  dz         ,    * 
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et  en  même  temps 

dx*  +  dj%  -f-  dz*  =  ds*. 

En  prenant,  sur  la  courbe  que  Ton  considère,  un 
point  fixe  C,  et  supposant  que  s  soit  Tare  CM  compté 
de  cette  origine,  cet  arc  pourra  être  la  variable  indé- 
pendante ,  dont  x,y,z,  seront  des  fonctions  données 
par  les  équations  de  la  courbe.  Dans  ce  cas,  ds  sera 
positif  ^  mais  doc ,  dj,  dz,  et  par  suite  cos  et ,  cos  6 , 
cos  y ,  pourront  être  positifs  ou  négatifs.  Les  angles 
a,  ë,  y,  se  rapporteront  toujours  au  prolongement 
mT  du  côté  Mrn ,  ou  à  la  partie  MmT  de  la  tangente  ; 
les  angles  relatifs  à  l'autre  partie  MT'  seront  les  sup- 
plémens  de  cty  S,  y,  (n°  7). 

La  direction  de  la  tangente  au  point  M  étant  dé- 
terminée par  les  équations  (1),  on  en  peut  conclure 
l'équation  du  plannormal  en  ce  même  point  ;  mais  on 
obtient  directement  cette  équation  par  la  considéra- 
tion suivante. 

Soit  k  le  rayon  d'une  sphère  qui  a  son  centre  au 
point  M  •  son  équation  sera 

[oc' — ocy  +  (/ —jy  +  #  -  *y  =  **  ; 

&[f  jf,  z' ,  désignant  les  coordonnées  courantes.  L'équa- 
tion de  la  sphère  du  même  rayon,  qui  a  son  centre 
au  point  m,  se  déduira  de  celle-là,  en  y  mettant 
x  +  dx,  J+dj,  z-\-dz,  à  la  place  de  x,y,  z;  en 
retranchant  ces  équations  l'une  de  l'autre ,  et  négli- 
geant les  infiniment  petits  du  second  ordre,  il 
vient 
{x'  —  «xN  dx  +  (f  —  y)  dj  +  {£  —  z)dz~o  ; 
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équation  qui  appartiendra  à  l'intersection  des  deux 
surfaces  sphériques.  Comme  elle  est  l'équation  d'un 
plan  dont  x',yr,  z' 9  sont  les  coordonnées  courantes, 
ce  sera  celle  du  plan  de  cette  courbe,  et,  par  consé- 
quent ,  l'équation  demandée  du  plan  normal ,  puis- 
que les  deux  sphères  se  coupent  suivant  un  cercle 
perpendiculaire  à  la  droite  TT'  qui  passe  par  leurs 
centres  M  et  m. 

En  la  divisant  par  ds,  et  ayant  égard  aux  for- 
mules (1),  cette  équation  devient 

{x' —  x)  cos  et  +  (  jf  — j)  cos  £  -f-  (zr —  z)  cos  y  =  o. 

Si  donc 

a{pc}  —  x)  -f-  b  (y  —  y)  +  c{z'  —  z)  ==  o 

représente  l'équation  d'un  plan  mené  par  le  point 
dont  les  coordonnées  sont  X,  y,  zf  et  perpendicu- 
laire à  la  droite  dont  la  direction  est  déterminée  par 
les  angles  et,  ê,  y,  il  faudra  qu'elle  s'accorde  avec  la 
précédente  ;  ce  qui  exigera  qu'on  ait 

a  =  h  cos  et ,     b  =  h  cos  Q  7     c  =  h  cos  y , 

h  étant  un  facteur  indéterminé.  En  vertu  de  l'équa- 
tion (1)  du  n°  6,  on  en  conclura  d'ailleurs 

ce  qui  fait  connaître  la  valeur  de  h,  abstraction  faite 
du  signe.  On  aura  ensuite 


b 
cos  et 


a  p         o  c         ,   x 

=  l,     cosS^,     cosy—p     (2) 

ce  qui  coïncide  avec  les  formules  connues  d'après 
lesquelles  on  détermine  la  direction  de  la  perpencli- 
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eulaire  à  un  plan  donné.  Le  signe  de  h  reste  indéter^ 
miné,  parce  que  les  angles  cl  ,  €,  y,  peuvent  se  rap- 
porter à  l'une  ou  à  l'autre  des  parties  de  cette  droite 
qui  sont  situées  des  deux  côtés  du  plan. 

18.  On  appelle  angle  de  contingence  l'angle  infi- 
niment petit  compris  entre  deux  tangentes  consécu- 
tives. Ainsi  Mm  et  mm'  (fïg.  4)?  étant  deux  côtés 
consécutifs  de  la  courbe,  cet  angle,  au  point  M,  est 
le  supplément  de  Mmnï ,  ou  l'angle  Tjnt,  sous  le- 
quel la  tangente  MmT  est  coupée  par  la  tangente 
suivante  mm' t.  Je  le  représenterai  par  S";  en  suppo- 
sant que  les  angles  cl  ,  £,  y,  se  rapportent  toujours  à  la 
direction  de  MT,  et  désignant  par  cl'  ,  ë',  y',  ce  qu'ils 
deviennent  relativement  à  la  direction  de  mt,  on  aura, 
en  vertu  de  l'équation  (2)  du  n°  g, 

sin>cfN=i  —  (cosacosa'  +  cosêcos^+cos^cosy)3, 

D'après  le  théorème  de  Taylor,  on  aura  aussi 

cos  a'  =  cosa+  d.  cos  a.  +  ^Ja.cos#  +  etc.T 
cos  €'  =  cos  £+  d.  cos  £  +  £  d2 .  cos  £  +  etc. , 
cos  y/ z=cosy-}-d.cosy-{-  ±d*.  cos  y -{-etc. 

0r9  si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  celles  de  sinâ  J\ 
et  qu'on  ait  égard  à  l'équation 

cos2  cl  +  cosa  £  +  cos*  y  =  1 , 

et  à  sa  différentielle 

cos  ctc?.cos#+cos£  d.cosë  -f-cos^/  d.cosy  =  0, 

on  voit  que  les  quantités  finies  et  les  infiniment  pe- 
tits du  premier  ordre  se  détruisent;  en  sorte  qu'en 
négligeant  les  infiniment  petits  des  ordres  supérieurs 
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au  second,  il  vient 

sinaJN= — (cosa^cosa+cos&ia.cos£+cos^<ia.cos^). 

En  différentiant  l'équation  précédente,  on  a,  d'ail- 
leurs, 

ces  a  d* .  cos  et  -f-  cos  S  d2 .  cos  £  -f-  cos  y  d2 .  cos  y 
+  (d.cos  et)0,  +  (d.  cos  £)a  +  [d.  cos  ^)a  =  o  ; 

ce  qui  change  la  valeur  de  sina  S*  en  celle-ci  : 

sina  £  =  (d.  cos  a)a  +  (d.  cos  S )a  -j-  (d.  cos 7)* , 

laquelle  sera  aussi  la  valeur  de  cTa,  à  cause  que  l'arc 
infiniment  petit  <P  est  égal  à  son  sinus. 

Les  différentielles  de  cos  a,  cos£,  cos  y,  se  dédui- 
ront des  formules  (1)  du  numéro  précédent.  En  ne 
spécifiant  pas  la  variable  indépendante,,  on  aura 

j                   ds~d2x  —  dxdsdQs 
a .  cos  a  = —, ; 

ds6  7 

et  comme  on  a 

ds*  ==:  dx2  +  dy2  +  dz% 
dsd2s  =  dxd2x  +  dydy  +  dzd2z , 

il  en  résultera 

dv  d? 

d.cosctz=~-3  (dyd*x  —  dxdy)  -+■  —  [dzd2x — dxd2z); 
on  aura  de  même 

d .  cos  £  =  -7- $  (dxdy  —  dyd2x)  +  ^  (dzcfry — dyd2z)? 

.  J .  cos  y  =  -j-6  (dxd2z — dzd*x)  -f-  -p,  (dyd2z — dzdy)  ; 

or,  en  faisant  la  somme  des  carrés  de  ces  trois  va- 
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leurs,  on  trouve,  après  quelques  réductions,  que 
l'expression  de  sina  £  ou  de  cT%  peut  se  mettre  sous 
la  forme 

<fa=  -J-j  [  (dxdy  —  dyd*xy  +  {dzd*x  —  dxd*z)* 

+  (djd*z  —  dzdyy] . 

Le  cercle  oscillateur  est  celui  qui  a  deux  côtés  con- 
sécutifs communs  avec  la  courbe.  Au  point  M ,  ce 
cercle  est  donc  celui  qui  passe  par  les  trois  points 
M,  m,  ni ',  dont  le  centre  se  trouve  à  l'intersection  0 
des  deux  perpendiculaires  élevées  sur  les  milieux  de 
Mjji  et  iniri  dans  le  plan  de  ces  deux  élémens  consé- 
cutifs, et  qui  a  pour  rayon  la  droite  MO.  Si  ces  deux 
élémens  sont  supposés  égaux,  cette  droite  divisera 
3 'angle  Mmm'  en  deux  parties  égales  :  nous  ferons 
cette  hypothèse  sans  craindre  d'altérer  la  valeur  de 
MO  ;  car  il  est  aisé  de  voir  que  le  rapport  numérique 
des  deux  côtés  infiniment  petits  Mm  et  mm'  n'influe 
que  d'une  quantité  infiniment  petite  sur  la  grandeur 
de  ce  rayon  qui  est,  par  conséquent,  la  même,  soit 
qu'on  prenne  ces  deux  côtés  consécutifs  égaux ,  ou 
qu'ils  soient  inégaux. 

La  longueur  des  côtés  Mm  étant  ds ,  et  en  repré-* 
sentant  par  p  celle  de  772O,  la  projection  de  p  sur  Mm 
sera  \ds;  en  sorte  que  l'on  aura 

\  ds-=  f  cos  M7?z0  • 

et  puisque  cet  angle  MmO  est  la  moitié  du  supplément 
de  çT  ou  égal  à  \  7T  —  \  cT ,  il  en  résultera 

en  prenant  l'arc  -J"  à  la  place  de  son  sinus. 
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Cela  étant,  si  le  rayon  de  courbure  f  était  connu 
d'une  autre  manière,  on  aurait 

pour  la  valeur  de  l'angle  de  contingence  ;  et  récipro- 
quement, d'après  la  valeur  précédente  de  cT%  celle 
de  /  sera 

ds3 

?  —■ ~  • 

[_{dxdy—dydixy+  (dzd'x  —  dxdkz)*+  (djd'z  —  dzdyyy 

19.  Pour  achever  de  connaître  la  nature  intime  de 
la  courbe  au  point  quelconque  M,  il  faut  encore  dé- 
terminer son  plan  osculateur,  c'est-à-dire  le  plan  des 
deux  côtés  consécutifs  Mm  et  mm'. 

Ce  plan  passant  par  le  point  M,  on  pourra  repré- 
senter son  équation  par 

A  (ce'—  X)  +  B  (f—j)  +  C  (/—*)  =  o  ; 

x',  y',  z' ,  étant  les  coordonnées  courantes.  A  cause 
qu'il  doit  aussi  passer  par  les  points  m  et  m' ,  les  différen- 
tielles première  et  seconde  de  cette  équation,  savoir  : 

Adx'  +  Bdy'  +  Cdz'  =  o, 
Ad*x'-\-  Bdy+  Cd*z'=  o , 

devront  être  satisfaites  comme  l'équation  même,  en 
y  faisant  x'=x,  y'  —y ,  z'  =  z;  en  sorte  que  l'on 
aura 

Adx  -f-  Bdy  -J-  Cdz  =  o , 

kd*x+  Bdy  +  C  d*z—  o . 

Les  valeurs  de  A,  B,  C,  qui  remplissent  ces  deux 
conditions  sont ,  comme  il  est  aisé  de  le  vérifier, 
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C  =  D  (dxdy —  dyd*x) , 
B  =  D  (dzd*x —  dxd*z) , 
A=  D  (dyd2z  —  dzdy)  ; 

D  étant  un  facteur  indéterminé.  En  les  substituant 
dans  l'équation  du  plan  oscillateur,  et  supprimant  ce 
facteur  commun  à  tous  ses  termes _,  elle  devient 

[z — z)  (dxdy — djd%x)  +  {y1 — y)  {dzd*x — dxd*z) 
-j-  {x'  —  x)  (dyd*z — dzdy)  =  o. 

Si  l'on  appelle  A,  ,u;  v ,  les  angles  que  fait  la  nor- 
male au  plan  osculateur,  avec  des  parallèles  aux  axes 
des  x,  y 9  z,  menées  par  le  point  M,  on  aura,  d'après 
les  équations  (2)  du  n°  17, 

cos  X  =  y  (dyd*z  —  dzdy) , 

cos  fA  =  v  (dzd*x  —  dxdaz) ,   >     (5) 

cos  v  =  r(dxdy —  dyd*x), 

en  désignant  par  h%  la  somme  des  carrés  des  trois  nu- 
mérateurs. 

On  déterminera  aussi  l'angle  infiniment  petit  com- 
pris entre  deux  normales  consécutives,  et  qui  sera 
l'angle  de  deux  plans  osculateurs  consécutifs  ,  comme 
on  a  déterminé  tout  à  l'heure  l'angle  de  deux  tan- 
gentes. En  le  désignant  par  s,  on  aura,  par  un  calcul 
semblable  à  celui  du  numéro  précédent , 

&*  =  {d. cos  A)a-f-  {d,  cos  f^y  +  (d.  cos  y)a. 

20.  Le  centre  de  courbure  0  se  trouve  à  la  fois  sur 
le  plan  oscillateur  et  sur  l'intersection  des  deux  plans 
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normaux  consécutifs;  ce  qui  fournit  le  moyen  de  dé- 
terminer ses  coordonnées  d'après  les  équations  de  ces 
trois  plans,  qui  sont  maintenant  connues. 

L'équation  du  pian  normal  en  M  étant  (n°  17) 

(x' —  x)dx  -+-{yf — j)dy  -\-{z —  z)dzz=o, 

celle  du  plan  consécutif  s'en  déduira  en  y  mettant 
x  +  dx y  y  +  djr9  z-\-  dz,  au  lieu  de  x ,  y ,  z;  par 
conséquent,  la  différentielle  de  l'équation  du  premier 
de  ces  deux  plans,  prise  par  rapport  à  x,y,  z,  savoir  : 

{x'  —  x)  d*x  -f-  (y  — y)  dy  -j-  (z'  —  z)  d*z  =  d$* , 

appartiendra  à  leur  intersection. 
On  tire  de  ces  deux  équations 

{x'  —  x)  (dxdy  —  dyd2x)  rrr  (z'  —  z)  (djd'z  —  dzdy)  —  ds°dy , 
{j'—f)  {<tyd*x  — dxdy)  ==  (z  —  z)  (dxd'z  —  dzd'x)  —  ds%dx  ; 

et  au  moyen  de  l'équation  du  plan  osculateur,  on  en 
conclut 

*~z  =  ^[dy(dyd*z—dzdy) 

—  dx  {dzd*x  —  dxd2z)  ] , 

en  désignant,  pour  abréger,  par  p  la  même  exprès- 
sion  que  dans  le  n°  18.  On  aura  de  même 

fl2 

yf  — -  y  =  -jj  [dx  [dxdy  —  dyd*x) 

—  dz  (dyd*z  —  dzdy)  ] , 
x?  —  x = -jj  [  dz  (dzd*x  —  dxd*z) 

—  dy  (dxdy  —  dyd2x)  ]  ; 

ce  qui  fait  connaître  les  trois  coordonnées  x',  y'9  z',  du 
centre  de  courbure  0,  et,  par  conséquent  ?  le  sens 
1.  3 
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de  la  courbure  dont  le  rayon  osculateur  ne  détermine 

que  la  grandeur. 

En  ajoutant  les  carrés  de  ces  valeurs  de  x'—  x, 
yf — y,  z' — z9  et  réduisant,  on  a 

.  (a?'  —  ^)aH-(j'— j)a  +  (*'—  z)*  =  p*; 

d'où  il  résulte  que  la  quantité  p  est  la  distance  du 
point  0  au  point  M,  ou  le  rayon  de  courbure  MO, 
comme  on  le  savait  déjà. 

2 1 .  Les  formules  des  cinq  numéros  précédens  ren- 
ferment tout  ce  qui  est  relatif  à  la  direction  et  à  la 
courbure  d'une  ligne  quelconque,  plane  ou  à  double 
courbure.  Relativement  à  une  surface  quelconque, 
on  a  aussi  à  considérer  la  courbure  et  la  direction  de 
son  plan  tangent;  quant  à  sa  courbure,  je  renverrai 
au  Mémoire  que  j'ai  inséré  sur  ce  sujet  dans  le  21e  ca- 
hier du  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique,  et  je  ne 
m'occuperai  ici  que  de  ce  qui  concerne  le  plan  tangent 
et  la  normale. 

En  un  point  M,  dont  les  coordonnées  sont  x9y9  z , 
l'équation  du  plan  tangent  peut  être  représentée  par 

A(* '  —  x)  +  B(  f  —y)  +  CO'  —  z)  =  o  ; 

xf9y'9  z' ,  étant  les  coordonnées  courantes.  Ce  plan 
devra  aussi  passer  partout  autre  point  M' de  la  surface, 
infiniment  voisin  de  M;  il  faudra  donc  qu'on  satis- 
fasse à  cette  équation,  au  moyen  de  x'  —  x-j-dx, 
yf  z=y-\-dy ,  z'  =  z~i~dz9  ou  à  sa  différentielle  re- 
lative à  x' ,  y' 9  z  y  en  y  mettant  x9y9.z9  à  la  place 
de  ces  variables.  Par  conséquent,  on  aura 

Adx  -\-Bdy  -\-  Cdz  =  o. 
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L'équation  de  la  surface  donnera 

dz  zrzpdoc  +  qdj  ; 

p  et  q  désignant  des  fonctions  connues  de  x,  y,  z. 
L'équation  précédente  devient  donc 

(A  -h  pC)dx  +  (B  +  qC)dj  =  o; 

et  comme  elle  doit  subsister  pour  toutes  les  directions 
de  la  droite  MM',  c'est-à-dire  ,  pour  tous  les  rapports 
qu'on  peut  établir  entre  dx  et  dy,  il  faudra  égaler 
séparément  à  zéro  les  coeiïiciens  de  ces  différentielles  ; 
d'où  il  résultera 

A+pC  =  o,     B  +  t7C  =  o. 

Je  tire  de  là  les  valeurs  de  À  et  B,  je  les  substitue 
dans  l'équation  du  plan  tangent,  et  je  supprime  le 
facteur  commun  C  ;  il  vient 

z'  —  z  —  p{ocf  —  oc)  —  qÇy'  — y)  =  o.  ■ 

Si  a,  b ,  c ,  sont  les  angles  que  fait  la  normale  au 
point  M,  avec  les  prolongemens  des  coordonnées  «r, 
y,  z,  on  aura,  d'après  les  équations  (2)  du  n°  17  , 

P 


cos  a 


*+P*  +  ?' 


cos  b  =  —        —  q       _  ,   \     (4) 


cos  c 


Le  radical  sera  positif  ou  négatif  dans  ces  trois  for- 
mules, selon  que  la  partie  de  la  normale  qu'on 
voudra  considérer  fera  un  angle  c  aigu  ou  obtus 

3.. 
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avec  la  droite  menée  par  le  point  M  •  suivant  la  direc- 
tion des  z  positives. 

En  appelant  co  lelément  de  la  surface  dont  la  pro- 
jection sur  le  plan  des  x  et  y  est  dxdy,  on  aura 

dxdy  ==  ±  où  cos  c  , 

selon  que  c  sera  aigu  ou  obtus;  car  cet  élément  infi- 
niment petit  en  tous  sens,  est  compris  dans  le  plan 
tangent  dont  l'inclinaison  sur  le  plan  des  x  et  y  est 
l'angle  c  ou  son  supplément  ;  et  le  théorème  du  n°  10 
convient  également  à  la  projection  d'une  surface 
plane  infiniment  petite.  D'après  cela  on  aura 


œ  ==  dxdy  V  i  +  p%  +  #a  ? 

en  regardant  toujours  le  radical  comme  une  quan- 
tité positive. 

Soit  L  une  fonction  donnée  de  x ,  y,  z;    repré- 
sentons par 

'équation  de  la  surface  que  l'on  considère  ;  en  la  àiî~ 
férentiant  successivement  par  rapport  à  x  et  à  y,  on 
aura 

dh  dh  dh  dh  _ 

dx        \  dz  '       dj        ■*  dz  " 

Je  tire  de  là  les  valeurs  de  p  et  q,  et  je  les  substitue 
dans  l'équation  du  plan  tangent  qui  prend  la  forme 

{x'  -  oc)  fx  +{f-r)  §  +  (z'-z)fz=  o. 
En  même  temps ,  les  formules  (4)  deviennent 

eds  a  =  V  -r-J  ,  cos  h  =  V  ~r~  >  cos  c  =  V  — '  »     (5) 
dx  7  dr  dz         v  r 
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eq  faisant,  pour  abréger, 

22.  Je  placerai  ici  une  remarque  qui  sera  utiie 
pour  vérifier  ou  déduire  les  unes  des  autres  les  for- 
mules analogues  qui  répondent  à  différens  axes. 

Supposons  que  dans  une  question  tout  soit  sem- 
blable à  l'égard  des  trois  axes  des  coordonnées  x , 
r,  z.  Si  l'on  a  une  équation  Xs=o,  relative  à  l'axe 
des  x,  il  en  existera  une  semblable  Y=o,  qui  ré- 
pondra à  l'axe  desj",  et  une  troisième  Z=o,  relative 
à  l'axe  des  z;  et  ces  deux  autres  équations  Y  =  o 
et  Z  =  o,  se  déduiront  de  X  =  o  ,  par  de  simples 
changement  de  lettres,  Or  ,  voici  comment  ces  per- 
mutations devront  s'effectuer. 

On  mettra  dans  X  toutes  les  quantités  relatives  à 
l'axe  des  x  ,  à  la  place  des  quantités  analogues  qui 
répondent  à  Taxe  des  jr,  puis  celles-ci  à  la  place  de 
celles  qui  répondent  à  Taxe  des  z ,  et ,  enfin  ,  ces 
dernières  quantités  à  la  place  des  premières  ,  qui  ré- 
pondaient à  l'axe  des  x.  Par  cette  permutation 
tournante  ;  on  déduira  Z  de  X;  par  une  seconde 
permutation  de  la  même  nature ,  effectuée  sur  Z  , 
on  obtiendra  Y;  et  par  une  troisième  permutation 
tournante,  effectuée  sur  Y,  on  retrouverait  X. 

S'il  s'agit,  par  exemple,  des  équations  (5) 'du 
n°  19,  dont  la  première  répond  à  l'axe  des  x,  la 
seconde  à  l'axe  des  y,  et  la  troisième  à  l'axe  des  z , 
j'écrirai  sur  une  même  ligne,  mais  en  deux  parties, 
les  coordonnées  x,  y,  z,  et  les  angles  h,  p ,  v ,  qui 
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leur  correspondent  respectivement;  puis,  sur  une  se- 
conde ligne,  je  disposerai  ces  six  quantités  ,  aussi  en 
deux  parties,  et  dans  un  ordre  différent,  de  sorte 
qu'on  ait 

*>  J>  z>  A>  A*>   v  '> 

z,  x,  J,  v ,  A  ,   #, 

Cela  fait,  je  remplacerai  dans  la  première  équa- 
tion (3),  chacune  des  quantités  de  la  ligne  supé- 
rieure par  la  quantité  correspondante  de  la  ligne  in- 
férieure ;  par  cette  permutation ,  h  ne  changera  pas , 
et  l'on  obtiendra  la  troisième  équation  (3).  Je  met- 
trai de  nouveau,  dans  celle-ci,  les  quantités  de  la  ligne 
inférieure  à  la  place  de  celles  qui  leur  correspondent 
dans  la  ligne  supérieure  ;  ce  qui  donnera  la  seconde 
équation  (3);  et  en  opérant  de  même  sur  cette  équa- 
tion ,  on  retrouvera  la  première  équation  (5) ,  d'où 
l'on  est  parti. 

Chacune  de  ces  opérations  revient  à  un  change- 
ment d'axes  des  coordonnées,  dans  lequel  on  fait 
d'abord  tourner  les  axes  des  x  et  des  y  dans  leur 
plan  ,  de  manière  que  l'axe  des  x  positives  vienne 
tomber  sur  l'axe  des  y  positives,  puis  celui-ci  sur 
Taxe  des  x  négatives  ;  et  où  Ton  fait  tourner  ensuite 
cet  axe  des  y  positives,  ainsi  déplacé,  et  l'axe  des  z 
positives ,  de  manière  que  le  premier  vienne  tomber 
sur  l'axe  des  z  positives,  puis  celui-ci  sur  l'axe  pri- 
mitif des  x  positives  ;  en  sorte  que ,  finalement , 
chaque  axe  des  coordonnées  positives  ait  pris  la  place 
d'un  autre  axe  des  coordonnées  positives.  C'est  pour 
cela  que  les   équations  relatives  aux  trois  axes  des 
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coordonnées  se  déduisent  l'une  de  l'autre  par  de  sim- 
ples permutations  de  lettres ,  et  sans  aucun  change- 
ment de  signe  ;  ce  qui  n'aurait  pas  lieu  si  l'on  ne  per- 
mutait pas  simultanément  les  trois  coordonnées  et 
les  quantités  qui  s'y  rapportent  de  la  manière  qu'on 
vient  d'indiquer. 

2  3.  Voici  encore  une  observation  générale  ,,  par 
laquelle  je  terminerai  cette  introduction. 

Les  équations  que  nous  aurons  à  considérer  renfer- 
meront des  nombres  abstraits,  tels  que  le  nombre  77, 
les  logarithmes,  les  lignes  trigonométriques,  etc.  ;  elles 
contiendront,  en  outre,  d'autres  quantités  de  diverses 
natures,  qui  y  seront  aussi  représentées  par  des  nom- 
bres exprimant  leurs  rapports  à  des  unités  choisies  ar- 
bitrairement, pourvu  que  chaque  unité  soit  la  même 
pour  toutes  les  quantités  d'une  même  espèce.  Or,  en 
changeant  la  grandeur  d'une  ou  de  plusieurs  unités, 
les  nombres  qui  expriment  les  quantités  correspon- 
dantes, varieront  en  raison  inverse  de  cette  grandeur: 
et,  malgré  ce  changement,  tout-à-fait  arbitraire ,  les 
équations  qui  les  renferment  devront  encore  subsister. 
Il  faudra,  pour  cela,  que  leur  forme  remplisse  cer- 
taines conditions ,  faciles  à  vérifier  dans  chaque  cas 
particulier,  et  qu'on  appelle,  dans  l'acception  la  plus 
étendue ,   les  conditions  de  Y  homogénéité  des  quan- 
tités. Toute  équation  qui  n'y  satisfera  pas  sera,  par 
cela  seul,  inexacte,  et  devra  être  rejetée. 

Ainsi,  en  indiquant  par  F  une  fonction  donnée, 
supposons  qu'on  ait 

F(/,/',.  .  .  I,  V4  .. .  m,  m!9  ,  .  .  t,  t',  .  ,  .)  =  o;(^) 
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j ,f , . . .  désignant  des  forces,  l,  V,...  des  lignes, .  .  , 
m,  m',..  .  des  masses,  t,  t',..,  des  temps.  Si  l'on  re- 
présente par  n,  n! ,  ntf ,  n"' ,  des  nombres  abstraits,  et 
que  l'on  diminue  à  la  fois  l'unité  de  force  dans  le  rap- 
port de  un  à  n ,  l'unité  linéaire  dans  le  rapport  de 
un  à  nf,  l'unité  de  masse  dans  le  rapport  de  un  à  n", 
l'unité  de  temps  dans  le  rapport  de  un  à  n!"  9  les 
nombres  f9  f ,. ..  I,  V  ,...m,  m', ...  t ,  t' ', . . .  devien- 
dront nf,  nf, . . .  n'I,  n'I',.  .  .  n"m,  n,fm',. . .  nmt, 
nmt' , .  .  . ,  et  l'équatiqn  (a)  devra  encore  avoir  lieu  , 
c'est-à-dire ,  qu'on  devra  encore  avoir 

F(nf  nf, . . .  n'I,  n'I', . . .  n'mrfm!, . . .  n"'t,  nmt', . .  .}===o, 

quels  que  soient  n,  n',  n,  n".  Si  l'équation  (a)  ren- 
fermait des  surfaces  s,  s' , .  . .  et  des  volumes  v9  v'P. .. 
leurs  dimensions  devraient  être  rapportées  à  la  même 
unité  que  les  lignes  1,1',..»,  et  ces  quantités  s,  /.. . 
vy  v' ,..  .  deviendraient  conséquemment  n'2s,  n'*sr ,. . . 
nf3v,  7i'3v'f  , .  par  le  changement  de  cette  unité. 

L'équation  du  n°  18 ,  qui  donne  la  valeur  de  f ,  sa- 
tisfait évidemment  à  cette  condition;  car  die  ne  ren- 
ferme que  des  lignes  finies  ou  infiniment  petites 
p,  ds,  doc,  dj,  dz,  d*oc,  dy,  d*z;  et  quand  on  change 
l'unité  linéaire  et  qu'on  multiplie,  comme  on  vient 
de  le  dire,  chacune  de  ces  lignes  par  un  même 
nombre  n\  ce  nombre  disparaît  et  l'équation  n'est 
pas  changée.  Celle  du  même  numéro,  d'où  dépend  la 
valeur  de  £%,  satisfait  également  à  la  condition  de 
l'homogénéité,  en  observant  que  cTft  est  un  nombre 
abstrait  qui  ne  change  pas,  non  plus  que  cette  valeur^ 
avec  la  grandeur  de  l'unité  linéaire. 
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Il  sera  impossible  que  l'équation  (a)  ne  renferme 
qu'une    seule    quantité'  d'une    même   espèce;    lors- 
qu'elle en  contiendra  deux,  par  exemple  deux  forces 
f  et  f ,  et  qu'on  la  résoudra  par  rapport  à  l'une 
d'elles,  ce  qui  donnera 

f  =  F  (f7  l,  V, . .  .  m,  m , ...  t,  t'? .  . .  )  , 

il  faudra,  pour  l'homogénéité  des  quantités,  que/ 
soit  facteur  à  tous  les  termes  de  la  nouvelle  fonction  F, 
ou,  autrement  dit,  il  faudra  qu'on  ait 

N  étant  un  facteur  qui  ne  contiendra  aucune  quan- 
tité de  la  nature  de  f  et  f ,  et  ne  variera  plus  avec 
l'unité  de  force. 

Quelquefois  le  principe  de  l'homogénéité  des  quan- 
tités paraîtra  n'avoir  pas  lieu,  parce  qu'on  aura  pris 
pour  unité  de  force  l'une  des  forces  que  l'on  consi- 
dère dans  la  question,  ou  bien  pour  unité  linéaire 
la  distance  de  deux  des  points  matériels  dont  on  s'oc- 
cupe, ou  bien  pour  unité  de  masse  celle  de  l'un  des 
corps  du  problème,  etc.  Mais,  alors,  si  l'on  change 
arbitrairement  ces  unités,  et  que  la  force,  la  ligne, 
la  masse,  le  temps,  qu'on  avait  d'abord  pris  pour  uni- 
tés, soient  maintenant  exprimés  par  <p,  A,  pL,  9,  les 
autres  quantités  de  ces  différentes  natures  qui  entrent 

dans  l'équation  (a)  deviendront  —  ?  *~'*  ••  7?  ~ 


m     rri  t      t'  -i   /•       i        j  > 

—  ,  —  ? ...-,-,...;  il  faudra  donc  qu  on  ait 

il  fri  P        '  P 
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Tttff  l     l'  m    m'  L    _  *\— 

équation  qu'on  pourra  écrire  ainsi 

et  qui  devra  maintenant  satisfaire  à  la  condition  de 
l'homogénéité  :  F,  indique  ici  une  fonction  qui  se  dé- 
duira, dans  chaque  cas,  de  la  fonction  donnée  F. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

DE  LA  COMPOSITION  ET  DE  L'EQUILIBRE  DES  FORCES 
APPLIQUEES  A  UN  MEME  POINT. 

^4-  Lorsqu'un  point  matériel  est  soumis  à  l'action 
simultanée  de  plusieurs  forces  qui  ne  se  font  pas  équi- 
libre ,  il  se  meut  suivant  une  direction  déterminée  , 
et  l'on  peut  attribuer  le  mouvement  qu'il  prend  à 
une  force   unique    agissant  suivant  cette   direction. 
Cette  force   est  ce  qu'on   appelle  la  résultante  des 
forces  qui  ont  mis  le  mobile  en  mouvement,  et  celles- 
ci  sont  nommées  les  composantes  de  la  première.  Ap- 
pliquée en  sens  contraire  de  sa  direction,  la  résultante 
fait  équilibre  aux  composantes ,  puisqu'elle  tend  à  im- 
primer au  mobile  un  mouvement  égal  et  contraire 
à  celui  qu'il  recevrait  de  l'action  simultanée  des  com- 
posantes, et  qu'il  n'y  a  pas  de  raison,  par  conséquent, 
pour  qu'il  se  meuve  plutôt  d'un  côté  que  de  l'autre. 
Si  toutes  les  composantes  sont  dirigées  suivant  une 
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même  droite ,  et  agissent  dans  le  même  sens,  il  suit 
de  la  notion  que  nous  avons  donnée  de  la  mesure 
des  forces  fn8  5),  que  la  résultante  sera  égale  à  leur 
somme.  Si  le  mobile  est  sollicité  par  deux  forces  di- 
rectement contraires,  on  décomposera  la  plus  grande 
en  deux  autres,  dont  l'une,  égale  à  la  plus  petite, 
sera  détruite  par  celle-ci ,  et  dont  l'autre ,  égaie  à 
l'excès  de  la  plus  grande  sur  la  plus  petite,  sera  la 
résultante.  On  conclut  de  ces  deux  propositions  que 
s'il  y  a  un  nombre  quelconque  de  composantes,  di- 
rigées, en  partie  suivant  une  droite,  et  en  partie 
suivant  son  prolongement,  la  résultante  sera  égale  à  la 
somme  de  celles  qui  agissent  dans  un  même  sens , 
moins  la  somme  de  celles  qui  agissent  en  sens  contraire, 
et  qu'elle  agira  dans  le  sens  de  la  plus  grande  somme. 
Quand  les  deux  sommes  seront  égales,  la  T'ésultante 
sera  nulle,  et  les  forces  données  se  feront  équilibre. 

%5.  Il  y  a  un  autre  cas  dans  lequel  on  détermine 
aussi  très  aisément  la  grandeur  et  la  direction  de  la 
résultante. 

Soient  MA  ,  MB,  MC  (fîg.  5),  les  directions  de  trois 
forces  égales  appliquées  au  point  M;  supposons  ces 
forces  comprises  dans  un  même  plan,  et  les  trois  an- 
gles AMB,  BMC,  CM  A,  égaux  entre  eux,  ou  chacun 
à  120°  ;  le  point  M  demeurera  en  équilibre;  car  il  n'y 
aurait  pas  de  raison  pour  qu'il  sortît  du  plan  des  trois 
forces,  ni  pour  qu'il  se  mît  en  mouvement  plutôt 
dans  l'un  que  dans  l'autre  de  ces  trois  angles.  Chacune 
des  trois  forces  sera  donc  égale  et  contraire  à  la  ré- 
sultante des  deux  autres.  Or,  si  Ton  prend  sur  les  di- 
rections MA  et  MB  de  deux  d'entre  elles  des  lignes 
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«gales  MG  et  MH ,  pour  représenter  leurs  intensités , 
et  qu'on  achève  le  losange  GMHK,  la  diagonale  MK 
tombera  sur  le  prolongement  MD  de  MC;  l'angle  MGK 
sera  de  60%  comme  chacun  des  deux  autres  angles  du 
même  triangle,  qui  sera  équilatéral  ;  on  aura  donc 
MK  =  MG;  par  conséquent  la  diagonale  MK  du  lo- 
sange construit  sur  les  deux  forces  MG  et  MH  repré- 
sente, en  grandeur  et  en  direction,  la  résultante  de 
ces  deux  forces. 

Cette  proposition  est  comprise  dans  une  autre  que 
nous  allons  d'abord  démontrer  dans  le  cas  de  deux  for- 
ces égales.,  dont  les  directions  font  un  angle  quelconque, 
et  que  nous  étendrons  ensuite  à  des  forces  inégales. 

26.  La  résultante  de  deux  forces  égales  coupe  tou- 
jours en  deux  parties  égales  l'angle  compris  entre  leurs 
directions  5  car  il  n'y  aurait  pas  de  raison  pour  qu'elle 
se  rapprochât  davantage  de  l'une  de  ces  deux  forces , 
ni  pour  que  sa  direction  s'écartât  de  leur  plan  plutôt 
d'un  côté  que  de  l'autre  ;  sa  direction  est  donc  connue, 
et  nous  n'aurons  que  sa  grandeur  à  déterminer. 

Soient,  pour  y  parvenir,  MA  et  MB  (fîg.  6)  les 
directions  des  composantes  dont  la  valeur  commune 
sera  représentée  par  P.  Soient  aussi  zx  l'angle  AMB, 
et  MD  là  direction  de  îa  résultante,  de  sorte  qu'on 
ait  AMD=BMD  =  «r.  Son  intensité  ne  peut  dépendre 
que  des  quantités  P  et  oc;  en  la  désignant  donc  par  R, 
nous  aurons 

R=/(P,x). 

Dans  cette  équation  ,  R  et  P  sont  les  seules  quantités 
dont  l'expression  numérique  varie  avec  l'unité  de 
force;  d'après  le  principe  de  l'homogénéité  des  quan- 
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tités  (n°  23),  il  faut  donc  que  la  fonction  f(¥9x) 

soit  de  la  forme  ¥<px.  Ainsi  Ton  a 

R  =  P<px; 

et  la  question  se  réduit  à  déterminer  la  forme  de  la 
fonction  <p«r. 

Pour  cela,  je  mène  arbitrairement  par  le  point  M 
les  quatre  lignes  MA',  MA",  MB',  MB";  je  suppose  les 
quatre  angles  À/M  A,  A"MA,  B'MB,  B"MB,  égaux  entre 
eux,  et  je  représente  chacun  d'eux  par  z.  Je  décom- 
pose la  force  P  dirigée  suivant  MA ,  en  deux  forces 
égales  dirigées  suivant  MA'  et  MA",  c'est-à-dire  que 
je  regarde  la  force  P  comme  la  résultante  de  deux 
forces  égales  dont  la  valeur  est  inconnue  et  qui  agis- 
sent suivant  MA'  et  MA";  en  désignant  cette  valeur 
par  Q,  j'aurai 

P  =  Q<pz; 

car  il  doit  exister  entre  les  quantités  P,  Q,  z,  la  même 
relation  qu'entre  les  quantités  R  ,  P,  oc.  Je  décompose 
de  même  la  force  P  dirigée  suivant  MB,  en  deux 
forces  Q,  dirigées  suivant  MB'  et  MB";  de  cette  ma- 
nière, les  deux  forces  P  se  trouvent  remplacées  par 
les  quatre  forces  Q;  par  conséquent,  la  résultante  de 
celles-ci  devra  coïncider,  en  grandeur  et  en  direc- 
tion, avec  la  force  R,  résultante  des  deux  forces  P. 

Or,  en  appelant  Q'  la  résultante  des  deux  forces  Q, 
dirigées  suivant  MA'  et  MB',  et  observant  que 
A/MD  =  B/MD  =  ^  —  z,  cette  force  Q'  sera  dirigée 
suivant  MD,  et  l'on  aura 

Q'=Qp(*_z). 
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De  même ,  la  résultante  des  deux  autres  forces  Q  sera 
encore  dirigée  suivant  MB,  puisque  cette  droite 
coupe  aussi  l'angle  A*MB"  en  deux  parties  égales  ;  et 
à  cause  de  A'MD  =  B"MD  =  x  +  z,  on  aura 

Q°z=Qç(x  +  z); 

Q"  désignant  cette  seconde  résultante.  Les  deux  forces 
Q'  et  Q"  étant  dirigées  suivant  la  même  droite  MD, 
leur  résultante,  qui  est  aussi  celle  des  quatre  forces  Q, 
sera  donc  égale  à  leur  somme;  par  conséquent,  on 
doit  avoir 

R  =  Q'+QV> 

Mais  on  a  déjà 

R  =  P<px  =  Qpzçx  ; 

et  en  substituant  cette  valeur  de  R  et  celles  de  Q'  et 
Qr/  dans  l'équation  précédente,  et  supprimant  le  fac- 
teur Q  commun  à  tous  les  termes ,  il  vient 

<pxq>z  =  <p  (x  -f-  z)  +  ffl  (x  —  z).         (i) 

C'est  cette  équation  qui  nous  reste  à  résoudre  pour  en 
déduire  l'expression  de  <px. 

2j.  On  voit  d'abord  qu'on  y  satisfait  en  prenant 

<px  =  2  cos  ax  ; 

a  étant  une  constante  arbitraire ,  de  sorte  qu'on  ait , 
en  même  temps , 

<pz  =  2  cos  az , 
<p  (x  +  z)  =  2  cos  a(x  +  z) , 

(p  {x  — -  z)  =  2  cos  a  (x  —  z)  ; 

et,  effectivement,  si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans 
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l'équation  (i),  on  obtient  l'équation  connue 

2  cos ax  cos az  ===  cos  a (x  -f- z)  +  cos  a(x  —  z). 

Or,  je  dis  que  cette  expression  de  la  fonction  <px  est 
la  seule  qui  satisfasse  à  l'équation  (i),  et  que  de 
plus ,  dans  la  question  qui  nous  occupe ,  la  constante 
a  est  l'unité  ;  en  sorte  que  Ton  a 

q>x  =  2  cos  x.         (2) 

Cela  est  évident  quand  x  =  o  ;  car  alors  les  di- 
rections des  deux  forces  P  coïncident,  et  la  résultante 
ïl  est  égale  à  2F ,  ce  qui  suppose  (px=^2.  Admet- 
tons qu'il  y  ait  une  autre  valeur  et  de  x,  pour 
laquelle  on  ait  aussi  (pd  =  2  cos  et;  je  dis  que  l'équa- 
tion (2)  subsistera  également  pour  toutes  les  va- 
leurs 2ct,  3a,  4#3  ..,. ,  £a,  \et,  £a,... ,  de  x ,  et 
généralement  pour 

»-*»i  (5) 


m  et  ra  étant  des  nombres  entiers  quelconques. 

En  effet ,  si  l'équation  (2)  se  vérifie  pour  les  trois 
angles  x  ,  z ,  x  —  z9  de  manière  qu'on  ait 

ÇX=2COSX,    $Z==2CÔSZ,    $(x z)  =  2COs(x z)9 

elle  aura  encore  lieu  pour  un  quatrième  angle  «x  +  z; 
car,  en  vertu  de  l'équation  (1),  on  aura  alors 

<p  (x  +  z)  =  4  cos  x  cos  z  —  2  cos  (oc  —  z)  ; 
équation  qui  se  réduit  à 

<p  (x  +  2)  =  2  cos  («r  +  z). 

Ainsi  l'équation  (2)  ayant  lieu  pour  x=o  et  ocz=z  et, 
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il  s  ensuit  qu'elle  subsiste  pour  x  =  2a;  ayant  lieu 
pour  x  =  et  et  x  =  2ct>  elle  subsistera  pour  «r  =  3  et; 
et,  en  continant  de  même,  on  verra  qu'elle  aura  lieu 
pour  x  =  met. 

Je  fais  maintenant  met  =  S;  on  aura  donc 

<pë  =  2  cos  S  ; 

et  de  là  on  conclura  que  l'équation  (2)  aura  encore 
lieu  pour  x  =  £  S  ;  car  en  faisant  x  =  z  =  £  £ ,  l'é- 
quation  (1)  deviendra 

(<p  |  £)•  =  2  cos  €  -h  2  ; 

d'où  l'on  tire 

<p  |  £  =  2  cos  £  £ . 

En  faisant  ensuite  .r  =  2  =  ^  ê ,  on  aura ,  d'après 
l'équation  (1)  et  cette  dernière  , 

(<p  i  £)a  =  2  cos  j  £  -f-  2 ,    <p  |  6  =  2  cos  ^  £  ; 
€t,  en  continuant  ainsi,  l'équation  (2)  sera  démon- 
trée pour  x  =  — ^ ,  c'est-à-dire,  pour  toutes  les  va- 
leurs de  x  comprises  dans  la  formule  (3), 

Or,  les  nombres  m  et  n  étant  aussi  grands  qu'on 
voudra,  et  pouvant  même  devenir  infinis,  on  peut 
faire  croître  ces  valeurs  de  x  par  degrés  infiniment 
petits. La  formule  (5)  comprend  donc  toutes  les  valeurs 
possibles  de  l'angle  x,  et  Féquation  (2)  est  complè- 
tement démontrée,  si  toutefois  elle  est  vraie  pour 
une  valeur  particulière  x  ==  et ,  différente  de  zéro. 
Mais ,  d'après  le  théorème  du  n°  25 ,  la  résultante  R 
est  égale  à  P ,  dans  le  cas  de  x  =  6o°  ;  on  a  donc 

x'  4 
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alors 

(pJC  =:i  =  2  cos  6o°  ; 

donc  l'équation  (2)  a  lieu  pour  oc  d=  6o°,  et  consé- 
quemment  pour  toutes  les  valeurs  de  oc. 
28.  Au  moyen  de  cette  équation,  on  aura 

R  =  2P  cos  oc. 

Si  donc  la  résultante  R  et  les  deux  composantes  P 
sont  réprésentées,  comme  dans  le  n°  25,  par  des 
droites  prises  sur  leurs  directions  respectives,  à  par- 
tir de  leur  point  d'application,  la  force  R  sera  le 
double  de  la  projection  de  P  sur  sa  direction,  ou 
égale  à  la  diagonale  du  losange  construit  sur  les 
deux  forces  P. 

Soient  maintenant  deux  forces  inégales  P  et  Q  v 
appliquées  au  point  M  (  fig.  7  )  suivant  les  directions 
MA  et  MB;  représentons  leurs  intensités  par  les 
lignes  MG  et  MH,  prises  sur  leurs  directions,  et 
achevons  le  parallélogramme  MGKH  :  il  y  aura  deux 
cas  à  considérer,  le  premier  où  l'angle  AMB  sera  droit, 
le  second  où  il  sera  aigu  ou  obtus. 

Dans  le  premier  cas,  tirons  les  deux  diagonales 
MK  et  GH  qui  se  coupent  au  point  L  ;  par  les  points 
G  et  H ,  menons  les  parallèles  GN  et  HO  à  ML ,  qui 
rencontrent  en  N  et  0  la  parallèle  à  GH,  menée  par 
le  point  M.  Le  point  L  est  le  milieu  de  MK  et  de 
1jH;  et  comme,  dans  un  rectangle,  les  deux  diago- 
nales sont  égales,  il  s'ensuit  qu'on  a 

GL  =  LI1  =  LM.     ." 

Les  deux   Daralléîogrammes  GLMN  et  HLMO  sont 
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donc  des  losanges;  par  conséquent,  d'après  la  propo- 
sition précédente ,  la  force  MG  pourra  être  regardée 
comme  la  résultante  des  deux  forces  MN  et  ML,  et 
la  force  MH  comme  la  résultante  de  MO  et  ML. 
Donc,  en  substituant  aux  deux  forces  données  leurs 
composantes,  nous  aurons,  au  lieu  de  MH  et  MG  , 
les  deux  forces  MN  et  MO ,  qui  se  détruisent ,  puis- 
qu'elles sont  égaies  et  contraires,  et  les  deux  forces 
ML,  qui  s'ajoutent  et  donnent  une  résultante  repré- 
sentée en  grandeur  et  en  direction  par  la  diago- 
nale MK. 

Dans  le  second  cas,  menons  par  les  points  G  et 
H  (fig.  S)  les  perpendiculaires  GE  et  HF  à  la  diago- 
nale MK,  et  les  parallèles  GN  et  HO  à  cette  même 
droite;  par  le  point  M,  menons  aussi  la  perpendicu- 
laire NMO  à  cette  droite  MK.  lies  deux  parallélo- 
grammes GEMN  et  HFMO  seront  des  rectangles  qui 
auront  leurs  côtés  MN  et  MO  égaux,  comme  étant 
les  hauteurs  des  deux  triangles  égaux  GMK  et  HMK. 
D'après  le  premier  cas,  on  pourra  remplacer  les  forces 
MG  et  MH  par  leurs  composantes  rectangulaires  ME 
et  MN  ,  MF  et  MO  ;  au  lieu  des  deux  forces  données , 
on  aura  donc  les  deux  forces  MN  et  MO,  qui  se  dé- 
truiront ,  comme  étant  égales  et  contraires ,  et  les 
deux  forces  ME  et  MF  de  même  direction ,  qui  s'a- 
jouteront et  donneront,  à  cause  de  ME  =  FK,  une 
résultante  représentée  en  grandeur  et  en  direction 
par  la  diagonale  MK. 

Concluons  donc  que  la  résultante  de  deux  forces 
quelconques,  appliquées  en  un  même  point  et  repré- 
sentées par  des  lignes  prises  sur  leurs  directions  à 

4.. 


52  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE, 

partir  de  ce  point,  est  représentée,  en  grandeur  et 
en  direction,  par  la  diagonale  du  parallélogramme 
construit  sur  les  deux  forces  données. 

29.  Voici  les  conséquences  qui  se  déduisent  le  plus 
immédiatement  de  ce  théorème. 

On  voit  d'abord  que  toutes  les  questions  qu'on 
peut  proposer  sur  la  composition  de  deux  forces  en 
une  seule  et  sur  la  décomposition  d'une  force  en  deux 
autres,  sont  ramenées  à  la  résolution  d'un  triangle. 
En  effet ,  les  grandeurs  de  la  résultante  et  des  deux 
composantes  sont  représentées  par  les  trois  côtés 
MK,  MG ,  GK,  du  triangle  MGK;  et  les  trois  angles 
de  ce  triangle  sont  ceux  que  fait  la  résultante  avec 
chacune  des  composantes  et  le  supplément  de  l'angle 
compris  entre  les  deux  composantes.  Il  s'ensuit  donc 
que  trois  de  ces  six  choses,  les  trois  foi  ces  et  les  trois 
angles  compris  entre  leurs  directions ,  étant  données, 
on  trouvera  les  trois  autres  en  résolvant  le  triangle 
MGK  ,•  ce  qui  suppose  une  force  au  moins  au  nom- 
bre des  données.  Par  exemple,  soient  P  et  Q  les 
valeurs  des  deux  composantes ,  et  m  l'angle  compris 
entre  leurs  directions  ;  on  demande  leur  résultante  R 
et  l'angle  x  qu'elle  fait  avec  la  force  P.  On  aura 
d'abord  l'équation 

R3  =  Pa  -f-  Qa  +  2PQ  COS  772, 

pour  déterminer  la  valeur  de  R  5  et  celle  de  x  se  dé- 
duira de  cette  proportion  : 

sin  x   :   sin  m    ::    Q   :   R. 
Si  l'équilibre  a  lieu  entre  trois  forces  P,  Q,  S,  ap- 
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pîiquëes  en  un  même  point  M  (fig.  9),  suivant  les 
directions  MA,  MB,  MG,  il  faut  que  chacune  de  ces 
forces  soit  égale  et  directement  opposée  à  la  résul- 
tante des  deux  autres;  et  comme  cette  résultante  est 
comprise  dans  le  plan  de  ces  deux  forces,  il  s'ensuit 
d'abord  que  les  trois  forces  données  doivent  aussi 
être  dans  un  même  plan.  Soit  MD  le  prolongement 
de  MC;  la  résultante  de  P  et  Q  sera  dirigée  suivant 
MD,  et  si  on  la  représente  par  R,  on  aura  R  =  S. 
D'ailleurs,  en  comparant  la  force  R  à  chacune  de  ses 
composantes ,  on  a ,  d'après  ce  qu'on  vient  de  dire , 

R  :  Q   ::   sin  AMB  :  sin  AMD, 
R   :  P    ::    sin  AMB   :   sin  BMD; 

à  cause  de 

sin  AMD  ==  sin  AMC ,    sin  BMD  ==-  sin  BMC , 
il  en  résultera  donc 

S  :  Q  :  P  ::  sin  AMB  :  sraAMC  :  sin  BMC; 

ce  qui  montre  que  quand  trois  forces  sont  en  équi- 
libre autour  d'un  même  point,  la  grandeur  de  cha- 
cune d'elles  peut  être  représentée  par  le  sinus  de 
l'angle  compris  entre  les  directions  des  deux  autres. 

Du  point  0,  pris  sur  la  direction  de  la  résultante 
R  ou  sur  son  prolongement ,  j'abaisse  des  perpen- 
diculaires OE  et  OF  sur  les  directions  des  compo- 
santes P  et  Q;  on  aura 

OE  =  MO  sin  AMD ,     OF  =  MO  sin  BMD. 

Si  donc   on  multiplie   par  MO   les   deux    derniers 
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termes  de  la  proportion 

P  :  Q   ::  sin  BMD  :  sin  AMDr 

il  en  résultera 

P  :  Q  ::  OF  :  OE; 

en  sorte  que  les  composantes  sont  en  raison  inverse 
des  perpendiculaires  abaissées  sur  leurs  directions  , 
d'un  point  quelconque  appartenant  à  la  direction  de 
la  résultante.  Réciproquement,  si  les  composantes 
P  et  Q  sont  en  raison  inverse  des  perpendiculaires 
OE  et  OF,  abaissées  sur  leurs  directions,  d'un  point 
0  pris  dans  leur  plan,  ce  point  appartiendra  à  la 
direction  de  la  résultante  ;  car ,  en  divisant  par  MO 
les  deux  derniers  termes  de  la  dernière  proportion, 
on  obtient  la  précédente,  qui  détermine  cette  di- 
rection. 

5o.  La  résultante  de  deux  forces  étant  connue , 
il  est  aisé  d'en  déduire  celle  d'un  nombre  quelconque 
de  forces  appliquées  à  un  même  point  et  situées  ou 
non  situées  dans  un  même  plan .  On  prendra  d'abord 
la  résultante  de  deux  de  ces  forces  ;  ensuite,  on  com- 
posera cette  résultante  avec  une  troisième  force,  ce 
qui  donnera  une  seconde  résultante,  que  l'on  com- 
posera de  même  avec  une  quatrième  force  ;  et  l'on 
continuera  de  même  jusqu'à  ce  qu'on  ait  épuisé  toutes 
les  forces  données.  Dans  cette  construction ,  il  est  aisé 
de  voir  que  si  les  grandeurs  de  toutes  les  forces  sont 
représentées  par  les  côtés  d'une  portion  de  polygone, 
parallèles  à  leurs  directions  et  tracés  dans  le  sens  de 
leurs  actions,  la  résultante  sera  représentée,  en  gran» 
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deur  et  en  direction,  par  la  droite  qui  joindra  les 
deux  extrémités  de  cette  ligne  brisée  et  fermera  le 
polygone.  L'ordre  dans  lequel  les  côtés  parallèles  aux 
forces  se  succéderont  sera  indifférent.  Quand  le  po- 
lygone se  fermera  de  lui-même,  la  résultante  sera 
nulle ,  et  les  forces  données  se  feront  équilibre. 

Il  suit  de  là  que  quand  les  forces  données  sont  au 
nombre  de  trois,  non  situées  dans  un  même  plan, 
leur  résultante  est ,  en  grandeur  et  en  direction ,  la 
diagonale  du  parallélépipède  dont  ces  trois  forces  sont 
les  côtés  adjacens. 

5i.  On  peut  effectuer  d'une  manière  plus  simple 
cette  réduction  d'un  nombre  quelconque  de  forces  à 
une  seule,  en  considérant  d'abord  le  cas  particulier 
de  trois  forces  rectangulaires,  auquel  on  ramène  en- 
suite le  cas  général. 

Soient  X,  Y,  Z,  les  trois  composantes,  R  leur  ré- 
sultante, a,  b,  c ,  les  angles  qu'elle  fait  avec  X,  Y,  Z. 
D'après  ce  qu'on  vient  de  voir ,  R  est  la  diagonale 
du  parallélépipède  dont  X,  Y,  Z,  sont  les  trois  cô- 
tés adjacens;  or,  ce  parallélépipède  étant  rectangle, 
il  s'ensuit  qu'on  aura 

R«=X«  +  Ya  +  Za.         (a) 

Il  s'ensuit  aussi  que  si  Ton  joint  l'extrémité  de  la  dia- 
gonale R  à  celles  des  trois  côtés  X ,  Y,  Z ,  on  forj- 
mera  trois  triangles  rectangles,  dont  R  sera  l'hypo- 
ténuse commune;  d'où  l'on  conclura 

X  =  R  cos  a ,  Y  =  R  cos  b  ,   Z  =  R  cos  c  ;      (b) 

équations  qui  s'accordent  avec  la  précédente,  à  cause 
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que  les  trois  angles  a,  b,  c ,  sont  liés  entre  eux  par 

cette  équation  (n°  6) 

cosa  a  +  cosa  b  +  cosa  c  =  i . 

Lorsque  les  composantes  X ,  Y,  Z ,  seront  don- 
nées ,  l'équation  (a)  fera  connaître  la  valeur  de  la 
résultante ,  et  les  équations  (b)  en  détermineront  la 
direction  au  moyen  des  trois  angles  a ,  b ,  c  ;  si,  au 
contraire,  la  force  R  est  donnée,  et  qu'il  s'agisse  de 
la  décomposer  en  trois  forces  rectangulaires  X ,  Y, 
Z,  qui  fassent  avec  elle  des  angles  donnés  a,  b,  c, 
les  valeurs  des  forces  demandées  seront  immédia- 
tement déterminées  par  les  équations  (b). 

Si  lune  des  composantes,  la  force  Z  par  exemple, 
est  nulle,  R  n'est  plus  la  résultante  que  des  deux 
forces  X  et  Y  ;  elle  est  comprise  dans  leur  plan ,  et 
sa  direction  dépend  seulement  des  deux  ongles  a  et  b. 
Ces  angles  et  la  valeur  de  R  sont  alors  déterminés 
par  les  équations 

Ra  =  Xa  +  Y%     X  =  Rcosa,     Y=zRcos£. 

o2.  Supposons  actuellement  que  M  (fig.  ire)  soit 
le  point  d'application  d'un  nombre  quelconque  de 
forces  données.  Représentons  ces  forces  par  P,  P', 
Pr/,  etc.;  et,  pour  fixer  les  idées,  supposons  que  la 
droite  MD  soit  la  direction  de  la  force  P.  Les  direc- 
tions des  autres  forces  sont  inutiles  à  indiquer  dans 
la  figure.  Soient  et,  ê,  y ,  les  angles  que  fait  la  direc- 
tion MD  avec  les  trois  axes  rectangulaires  MA ,  MB , 
MC,  menés  arbitrairement  par  le  point  M.  Désignons 
de  même  par  a,  £',  y',  les  angles  que  fait  la  force  P'' 
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avec  ces  mêmes  axes;  par  ct%  ë",  y",  ceux  qui 
répondent  à  la  force  P";  etc.  Tous  ces  angles 
sont  donnés  et  doivent  s'étendre  depuis  zéro  jus- 
qu'à i8o°  (n°  7),  afin  que  les  forces  P,  P',  P",  etc., 
puissent  avoir  toutes  ]es  positions  possibles  autour 
du  point  M. 

Décomposonscliacune  de  ces  forces  en  trois  autres  di- 
rigées suivant  les  axes  MA ,  MB,  MG.Les  composantes 
de  la  force  P  seront  P  cos  cl,  P  cos  Q,  P  cos  y  ;  celles 
de  la  force  P'  seront  P' cos  et',  P'cosë',  P'  cos  y'-,  etc.; 
et  ces  composantes  agiront  suivant  les  axes  ou  sui- 
vant leurs  prolongemens,  selon  qu'elles  seront  posi- 
tives ou  négatives.  Par  exemple,  la  direction  MD 
tombant ,  ainsi    que   l'axe  MC  ,  au-dessus  du   plan 
AMB  des  deux  autres  axes,  la  composante  P  cos  y 
de  la  force  P  tend  à  élever  le  point  M,  c'est-à-dire 
qu'elle  agit  suivant  MC  ;  et,  dans  ce   cas,   P  cos  y 
est  une   quantité  positive ,   puisqu'on   a  y  <  go°. 
Au  contraire ,   si  cette  direction  MD   tombait  au- 
dessous  du  plan  AMB,  on  aurait  y  >  go°;  la  com- 
posante P  cos  y  serait  négative,  et,  en  même  temps, 
elle  tendrait  à  abaisser  le  point  M,  c'est-à-dire  qu'elle 
agirait  suivant  le  prolongement  de  MC.  En  ayant 
donc  égard  aux  signes  des  composantes,  on  voit, 
d'après  ce  qu'on  a  dit  dans  le  n°  24 ,  que  toutes 
les  forces  dirigées  suivant  un  même  axe  et  son  pro- 
longement se  réduisent  à  une   seule,   égale  à  leur 
somme. 

De  cette  manière ,  les  forces  données  P,  P',  P",  etc., 
seront  remplacées  par  trois  forces  rectangulaires  ;  et 
en  désignant  celles-ci  par  X,  Y,  Z,  on  aura 
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X  =  P  cos  cl  +  P'  cos  cl  +  P"  cos  cLn  +  etc.  , 
Y  =  P  cos  g  +  P'  cos  £'  +  P"  cos  g"  -h  etc. , 
Z  =  P  cos  £  +  P'  cos  >'+  P"  cos  y"  +  etc. 

Les  valeurs  de  X,  Y,  Z,  pourront  être  positives  ou 
négatives,  et  leurs  signes  feront  connaître  le  sens  de 
leur  action.  Si  la  force  X  est  positive,  c'est  qu'elle 
agit  suivant  l'axe  MA  ou  dans  le  sens  des  compo- 
santes Pcosa,  P'cosa',  etc.,  qui  sont  positives;  si 
elle  est  négative ,  il  en  faut  conclure  qu'elle  agit  sui- 
vant le  prolongement  de  MA  ou  dans  le  sens  des  com- 
posantes négatives  ;  et  de  même  pour  les  forces  Y  et  Z. 

Cela  posé,  soit  R  la  résultante  des  forces  données 
P,  P7,  Y',  etc.,  ou  des  trois  forces  X,  Y,  Z;  soient 
aussi  a9b,  c,  les  angles  que  sa  direction  inconnue  fait 
avec  les  axes  MA,  MB,  MC.  Les  valeurs  de  R,  a , 
b,  c,  seront  données  par  les  équations  (a)  et  (b), 
dans  lesquelles  on  mettra  les  formules  (c)  à  la  place 
de  X,  Y,  Z.  Les  angles  a,  b ,  c,  pourront  être  aigus 
ou  obtus  ;  à  cause  que  la  force  R  doit  toujours  être 
une  quantité  positive,  les  signes  de  leurs  cosinus  se- 
ront les  mêmes  que  ceux  des  quantités  X ,  Y,  Z ,  en 
vertu  des  équations  (b).  De  cette  manière ,  la  force  R 
sera  complètement  déterminée  en  grandeur  et  en  di- 
rection. 

35.  La  grandeur  de  la  résultante  R  ne  saurait  dé- 
pendre de  la  direction  arbitraire  des  axes  MA ,  MB , 
MC  ;  elle  dépend  seulement  de  la  grandeur  des  forces 
données  et  des  angles  compris  entre  leurs  directions; 
et,  en  effet,  on  en  peut  trouver  une  expression  qui 
ne  contienne  que  ces  quantités. 
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Pour  cela  <  désignons  par  PMP',  PMP",  P'MP",  etc., 

les  angles  compris  entre  les  directions  des  forces  P 

et  P',  P  et  P",  P'  et  P",  etc.  D'après  l'équation  (2) 

du  n°  9,  nous  aurons 

cos  PMP'  ==  cos  cl  cos  a'  +  cos  S  cos  ëf  -+-  cos  y  cos  y', 
cos  PMP"=  cos  et  cos  cl"  +  cos  ê  cos  é"+  cos  y  cos  y", 
cosP'MP*=  cos  et  cos  a"+cos  £'cos  £"  +  cos  7/cos  y, 
etc. 

Nous  aurons  aussi 

cosa  et  +  cos*  S  +  cosa  y  =  1  , 
cosft a'  +  cosa  £'-|-  cosa  ^=1, 

COS2  #"+  COS8  g"+  COSa  /'=  T  , 

etc.  ; 

et,  cela  étant,  si  l'on  ajoute  les  carrés  des  for- 
mules (c),  et  qu'on  ait  égard  à  l'équation  (a)  >  il 
vient 

R*  '—  p*  H_  F»  +  P"*  +  etc. 

+  2PP'  cos  PMP'  +  2PP"  cosP  MP" 
+  2P'P"cos  P'MP"  +  etc., 

pour  le  carré  de  la  valeur  de  R  dont  il  s'agit. 

34.  On  déduit  aussi  des  équations  (b)  et  (c)  une 
propriété  de  la  résultante,  qui  nous  sera  utile  dans 
un  des  numéros  suivans. 

Dans  une  direction  quelconque,  je  mène  par  le 
point  M  une  droite,  dont  j'appelle  0  l'autre  extré- 
mité. Soient  g,  h,  k,  les  angles  AMO,  BMO,  CMC, 
que  cette  droite  fait  avec  les  trois  axes  MA ,  MB , 
MC.  Désignons  par  RMO,  PMO,  P'MO,  etc.,  les  an» 
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gles  compris  entre  cette  même  droite  MO  et  les  direc- 
tions des  forces  R,  P,  P',  P",  etc.  ;  on  aura,  comme 
tout  à  l'heure , 

cos  RMO  =  cos  g  cos  a  +  cos  h  cos  b  +  cos  h  cos  c , 

cos  PMO  =  cos  g  cos  et  +  cos  h  cos  £  +  cos  k  cos  y , 

cos  P'MO  =  cos  g  cos  a'+  cos  h  cos  &'-\-  cos  &  cos  y'9 
etc. 

D'après  la  première  de  ces  formules  et  les  équa- 
tions  (b),  on  aura 

R  cos  RMO  =  X  cos  g  +  Y  cos  h  -+-  Z  cos  &; 

et,  en  vertu  des  formules  suivantes,  si  Ton  ajoute 
les  équations  (c)  après  les  avoir  multipliées,  la  pre- 
mière par  cosg*,  la  deuxième  par  cos  h7  la  troi- 
sième par  cosk9  il  en  résultera 

R  cos  RMO  =  P  cos  PMO  +  P'  cos  P'MO  +  etc.  ; 

ce  qui  montre  déjà  que  la  composante  de  la  résul- 
tante R,  suivant  une  direction  quelconque  MO,  est 
égale  à  la  somme  des  composantes  de  P,  P'/P",  etc., 
suivant  cette  même  direction. 

Cela  posé,  je  projette  la  droite  MO  sur  les  di- 
rections des  forces  R,  P,  P',  Pr/,  etc.;  j'appelle  r, 
p,  p' ?  p",  etc.,  ses  projections,  de  sorte  qu'on  ait 

r  =  MO  cos  RMO, 

p  —  MO  cos  PMO,    //=  MO  cos  P'MO,  etc., 

en  considérant  chacune  des  quantités  r ,  p ,  pf9 
p"9  etc. ,  comme  positive  ou  comme  négative  ,  se- 
lon que  la  projection  qu'elle  représente  tombe  sur 
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la  direction  même  de  ia  force  ou  sur  son  prolon- 
gement. Si  donc  on  multiplie  par  MO  l'équation 
précédente,  on  aura 

Rr  =  Py?  +  P'//  +  P>r/  +  etc.  ;         (d) 

ce  qui  renferme  la  propriété  de  la  résultante  qu'il 
s'agissait  de  démontrer. 

55.  Pour  que  les  forces  P,  P',  Pr/,  etc. ,  soient  en 
équilibre ,  il  suffit  que  leur  résultante  R  soit  nulle, 
et  cette  condition  est  nécessaire  si  leur  point  d'ap- 
plication M  est  entièrement  libre;  mais  l'équation 
R  =  o,  ou 

Xa  +  Ya  +  Za  =  o  , 

ne  peut  avoir  lieu,  à  moins  qu'on  n'ait  séparément 

X  =  o,     Y  =  o,     Z  =  o, 

c'est-à-dire,  en  vertu  des  équations  (<?), 

P  cos  a.  -f*!F  cos  et'  -f-  Pf/  cos  a!'  -f-  etc.  =  o ,    ) 
Pcosg  +  P'cos£'  +  P''cos£''  +  etc.==o,   >    (e) 
P  cos  y  +  P'  cos  y'  -f-  P"  cos  y"  -f-  etc.  =  o.    5 

Telles  sont  donc  les  équations  d'équilibre  d'un 
point  matériel  qu'on  suppose  entièrement  libre. 
Dans  cet  état,  chacune  des  forces  qui  le  sollicitent 
doit  être  égale  et  directement  contraire  à  la  résul- 
tante de  toutes  les  autres  ;  c'est ,  en  effet ,  ce  qu'il  est 
aisé  de  vérifier. 

Soit  R'  la  résultante  des  forces  P',  P",  etc.  Appe- 
lons a' ,  bf,  c',  les  angles  quelle  fait  avec  les  axes 
MA,  MB,  MC,  et  faisons,  pour  abréger, 
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X'  =  F  cos  cl'  +  P"  cos  «"  +  etc. , 
Y'  =  P'  cos  £'  +  P"  cos  G'  +  etc. , 
Z'  =  P7  cos  j/  +  P"  cos  y"  +  etc.  ; 

nous  aurons,  d'après  le  n°  32, 

X'  =  R'  cos  a',     Y'  —  R'  cos  b',     Z'  =  R'  cos  c% 

et  par  conséquent,  en  vertu  des  e'quations  d'équilibre, 

P  cos  cl  =  —  R'  cos  tf', 

P  cos  £  ==  —  R'  cos  &', 

P  cos  ^=  —  R'cos  c'. 

En  ajoutant  ces  équations,  après  avoir  élevé  leurs 
deux  membres  au  carré ,  on  a 

Pa  =  Ra, 

à  cause  de  (  n°  6  ) 

cosa  a  +  cosa  €  -f-  cos*  y  ===  i , 
cosa  #'-f-cosa  è'-f-  cos'  c'=  i  ; 

on  aura  donc  P  =  dzR';  mais  comme  ces  forces  doi- 
vent être  toutes  deux  des  quantités  positives,  il  faut 
prendre  P  =  R'.  Les  équations  précédentes  devien- 
nent alors 

cosc6  =  — cosa',  cos£= — cos  &',    cos^  =  —  cosc^ 

par  conséquent,  les  angles  a,  £,  y,  sont  supplémens 
de  a! ',  b1 ',  c' ,  et  répondent  à  une  force  dont  la  direc- 
tion est  le  prolongement  de  la  force  R'  (  n°  7  ). 
Il  s'ensuit  donc  que  la  force  P  est  égale  et  directe- 
ment opposée  à  la  résultante  R'  de  toutes  les  autres 
forces  P',  P",  etc.  ,*  ce  qu'il  s'agissait  de  vérifier. 
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56.  Si  le  point 'M,  auquel  sont  appliquées  les 
forces  P,  P',  Pr/,  etc. ,  est.  assujetti  à  rester  sur  une 
surface  donnée,  il  ne  sera  plus  nécessaire,  pour  l'é- 
quilibre, que  leur  résultante  soil  nulle;  il  suffira 
qu'elle  soit  normale  à  la  surface,  puisqu'alors  elle 
ne  pourra  faire  glisser  le  point  M  dans  aucun  sens 
sur  cette  surface;  et,  de  plus,  cette  condition  sera 
nécessaire;  car  si  elle  n'était  pas  remplie,  la  résul- 
tante se  décomposerait  en  deux  forces,  l'une  normale 
à  la  surface  et  qui  serait  détruite,  l'autre  tangente  et 
que  rien  n'empêcherait  de  faire  glisser  le  mobile.  On 
n'aurait  donc  qu'à  chercher,  dans  chaque  cas,  la  di- 
rection de  la  résultante  des  forces  P,  P',  P",  etc.,  et 
à  examiner  si  elle  est  perpendiculaire  à  la  surface 
donnée,  pour  savoir  si  l'équilibre  existera;  mais  il 
vaut  mieux,  comme  nous  venons  de  le  faire  pour  un 
point  libre ,  exprimer  les  conditions  de  l'équilibre  par 
des  équations  entre  les  données  de  la  question. 

Or,  la  composante  normale  de  chacune  des  forces  qui 
agissent  sur  le  point  M  est  détruite  par  la  résistance  de 
la  surface  ;  par  conséquent,  cette  résistance  équivaut 
à  une  force  égale  et  contraire  à  la  totalité  des  forces 
détruites.  On  conçoit  donc  que  l'on  peut  faire  abs- 
traction de  la  surface  donnée  ,  et  considérer  le  point 
matériel  comme  entièrement  libre ,  pourvu  que  l'on 
joigne  aux  forces  données  P,  P',  P",  etc. ,  une  nou- 
velle force  de  grandeur  inconnue  et  perpendiculaire 
à  cette  surface. 

Soient  donc  N  cette  force,  et  A,  p ,  v ,  les  angles 
que  sa  direction  fait  avec  les  axes  MA ,  MB ,  MC;  cha- 
cune des  équations  d'équilibre  qu'on  vient  de  trouver 
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sera  augmentée  d'un  nouveau  terme,  de  sorte  qu'au- 

lieu  des  équations  (e)  ,  on  aura 

NcosÀ+Pcosct+P'cos*'+Pf/cosar/+etc.=oJ 
Ncos^+Pcosg-f-P,cos^+Pr/cosg//+etc.=:o/(y) 
Ncos  j/+Pcos3/+P'cosy+Iy/cosy/+etc-=0-i 

Je  désigne  par  x ,  y,  z9  les  trois  coordonnées  de  M 
rapportées  à  des  axes  parallèles  à  MA ,  MB ,  MC  ,  et 
par  L  =  o  l'équation  de  la  surface  donnée  ;  la  direc- 
tion de  la  force  N  étant,  par  hypothèse,  celle  de  la 
normale  au  point  M,  on  aura,  d'après  les  équations  (5) 
du  n°2i , 

-ïT-  dh  -xj  dh  T7  dh 

en  faisant,  pour  abréger, 

v=±[(£)'+0+©]"- 

Le  signe  de  V  sera  inconnu ,  parce  qu'on  ne  sait  pas 
d'avance  suivant  quelle  partie  de  la  normale  doit  être 
dirigée  la  force  N;  mais  V  disparaît  lorsqu'on  éli- 
mine N  entre  les  équations  (f)  ;  et  si  l'on  a  égard 
aux  formules  (<?) ,  on  trouve 

..T  dh        ■%r  dh  r,  dh         v  d\i  ,    . 

pour  les  deux  équations  nécessaires  et  suffisantes  de 
l'équilibre  d'un  point  matériel  assujetti  à  demeurer 
sur  une  surface  donnée 

3-7.   Si  la  position  de  ce  point  sur  cette  surface 
n'est  pas  connue ,  les  équations  (g) ,  jointes  à  i'équa- 
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lion  donnée  L  =  o,  serviront  à  déterminer  les  coor- 
données des  différens  points  de  cette  surface ,  où  le 
mobile  pourra  demeurer  en  équilibre.  Lorsque  sa 
position  sera  donnée,  on  aura  seulement  à  vérifier  si 
les  coordonnées  ce ,  y7  z,  des  points  d'application  des 
forces  données  satisfont  aux  équations  (g).  Mais,  dans 
ce  cas ,  on  aura  des  équations  plus  simples  en  faisant 
coïncider  l'un  des  axes  MA,  MB,  MC,  le  premier,  par 
exemple,  avec  l'une  des  deux  parties  de  la  normale  ; 
d'où  il  résultera 

cos  X  =  ±  i  ,     cos  fi.  =  o  ,     cos  v  =  o  ; 

ce  qui  change  les  équations  (f)  en  celles-ci  : 

±  N  +  P  cos  a  +  P'  cos  cl  -4-  Pf/  cos  cl"  +  etc.  —  o , 
P  cos  S  +  P'  cos  g'  +  P"  cos  g"  +  etc.  =  o , 
P  cos  y  +  P;  cos  y'  +  Pr/  cos  y  -f-  etc.  =  o. 

Ces  deux  dernières  équations  font  voir,  ce  qui  est 
d'ailleurs  évident,  que  dans  le  plan  tangent  à  la  sur- 
face donnée,  les  composantes  des  forces  appliquées 
au  mobile  doivent  se  faire  équilibre  ,  comme  si  cette 
surface  n'existait  pas. 

La  résistance  N,  que  la  surface  oppose  aux  forces  P, 
P7,  Pr/,  etc. ,  est  égale  et  contraire  à  la  pression  qu'elle 
en  éprouve.  En  vertu  des  équations  (f)7  cette  pres- 
sion ,  dans  l'état  d'équilibre ,  est  la  résultante  même 
de  ces  forces.  Dans  la  pratique  ,  il  en  faudra  calculer 
la  grandeur  au  moyen  de  l'équation  (a)  ,  pour  savoir 
si  la  surface  est  capable  de  la  supporter.  Si  le  mobile 
est  seulement  posé  sur  cette  surface,  qui  sera  celle 
d'un  corps  solide,  il  faudra,  de  plus,  que  le  sens  de 
cette  pression  soit  tel  qu'elle  appuie  le  mobile  sur 
i.  5 
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cette  surface  ;  condition  qui  ne  peut  être  exprimée 
par  une  équation,  et  qu'on  devra  vérifier  dans  chaque 
cas ,  en  déterminant  la  direction  de  cette  force  d'après 
les  équations  {b).  Cette  vérification  se  fera  plus  sim- 
plement au  moyen  de  la  première  des  trois  équations 
précédentes. 

En  effet,  supposons ,  pour  fixer  les  idées,  que  la 
partie  de  la  normale  avec  laquelle  on  a  fait  coïncider 
Taxe  MA ,  soit  la  partie  située  dans  la  concavité  de 
la  surface.  On  saura  si  les  angles  donnés  et,  a',  a!1,  etc., 
sont  aigus  ou  obtus  ;  et  le  signe  de  la  somme  X  des 
composantes  dirigées  suivant  cette  droite  sera  connu. 
La  quantité  N  devant  être  positive,  il  faudra,  dans 
l'équation  dont  il  s'agit ,  c'est-à-dire  , 

d=  N  +  X  =  o , 

prendre  le  signe  —  ou  le  signe  -f-  devant  N,  selon 
que  la  somme  X  sera  positive  ou  négative.  Dans  le 
premier  cas ,  on  aura  cos  A  =  —  i  ,  et  la  pression 
contraire  à  N  sera  dirigée  suivant  MA  ;  dans  le  se- 
cond cas ,  on  aura  cos  A  =  i ,  et  la  pression  agira 
suivant  le  prolongement  de  cette  partie  déterminée 
de  la  normale. 

58.  Lorsque  le  point  matériel  M  sur  lequel  agissent 
les  forces  P ,  P',  P",  etc. ,  sera  assujetti  à  rester  sur 
deux  surfaces  données  ou  sur  leur  courbe  d'intersec- 
tion, il  suffira,  pour  l'équilibre,  que  la  résultante 
de  toutes  ces  forces  puisse  se  décomposer  en  deux 
forces  perpendiculaires  aux  surfaces  données ,  et  qui 
seront  détruites  par  leurs  résistances.  En  joignant 
donc  aux  forces  P,  P',  Pr/,  etc.,  deux  forces  uor- 
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maies  à  ces  surfaces,  mais  inconnues  en  grandeur, 
on  pourra  faire  abstraction  des  surfaces,  et  considé- 
rer le  mobile  comme  entièrement  libre. 

N  et  N'  étant  donc  ces  nouvelles  forces  ;  A ,  /a  ,  v , 
les  angles  qui  déterminent  la  direction  de  N  par  rap- 
port aux  axes  MA,  MB,  MC,  et  ?/,  pJ ,  /,  ceux  qui 
déterminent  de  même  la  direction  de  N';  les  équa- 
tions (e)  deviendront 

NcosA-J-N/cosA/+Pcosa+P/cosce/+etc.=o,  ) 
Ncos^-j-N'cos^+Pcos^+P'cos^+etc.^o^  (h) 

Ncosr  +N/cos/+Pcos^+P/cos>/4-  etc.=o.) 

D'ailleurs,  en  représentant  par  oc ,  y,  z,  les  coor- 
données du  point  M  rapportées  à  des  axes  parallèles 
à  MA,  MB,  MC,  et  par  L  =  o  et  h'  =  0,  les  équa- 
tions des  deux  surfaces  données,  les  valeurs  de  cos  A, 
cos/x,  cos  v,  seront  les  mêmes  que  précédemment, 
et  celles  de  cos  A7,  cos  ju1 \  cos  v' 9  s'en  déduiront  en  y 
changeant  L  en  L'.  Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans 
les  trois  équations  (h) ,  et  qu'on  élimine  ensuite  N  et 
N'  entre  elles ,  on  aura  l'équation  d'équilibre  à  la- 
quelle devront  satisfaire  les  forces  données  P,  P', 
P",  etc.  ;  ou  bien,  si  la  position  du  mobile  n'est  pas 
donnée  sur  l'intersection  des  deux  surfaces ,  cette 
équation  d'équilibre,  et  les  équations  L  =  o  et  L/=o, 
détermineront  ses  trois  coordonnées  oc ,  y,  z. 

Quand  la  position  du  mobile  est  donnée  sur  la 
courbe  où  il  doit  rester,  on  obtient  immédiatement 
l'équation  d'équilibre  des  forces  P,  P',  P",  etc.,  en 
prenant  les  axes  MB  et  MC ,  auxquels  répondent  les 
angles  /*,  ë,  €',  etc.,  v,  y,  y',  etc  ,  dans  le  plan  des 

5,. 


68  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE, 

normales  aux  deux  surfaces  données.  Le  troisième 
axe  MA  tombe  alors  sur  la  tangente  à  leur  courbe 
d'intersection  ;  il  est  donc  perpendiculaire  aux  forces 
normales  N  et  N';  en  sorte  que  l'on  a  À  =  go% 
Xf  =  90%  et ,  en  vertu  de  la  première  équation  (h), 

P  cos  a  +  P'  cos  et'  +  P'  cos  et"  -}-  etc.  —  o , 

pour  Féquation  demandée. 

Cette  équation  exprime  que  îa  somme  des  compo- 
santes de  P,  P',  P",  etc.,  tangentes  à  l'intersection  des 
deux  surfaces  données ,  est  égale  à  zéro  ;  ce  qui  est , 
en  effet,  la  condition  pour  que  le  point  M  ne  puisse 
pas  glisser  sur  cette  courbe.  Après  s'être  assuré  qu'elle 
est  remplie ,  on  déterminera  les  valeurs  des  forces  N 
et  N',  et  le  sens  dans  lequel  elles  agissent,  au  moyen 
des  deux  dernières  équations  (h).  Si  l'on  prend  en- 
suite des  forces  égales  et  contraires  à  N  et  N',  et  qu'on 
les  réduise  à  une  seule  par  la  règle  du  parallélo- 
gramme des  forces ,  celle-ci  sera  la  résultante  des 
forces  P,  P',  Y',  etc.,  et  fera  connaître  la  pression 
exercée  sur  îa  courbe  donnée,  à  laquelle  elle  sera 
perpendiculaire. 

39.  Par  ce  qui  précède,  on  voit  que  quand  le  mo- 
bile est  astreint  à  demeurer  sur  une  courbe  donnée, 
il  n'y  a  qu'une  équation  d'équilibre  ;  qu'il  y  en  a 
deux  lorsqu'il  peut  se  mouvoir  sur  une  surface  don- 
née, et  trois  lorsqu'il  est  entièrement  libre;  en  sorte 
que  le  nombre  de  ces  équations  augmente ,  comme 
cela  doit  être  effectivement,  à  mesure  que  les  mou- 
vemens  possibles  du  mobile  sont  moins  limités.  Ces 
diverses  équations  peuvent  être  renfermées  dans  une 
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seule  formule  ,  qui  deviendra,  par  la  suite,  l'équa- 
tion générale  de  l'équilibre ,  applicable  à  un  système 
quelconque  de  points  matériels. 

Pour  obtenir  cette  formule ,  supposons  que  le  mo- 
bile soit  transporté  d'un  point  M,  qu'il  occupe  dans 
sa  position  d'équilibre ,  en  un  autre  point  0  infini- 
ment voisin  de  M,  et  tel  que  ce  déplacement  soit 
compatible  avec  la  condition  à  laquelle  le  mobile  est 
assujetti,  s'il  n'est  pas  entièrement  libre.  Désignons 
par  r,  p ,  p',  p",  etc. ,  les  projetions  de  la  droite  in- 
finiment petite  MO  sur  les  directions  des  forces  R , 
P,  P',  P",  etc.,  dans  la  première  position  du  mobile; 
et  considérons  chacune  de  ces  projections  comme 
une  quantité  positive  ou  négative ,  selon  qu'elle 
tombe  sur  la  direction  même  de  la  force  à  laquelle 
elle  répond,  ou  sur  son  prolongement.  Si  l'on  sup- 
pose que  la  force  R  soit  la  résultante  des  forces  P , 
P',  Pf/,  etc.,  le  produit  Rr  sera  toujours  nul  dans  le 
cas  de  l'équilibre  :  il  sera  nul  pour  un  point  matériel 
entièrement  libre,  parce  qu'alors  la  résultante  R  devra 
être  égale  à  zéro  ;  il  le  sera  encore  pour  un  point  as- 
sujetti à  demeurer  sur  une  surface  ou  sur  une  courbe 
donnée ,  parce  que ,  d'une  part ,  la  force  R  devra  être 
dirigée  suivant  la  normale,  et  que,  d'un  autre  côté, 
la  droite  infiniment  petite  MO  appartiendra  au  plan 
tangent  ou  à  la  tangente,  ce  qui  rendra  nulle  sa  pro- 
jection r  sur  la  direction  R.  D'après  l'équation  (d) , 
qu'on  a  démontrée  précédemment,  et  qui  a  égale- 
ment lieu  quand  la  droite  MO  est  infiniment  petite  , 
on  aura  donc 

p^  +  py  +  py  +^tc.  =  o ,       ;  (/) 
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toutes  les  fois  que  les  forces  P,  P',  P",  etc.,  se  fe- 
ront équilibre.  Réciproquement,  l'équilibre  existera 
quand  cette  équation  aura  lieu  pour  tous  les  déplace- 
mens  possibles  d'un  point  matériel  entièrement  libre, 
ou  astreint  à  rester  sur  une  surface  ou  sur  une  courbe 
donnée. 

On  appelle  vitesse  virtuelle  d'un  point  matériel  en 
équilibre  toute  droite  infiniment  petite,  telle  que 
MO,  qu'on  peut  lui  faire  décrire,  en  observant  les 
conditions  auxquelles  il  peut  être  assujetti  ;  et  le 
principe  d'équilibre  contenu  dans  l'équation  qu'on 
vient  d'écrire,  sur  lequel  nous  reviendrons  par  la 
suite ,  se  nomme  le  principe  des  vitesses  virtuelles. 
En  l'appliquant  successivement  à  un  point  matériel 
entièrement  libre,  assujetti  à  rester  sur  une  surface, 
astreint  à  demeurer  sur  une  courbe ,  on  retrouvera 
sans  difficulté  les  équations  d'équilibre  que  nous 
avons  précédemment  obtenues.  Chacune  des  équa- 
tions (e)  se  déduira  de  la  formule  (i) ,  en  prenant 
pour  MO  le  déplacement  de  M  sur  l'un  des  axes 
MA;  MB,  MC;  on  obtiendra  les  équations  d'équi- 
libre qui  ont  lieu  dans  le  cas  d'un  point  assujetti 
à  rester  sur  une  surface  donnée ,  en  considérant  ses 
déplacemens  suivant  deux  axes  tracés  dans  le  plan 
tangent,*  et  la  formule  (£)  fournit  immédiatement 
l'équation  d'équilibre  d'un  point  astreint  à  rester 
sur  une  courbe  donnée ,  en  prenant  pour  MO  l'é- 
lément de  cette  courbe,  et  pour  pf  p' ',  p'1 r,  etc., 
les  projections  de  cet  élément  sur  les  directions 
des  forces  P,  P',  P",  etc.  Les  angles  que  ces  direc- 
tions font  avec  la  tangente  à   la  courbe    étant  ci  r. 
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a',  a",  etc.,  on  aura  alors 

p=MOcosct,,  pf=zMOcQs*',  p,,=  MOcosan?  elc.  ; 

en  supprimant  le  facteur  MO  commun  à  tous  les 
termes  de  l'équation  (i),  il  en  résultera 

P  cos  cl  -f-  P'  cos  a'  -f-  Pf/  cos  clu  -f-  etc.  =  o  , 

comme  précédemment. 
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CHAPITRE  II 

DE   L'EQUILIBRE  DU   LEVIER. 

4o.  On  considérera  ici  un  levier  comme  une  ligne 
droite  ou  courbe  ECF  (fig.  10)  inextensible,  et  de 
forme  invariable ,  qui  ne  peut  que  tourner ,  dans  un 
plan,  autour  d'un  de  ses  points  C  supposé  fixe,  que 
Ton  appelle  le  point  &  appui  du  levier.  Ordinaire- 
ment il  n'y  a  que  deux  forces  qui  soient  appliquées 
à  cette  machine  y  et  dont  l'une  a  pour  objet  de  tenir 
l'autre  en  équilibre;  la  première  s'appelle  la  puis- 
sance,  et  la  seconde  la  résistance.  Mais,  pour  plus  de 
généralité,  nous  supposerons  qu'un  nombre  quel- 
conque de  forces  dirigées  dans  le  plan  du  levier  agis- 
sent en  différens  points  de  cette  ligne;  et  il  s'agira  de 
trouver  les  conditions  de  leur  équilibre. 

Je  ne  me  propose  pas,  dans  cet  ouvrage,  d'appli- 
quer aux  diverses  machines  les  lois  de  l'équilibre  qui 
y  seront  exposées.  Pour  ce  qui  regarde  les  machines 
simples,  je  renverrai  aux  Traités  élémentaires  de 
Statique;  mais  la  loi  de  l'équilibre  dans  le  levier 
étant  un  principe  de  la  Mécanique ,  il  est  nécessaire 
de  nous  en  occuper  ;  et  Ton  va  montrer  comment  ce 
principe  est  lié  à  celui  de  la  composition  des  forces 
qui  agissent  sur  un  point  isolé. 

4t.  Lorsque  plusieurs  forces  sont  appliquées  à  un 
corps  qu'on  suppose  de  forme  invariable,  on  peut 
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transporter  le  point  d'application  de  chacune  de  ces 
forces  en  un  autre  point  du  corps  pris  sur  sa  direc- 
tion ou  sur  son  prolongement.  Si  une  force  donnée  P 
agit ,  par  exemple,  à  l'extrémité  E  du  levier,  suivant  la 
droite  AE,  et  que  M  soit  un  autre  point  appartenant 
à  cette  direction ,  qu'on  suppose  lié  au  levier  d'une 
manière  invariable,  il  est  permis  de  remplacer  la 
force  P  par  une  autre  force  de  même  intensité ,  agis- 
sant au  point  M  suivant  la  droite  MA.  En  effet,  on 
peut  d'abord  appliquer  au  point  M  deux  forces  égales 
entre  elles,  agissant  en  sens  contraires,  l'une  suivant 
MA,  l'autre  suivant  son  prolongement  MA7;  si ,  de 
plus ,  on  suppose  que  chacune  de  ces  forces  soit  égale 
à  P,  celle  qui  agit  suivant  MA'  détruira  la  force  P 
appliquée  au  point  E  suivant  EA,  puisque  ces  deux 
forces  égales  agissent  en  sens  contraires  aux  extrémi- 
tés de  la  droite  ME,  de  longueur  invariable,  par  hy- 
pothèse ;  il  ne  restera  donc  plus  que  la  force  P  agis- 
sant au  point  M  dans  la  direction  MA,  et  par  laquelle 
la  force  donnée  P,  qui  agissait  au  point  E,  se  trou- 
vera remplacée. 

Les  forces  agissent  souvent  sur  les  corps  qu'elles 
mettent  en  mouvement  ou  qu'elles  tendent  à  mou- 
voir ,  soit  en  les  tirant  par  le  moyen  d'un  fil  qui 
leur  est  attaché ,  soit  en  les  poussant  par  le  moyen 
d'une  barre  appuyée  contre  leur  surface.  Ce  fil  ou 
cette  barre  s'étend  ou  se  contracte  plus  ou  moins; 
c'est  quand  ils  ont  cessé  de  s'allonger  ou  de  se  rac- 
courcir qu'on  les  considère  comme  des  lignes  inva- 
riables qui  représentent  la  direction  de  chaque  force , 
dont  l'action  est  la  même  alors  que  si  elle  s'exer- 
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çait  immédiatement  aux  points  de  la  surface  du  mo- 
bile où  ces  lignes  viennent  aboutir.  Un  levier  n'est 
pas  non  plus,  comme  on  le  suppose  ici,  une  ligne 
de  forme  invariable  ;  c'est  une  barre  qui  fléchit  un 
tant  soit  peu ,  et  s'étend  ou  se  contracte  aussi  d'une 
petite  quantité,  en  raison  des  forces  qui  y  sont  ap- 
pliquées. La  forme  qu'il  doit  prendre  serait  très  dif- 
ficile à  déterminer  d'avance  ;  mais  c'est  quand  il  y 
est  parvenu  qu'on  le  considère  comme  invariable, 
et  c'est  à  cette  figure ,  très  peu  différente  de  sa  forme 
naturelle ,  que  se  rapporteront  les  conditions  d'équi- 
libre qu'il  s'agit  de  trouver. 

42.  Supposons  qu'une  seconde  force  Q  agisse  à 
l'autre  extrémité  F  du  levier,  suivant  la  droite  FB, 
et  que  les  deux  directions  EA  et  FB  soient  com- 
prises dans  le  plan  où  le  levier  peut  tourner;  ces 
deux  droites,  ou  leurs  prolongemens ,  viendront  se 
couper  en  un  certain  point  M ,  que  l'on  pourra 
prendre ,  d'après  ce  qu'on  vient  de  prouver ,  pour 
le  point  d'application  commun  à  P  et  Q.  Cela  étant, 
par  la  règle  du  parallélogramme  des  forces  on  dé- 
terminera la  résultante  de  ces  deux  forces ,  de  la- 
quelle M  sera  aussi  le  point  d'application.  Or,  pour 
qu'elle  soit  détruite  et  que  le  levier  demeure  en 
équilibre,  il  sera  nécessaire  que  sa  direction  vienne 
passer  par  le  point  d'appui  C;  et  cela  suffira,  puis- 
qu'en  y  transportant  cette  résultante,  elle  sera  dé- 
truite par  la  résistance  de  ce  point  ûxe.  D'après  ce 
qu'on  a  vu  dans  le  n°  29,  si  l'on  abaisse  du  point 
C  des  perpendiculaires  CG  et  CH  sur  les  directions 
des  forces  P  et  Q  ,  on  aura  donc,  dans  le  cas  de 
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l'équilibre , 

P  :  Q  ::  CH  :  CG; 

et,  réciproquement,  l'équilibre  existera  quand  cette 
proportion  aura  lieu.  Par  conséquent,  en  appelant 
p  et  q  les  perpendiculaires  CG  et  CH  ,  l'équation 
d'équilibre  sera 

Tp  -  Q?. 

On  appelle  moment  d'une  force  par  rapport  à  un 
point  y  le  produit  de  cette  force  par  la  perpendicu- 
laire abaissée  de  ce  point  sur  sa  direction.  Ainsi  , 
la  condition  d'équilibre  dans  le  levier  consiste  en 
ce  que  les  momens  de  la  puissance  et  de  la  résistance, 
pris  par  rapport  au  point  d'appui ,  sont  égaux  ;  ces 
deux  forces  tendant  d'ailleurs  à  faire  tourner  le 
levier  en  sens  opposés. 

Si  l'on  suppose  les  droites  CG  et  CH  liées  inva- 
riablement au  levier ,  on  pourra  prendre  G  et  H 
pour  les  points  d'application  des  forces  P  et  Q  ,  et 
remplacer  le  levier  de  figure  quelconque  ECF  par 
le  levier  coudé  GCH  (fîg.  n).  Les  perpendiculaires 
CG  et  CH  s'appellent  les  bras  de  levier,  de  la  puis- 
sance et  de  la  résistance.  La  condition  de  l'équilibre 
ne  dépend  pas  de  la  grandeur  de  l'angle  GCH  ;  et 
c'est  aussi  ce  que  l'on  peut  voir  a  priori. 

En  effet ,  si  du  point  C  et  d'un  rayon  CH  on  décrit 
l'arc  de  cercle  HH',  qu'on  le  suppose  lié  invariable- 
ment au  levier ,  et  qu'on  applique  au  point  H'  deux 
forces  égales  à  Q,  agissant  en  sens  contraires,  sui- 
vant les  parties  H'B'  et  H'Bff  de  la  tangente  en  ce 
point,  il  est  évident  que  la  force  Q,   dirigée  sui- 
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vant  H'B",  sera  détruite  par  la  force  Q  dirigée  suivant 
J3B.J  car  ces  deux  forces  tendent  à  faire  tourner  le 
système  en  des  sens  opposés,  et  il  n'y  aurait  pas  de 
raison  pour  qu'il  obéît  plutôt  à  l'une  qu'à  l'autre.  La 
seconde  de  ces  deux  forces  se  trouvera  donc  rem- 
placée par  la  force  Q  dirigée  suivant  H'B',  et  l'an- 
gle GCH  sera  changé  dans  l'angle  GC1P,  plus  grand 
ou  plus  petit ,  sans  que  l'équilibre  soit  troublé. 

Par  ce  changement,  l'angle  des  deux  bras  du  le- 
vier pourra  devenir  1800  ou  zéro;  alors  le  levier  sera 
droit;  la  puissance  et  la  résistance  seront  des  forces 
parallèles  dirigées  dans  le  même  sens  ou  en  sens 
contraires;  et,  pour  l'équilibre,  il  faudra  toujours 
que  leurs  intensités  soient  en  raison  inverse  des  lon- 
gueurs de  leurs  bras  de  levier. 

45.  Si  l'on  appelle  R  la  résultante  des  deux  forces 
P  et  Q  concourantes  au  point  M  (fig.  10),  et  m  l'angle 
ÀMB  compris  entre  leurs  directions ,  on  aura  (n°  29) 

R2  =  Pa  +  Qa  +  2PQ  cos  m  ; 

et  la  valeur  de  R  fera  connaître  la  charge  que  le 
point  d'appui  C  aura  à  supporter  dans  l'état  d'équi- 
libre. Appliquée  en  ce  point,  la  force  R  aura  pour 
direction  la  droite  CD,  prolongement  de  MC.  La  fi- 
gure 10  suppose  le  point  C  situé  entre  les  points 
d'application  E  et  F  de  la  puissance  et  de  la  résis- 
tance. Le  contraire  a  lieu  dans  la  figure  12;  mais  les 
raisonnemens  qu'on  vient  de  faire  s'appliquent  à  ces 
deux  cas  :  ils  diffèrent  l'un  de  l'autre  en  ce  que,  dans 
le  premier  cas,  les  forces  P  et  Q  agissent  de  deux 
côtés  différens  du  levier,  et  l'angle  AMB  est  aigu,  au 
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lieu  que ,  dans  le  second  cas  ,  elles  agissent  d'un 
même  côté  ,  et  l'angle  AMB  est  obtus. 

Les  trois  points  E,  F,  C,  restant  les  mêmes,  si  le 
point  de  concours  M  des  trois  forces  P ,  Q ,  R ,  s'é- 
loigne a  l'infini,  ces  forces  deviendront  parallèles. 
Dans  le  cas  de  la  figure  10,  l'angle  m  devient  alors 
infiniment  petit;  on  a  coszra  =  i,  et  conséquemment 

R  ~  p  +  Q, 

Dans  le  second  cas,  c'est  le  supplément  de  l'an- 
gle 772  qui  devient  infiniment  petit  ;  on  a  donc 
cos  772  =  —  i ,  et 

R   =    Q  _  p, 

en  supposant  P  <  Q.  Par  conséquent,  la  résultante 
de  deux  forces  parallèles  est  égale  à  leur  somme  ou 
à  leur  différence ,  selon  que  ces  forces  agissent  dans 
le  même  sens  ou  en  sens  opposés;  et  quand  leurs 
directions  sont  contraires,  la  résultante  agit  dans  le 
sens  de  la  plus  grande.  Dans  ces  deux  cas,  les  com- 
posantes P  et  Q  sont  en  raison  inverse  de  leurs  dis- 
tances CG  et  CH  à  la  résultante. 

Cela  étant,  si  l'on  mène  une  perpendiculaire  com- 
mune aux  trois  forces  parallèles,  et  qu'on  appelle  a 
la  partie  GH  de  cette  droite  (i^g»  i3  et  i4j  com- 
prise entre  les  deux  composantes  P  et  Q ,  et  x  la  dis- 
tance CH  de  la  résultante  R  à  la  composante  Q 
qu'on  suppose  la  plus  grande ,  on  aura 

en  prenant  le  signe  supérieur  ou  ie  signe  inférieur, 
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selon  que  P  et  Q  agiront  dans  le  même  sens  (fïg*  i3) 

ou  en  sens  contraires  (fîg.  14).  On  en  déduit 

P  :  Q  ±  P   ::  x  :  a, 

et,  par  conséquent, 

X  : 


Q±P? 

ce  qui  fera  connaître  la  position  de  la  résultante , 
dont  la  valeur  sera  en  même  temps  Q  ±  P. 

44*  Lorsque  les  forces  P  et  Q  agissent  en  sens  con- 
traires, et  qu'elles  diffèrent  très  peu  l'une  de  l'autre, 
leur  résultante,  toujours  dirigée  dans  le  sens  de  la 
plus  grande,  se  trouvera  située  à  une  très  grande 
distance  des  forces  données.  Mais  quand  elles  seront 
rigoureusement  égales,  cette  distance  deviendra  in- 
finie ;  ce  qui  signifie  que  deux  forces  égales ,  paral- 
lèles et  agissant  en  sens  opposés,  ne  peuvent  être 
remplacées  par  une  seule  force-  et,  en  effet,  il  n'y 
aurait  aucune  raison  pour  que  cette  force  unique 
agît  plutôt  dans  un  sens  que  dans  l'autre. 

Deux  semblables  forces  agissant  aux  extrémités 
d'une  droite  GH  (fig.  i5),  feront  tourner  cette  ligne 
autour  de  son  milieu  K;  effet  qui,  évidemment,  ne 
saurait  être  produit  par  Faction  d'une  seule  force.  On 
peut  les  remplacer  d'une  infinité  de  manières  diffé- 
rentes par  deux  autres  forces  qui  tombent  dans  le 
même  cas  *  car  on  ne  changera  rien  à  leur  action  en 
appliquant,  par  exemple ,  aux  points  G  et  H,  suivant 
les  prolongemens  GE  et  HF  de  la  droite  GH,  des 
forces  égales  et  de  grandeur  quelconque  ;  or,  la  ré- 
sultante des  forces  dirigées  suivant  GA  et  GE,  et  celle 
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des  forces  dirigées  suivant  HB  et  HF,  seront  encore 
des  forces  égales ,  parallèles  et  dirigées  en  sens  op- 
posés ,  suivant  des  droites  GC  et  HD  ,  et  ces  résul- 
tantes remplaceront  les  forces  primitives  qui  agissaient 
suivant  GA  et  HB.  Si  l'on  appelle  P  la  grandeur  com- 
mune de  ces  deux  forces ,  et  a  leur  distance  mutuelle, 
l'une  et  l'autre  de  ces  deux  quantités  changeront  par 
l'opération  que  nous  indiquons;  mais  leur  produit  àP 
demeurera  constant  ,  ainsi  qu'on  le  prouvera  tout  à 
l'heure. 

45.  Au  reste,  ce  cas  particulier  est  le  seul  dans  le- 
quel un  système  d'un  nombre  quelconque  de  forces 
P,  P',  P",  etc.  ^comprises  dans  un  même  plan  et  agis- 
sant sur  des  points  matériels  liés  entre  eux  d'une  ma- 
nière invariable ,  ne  puisse  pas  se  réduire  à  une  seule 
force.  En  effet,  soit  que  les  deux  forces  P  et  P'  con- 
courent en  un  point ,  ou  qu'elles  soient  parallèles ,  on 
les  réduira  à  une  seule  force  Q ,  par  la  règle  du  pa- 
rallélogramme des  forces,  ou  par  celle  du  numéro 
précédent.  On  réduira  de  même  à  une  seule  force  Q'? 
cette  première  résultante  Q  et  P" ;  puis  à  une  seule 
force  Q",  la  seconde  résultante  Q'  et  Pw;  et  ainsi  de 
suite ,  jusqu  a  ce  qu'on  ait  réduit  toutes  les  forces  don- 
nées à  deux  seulement,  qui  se  réduiront  elles-mêmes 
à  une  seule  force  R ,  à  moins  qu'elles  ne  tombent 
dans  le  cas  d'exception  dont  il  s'agit. 

Dans  le  cas  général ,  cette  force  R  est  la  résultante 
des  forces  données  P,  P',  P',  etc.;  et  si  l'on  joint  aux 
composantes  une  force  R'  égale  et  contraire  à  R,  il  y 
aura  équilibre  dans  le  système.  La  grandeur  de  R  et 
sa  position  dans  le  plan  des  forces  données  ne  dé- 


> 


8o  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE, 

pendra  nullement  de  l'ordre  dans  lequel  on  aura  pris 
ces  forces  dans  les  réductions  successives  qu'on  vient 
d'indiquer;  car,  en  changeant  cet  ordre,  si  l'on  par- 
venait à  une  force  S  différente  de  R  en  grandeur  ou 
en  direction ,  il  faudrait  que  l'une  de  ces  deux  forces 
prise  en  sens  contraire  fît  équilibre  à  l'autre-  ce  qui 
serait  impossible. 

Pour  l'équilibre  des  forces  P,  P',  P",  etc. ,  quand 
elles  seront  appliquées  à  un  levier  situé  dans  leur 
plan,  il  faudra  d'abord  qu'elles  se  réduisent  à  une 
seule  force  ,•  car  si  elles  se  réduisaient  à  deux  forces 
parallèles  S  et  S'  non  réductibles  à  une  seule ,  et  que 
S'  fût  la  plus  rapprochée  du  point  d'appui ,  on  pour- 
rait décomposer  S'  en  àeux  forces  Q  et  Q',  parallèles 
et  agissant  dans  le  même  sens,  dont  la  première  se- 
rait directement  opposée  à  S  et  la  seconde  passerait 
par  le  point  d'appui  :  ces  deux  composantes  seraient 
l'une  et  l'autre  moindres  que  S' ou  S,  la  force  Q'  serait 
détruite,  et  il  ne  resterait  qu'une  force  S  —  Q,  qui 
ferait  tourner  le  levier  dans  le  sens  de  S.  Les  forces 
données  étant  réduites  à  une  force  unique  Vx. ,  il  fau- 
dra ,  en  outre ,  pour  l'équilibre  du  levier,  que  cette 
force  vienne  passer  par  son  point  d'appui.  Cette  con- 
dition s'exprimera  par  une  équation,  au  moyen  du 
théorème  que  nous  allons  démontrer. 

46,  Considérons  d'abord  deux  forces  seulement  et 
leur  résultante.  Le  moment  de  cette  résultante ,  par 
rapport  à  un  point  situé  dans  le  plan  des  trois  forces, 
sera  égal  à  la  somme  ou  à  la  différence  des  momens  des 
deux  composantes  par  rapport  au  même  point  :  à  la  dif- 
férence, quand  le  centre  des  momens  est  situé  dans 


STATIQUE  ,  PREMIÈRE  PARTIE.  81 

l'angle  des  composantes ,  ou ,  dans  son  opposé ,  au 
sommet;  à  la  somme,  quand  ce  point  est  hors  de  ces 
deux  angles. 

En  effet ,  soient  P  et  P'  ces  deux  forces ,  MA  et  M  A' 
(fig.  16  et  17)  leurs  directions,  Q  leur  résultante 
agissant  suivant  MB  ,  C  le  centre  des  momens,  p,  //, 
q,  les  perpendiculaires  Ca,  Ca',  Cb ,  abaissées  du 
point  C  sur  la  direction  de  P,  P',  Q.  Décomposons  cha- 
cune de  ces  trois  forces  en  deux  autres,  dirigées  sui- 
vant la  droite  MC  et  suivant  !a  perpendiculaire  KMK/ 
à  cette  droite;  et  considérons  les  composantes  per- 
pendiculaires. On  a  évidemment 

cosBMK  =  sinBMC  =  ?, 

c 
en  désignant  par  c  la  longueur  de  la  droite  MC;  donc 
la  composante  de  Q  suivant  MK  sera  égale  à  -^.  De 
même,  les  composantes  de  P  et  P'  perpendiculaires 
à  MC  seront  -f-  et  -£-.  Elles  agissent  en  sens  con- 
traire,  quand  la  ligne  MC  traverse  l'angle  AMA' 
(fîg.  16) ,  et  dans  le  même  sens,  quand  elle  tombe 
hors  de  cet  angle.  Or,  la  somme  de  ces  composantes, 
dans  le  second  cas,  et  l'excès  de  la  plus  grande  sur  la 
plus  petite ,  dans  le  premier,  doit  reproduire  la  com- 
posante de  Q,  puisque  Q  est  la  résultante  de  P  et  P'; 
en  supposant  la  composante  de  P  plus  grande  que 
celle  de  P',  et  supprimant  le  diviseur  commun  c,  on 
aura  donc 

Q?  =  Pp  ±  py; 

ce  qu'il  s'agissait  de  prouver. 


1. 
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Si  l'on  imagine  que  le  point  C  soit  fixe  et  que  les 
perpendiculaires  Ca,  Caf,  Cb,  forment  un  système  in- 
variable, les  forces  P,  P'?  Q,  qui  peuvent  être  cen- 
sées agir  aux  extre'mités  a,  a',  b,  de  ces  droites,  ne 
pourront  produire  qu'un  mouve aient  de  rotation  au- 
tour du  centre  des  momens.  Or  ,  Finspection  de  la  fi- 
gure 17,  à  laquelle  répond  le  signe  supérieur  dans 
l'équation  précédente,  montre  que  quand  le  point  C 
tombe  hors  de  l'angle  AMB,  et  de  son  opposé  au 
sommet,  les  trois  forces  P,  P',  Q,  tendent  à  faire  tour- 
ner leurs  points  d'application  dans  le  même  sens  au- 
tour du  point  C  ;  au  contraire,  lorsque  ce  point  tombe 
dans  l'un  de  ces  deux  angles,  la  figure  16,  qui  ré- 
pond au  signe  inférieur,  fait  voir  que  les  forces  P  et 
P'  tendent  à  faire  tourner  les  points  a  et  a'  en  sens  op- 
posés; et  l'on  voit  aussi  que,  dans  ce  cas,  la  résul- 
tante Q  tend  à  faire  tourner  son  point  d'application 
dans  le  même  sens  que  la  composante  qui  a  le  plus 
grand  moment.  D'après  cette  remarque,  le  théo- 
rème qu'on  vient  de  démontrer  revient  à  dire  que 
le  moment  de  la  résultante  de  deux  forces  est  égal 
à  la  somme  ou  à  la  différence  des  momens  de  ces 
deux  forces,  selon  que  les  composantes  tendent  à 
faire  tourner  leurs  points  d'application  dans  le  même 
sens  ou  en  sens  opposés  autour  du  centre  des  mo- 
mens, et  que  la  résultante  tend  à  faire  tourner 
dans  le  sens  de  la  composante  qui  a  le  plus  grand 
moment. 

Ce  théorème  ayant  lieu  pour  des  forces  dont  les 
directions  font  un  angle  quelconque,  doit  encore  sub*- 
sister  lorsqu'elles  deviennent  parallèles;  c'est  effecti- 
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veinent  une  conséquence  facile  à  déduire  de  la  com- 
position des  forces  de  ce  genre  (n°  4^). 

47 .  L'avantage  de  ce  dernier  énoncé  est  de  pouvoir  fa- 
cilement s'étendre  à  un  nombre  quelconque  de  forces 
P,  P',  P*,  etc.,  dirigées  dans  un  même  plan.  En  re- 
gardant le  centre  des  momens  comme  un  point  fixe, 
autour  duquel  les  forces  tendent  à  faire  tourner  le 
système  de  leurs  points  d'application ,  liés  entre  eux 
d'une  manière  invariable,  le  moment  de  la  résultante 
est  égal  à  la  somme  des  momens  des  forces  qui  ten- 
dent à  faire  tourner  dans  le  même  sens  qu'elle,  moins 
la  somme  des  momens  des  forces  qui  tendent  à  faire 
tourner  en  sens  contraire. 

Pour  fixer  les  idées ,  supposons  que  les  trois  pre- 
mières forces  P,  P',  P",  tendent  à  faire  tourner  dans 
un  même  sens,  et  toutes  les  autres  dans  un  sens 
opposé.  Reprenons  la  série  de  réductions  du  n°  45. 
Soient  Q,  la  résultante  deP  et  P',  et  Q'  celle  de  Q  et  P", 
ou  de  P,  P',  P".  Soient  aussi  p,  p',  p",  q9  q',  les  per- 
pendiculaires abaissées  du  centre  des  momens  sur  les 
directions  de  P,  P',  Pf/,  Q,  Q';  nous  aurons,  d'après 
ce  qu'on  vient  de  voir, 

Q?  =  Tp  +  P>',       QV  =  Qj  +  P>", 
et,  par  conséquent, 

QY  =  p^  +  py  +  py. 

De  même,  si  l'on  désigne  par  Qy  la  résultante  de  toutes 
les  autres  forces  Pw,  P,v,  etc.;  par  q{  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  centre  des  momens  sur  sa  direction; 
par  pm,  piy,  etc. ,  les  perpendiculaires  abaissées  du 

6.. 
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même  point  sur  les  directions  de  P'",  PI?,  etc.,  on 

aura  aussi 

Q,^  =  ¥"'pm  +  Py  +  etc. 

Or,  îa  résultante  R  de  toutes  les  forces  données  sera 
celle  des  deux  forces  Q'  et  Q^  si,  donc,  on  représente 
par  r  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  des  mo- 
mens  sur  la  direction  de  R,  et  si  l'on  considère  que 
ces  forces  Q'  et  Qy  tendent  à  faire  tourner  en  sens  op- 
posés, on  aura 

Rr  =  ±(QY-QA), 

selon  que  Q^'  sera  plus  grand  ou  moindre  que  Qy^. 
Dans  le  premier  cas,  la  force  R  tendra  à  faire  tourner 
dans  le  même  sens  que  la  force  Q',  et,  conséquem- 
ment,  dans  le  même  sens  que  les  trois  forces  P,  P',  P". 
Nous  supposerons  que  ce  soit  ce  premier  cas  qui  ait 
lieu;  et  en  substituant  pour  Q'g'  et  Q^y  leurs  valeurs, 
nous  aurons  alors 

Rr==  pp  +  py + py  —  py  _-  P*y  v  —  etc.  ;    (  i  ) 

équation  qui  renferme  le  théorème  qu'on  voulait  dé- 
montrer. 

En  supposant,  que  le  centre  des  momens  soit  le 
point  d'appui  du  levier  auquel  les  forces  P,  P',  P"?  etc., 
sont  appliquées,  il  faudra,  pour  l'équilibre  de  ce  le- 
vier, qu'on  ait 

Pp  +  py  _|_  py  —  py  —  p«y  t  _  etc#  =  0  f    ^ 

puisque,  dans  ce  cas,  ces  forces  doivent  avoir  une 
résultante  qui  doit  passer  par  le  point  d'appui  (n°  /\5), 
et  pour  laquelle  on  a  donc  r  =  o. 
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48.  On  peut  rendre  lequation  (1)  plus  générale, 
eu  supposant  que  par  des  décompositions  et  recom- 
positions des  forces  P,  F,  P",  etc. ,  on  les  ait  transfor- 
mées en  d'autres  forces  S,  S',  S",  etc.,  dont  l'ensemble 
soit  équivalent  aux  forces  données.  En  désignant  par 
s,  s%  s",  etc.,  les  perpendiculaires  abaissées  du  centre 
des  momens  sur  les  directions  de  S,  S',  S*,  etc.,  on 
trouvera,  par  le  même  raisonnement  que  dans  le 
numéro  précédent , 

SH-SV+SV+e,tc.=Pp+Py+Py'— P>w— P1Tp"— etc.;.(3) 

équation  dans  laquelle  on  devra  prendre  avec  le 
signe  +,  les  momens  des  forces  S,  S',  S",  etc.,  qui 
tendent  à  faire  tourner  dans  le  même  sens  que  P,  P',  P"; 
et  avec  le  signe  — ,  les  momens  de  celles  qui  tendent 
à  faire  tourner  dans  le  même  sens  que  Pw,  PIV,  etc. 

Le  cas  particulier  où  les  forces  P,  P',  Pff?  etc.,  sont 
irréductibles  à  une  seule,  est  compris  dans  cette  der- 
nière équation.  Soient  alors  S  et  S' deux  forces  égales, 
parallèles  et  non  directement  opposées  ;  et  appelons  h 
leur  distance  mutuelle.  Si  le  centre  des  momens  est 
situé  entre  leurs  directions,  on  aura  s  +  s'  =  h  ;  elles 
tendront  à  faire  tourner  dans  le  même  sens  autour  de 
ce  point;  on  donnera  donc  le  même  signe  à  leurs  mo- 
mens, et  il  en  résultera 

§s  +  SV  =  SA. 

Si,  au  contraire,  le  centre  des  momens  n'est  pas  com- 
pris entre  S  et  S7,  et  qu'on  suppose  <?>.?',  on  aura 
s  —  s'z=zh'7  ces  deux  forces  tendront  à  faire  tourner 
on  sens  opposés;  on  devra  donner  le  signe  +  au  mo- 


86  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE. 

nient  de  S  et  le  signe  —  au  moment  de  S';  et  il  en 

résultera 

Sj  —  S's'=Sh. 

Par  conséquent ,  l'équation  (3)  deviendra  toujours 

$h  =  ¥p  +  P'//  +  P*/  ~  Py  —  PITPIV  —  etc. 

Son  second  membre  se  composant  de  quantités  qui 
sont  toutes  données,  il  en  résulte  que  si  les  valeurs 
de  S  et  A  viennent  à  changer,  leur  produit  demeurera 
constant,  ainsi  qu'on  l'avait  déjà  dit  plus  haut. 

On  conclut  aussi  de  cette  dernière  équation  que, 
quand  son  second  membre  est  nul ,  les  forces  données 
ne  peuvent  pas  tomber  dans  le  cas  d'exception  où 
elles  sont  irréductibles  à  une  seule  ;  il  s'ensuit  donc 
que  l'équation  (2)  exprime  à  la  fois  que  les  forces 
P,  P',  P",  etc.,  ont  une  résultante  unique,  et  que 
cette  résultante  passe  par  le  centre  des  momens  ;  par 
conséquent,  elle  est  l'équation  nécessaire  et  suffisante 
pour  l'équilibre  du  levier,  dont  ce  centre  est  le  point 
d'appui.  La  résultante  R  que  Ton  obtiendra  par  la 
série  de  réductions  du  n°  4-5 ,  exprimera  la  charge 
qu'il  aura  à  supporter;  quand  elle  sera  nulle,  les 
forces  P,  P',  V\  etc. ,  se  feront  équilibre  dans  leur 
plan  sans  le  secours  de  ce  point  fixe. 

4g.  La  condition  de  l'équilibre  dans  le  levier  peut 
aussi  s'exprimer  par  une  équation  analogue  à  la  for- 
mule (i)  du  n°  5g. 

Soient,  par  exemple,  M,  M',  M'  (fig.  18),  les 
points  d'application  des  trois  forces  P,  F,  Pf/,  qui  agis- 
sent sur  le  levier  ECF,  suivant  des  directions  MA,  M'A', 
Wk%  comprises  dans  son  plan.  Faisons  tourner  infî- 


STATIQUE,  PREMIÈRE  PARTIE.  87 

niment  peu  ce  levier  autour  de  son  point  d  appui  C, 
de  sorte  que  M,  M',  M",  viennent  en  m,  m,  m".  D'a- 
près la  définition  du  n*  3g,  les  arcs  infiniment  petits 
Mm ,  MW,  M'V,  que  l'on  peut  prendre  pour  des 
lignes  droites,  seront  les  vitesses  virtuelles  des  points 
d'application  M,  MF,  M",  des  trois  forces  que  Ton  con- 
sidère. J'abaisse  de  m  T  mf,  m",  des  perpendiculaires 
ma,  m'a',  m'a',  sur  les  droites  MA,  M'A7,  M"A",  ou 
sur  leurs  prolongemens  ;  Ma  sera  la  projection  de  Mm 
sur  la  direction  même  de  la  force  P,  qui  tend  à  faire 
tourner  le  levier  dans  le  sens  de  la  rotation  qui  a  eu 
lieu;  Ma'  et  MV  seront  les  projections  de  Mm'  et 
M'ni  sur  les  prolongemens  des  deux  autres  forces 
P'  et  Pr/,  qui  tendent  à  le  faire  tourner  dans  le  sens 
opposé.  Pour  cette  raison,  je  considère  la  première 
de  ces  projections  comme  une  quantité  positive,  et 
les  deux  autres  comme  des  quantités  négatives.  Je 
représenterai  ces  trois  quantités  par  <sr,  <&' 9  <&". 

Cela  posé,  en  vertu  du  principe  des  vitesses  vir- 
tuelles, la  somme  des  forces  données  multipliées  res- 
pectivement par  les  projections  ainsi  définies  des  vi- 
tesses virtuelles  de  leurs  points  d'application,  est  nulle 
dans  le  cas  de  l'équilibre,  et  réciproquement  l'équi- 
libre a  lieu  quand  cette  somme  est  zéro;  en  sorte 
que  l'équation  d'équilibre  du  levier  est 

P<sr  +  PV  +  PV  —o;  (4) 

et,  en  effet,  il  est  aisé  de  vérifier  qu'elle  coïncide 
avec  celle  que  l'on  a  déduite  de  la  considération  des 
momens. 

Pour  cela,  désignons  par  /??  pf, p",  les  perpendicu- 


88  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE, 

laires  CG,  CG',  CG",  abaissées  du  point  C  sur  les  di- 
rections des  forces  P,  P',  P";  par  c,  c',  c",  les  distances 
CM,  CM',  CM",  de  leurs  points  d'application  au  point  C; 
et  par  y,  y',  y",  les  vitesses  virtuelles  Mm,  M' m! ',  M*mw. 
L'arc  infiniment  petit  M/w  se  confondant  avec  sa  tan- 
gente, les  triangles  Mma  et  CMG  ont  leurs  côtés 
perpendiculaires  l'un  à  l'autre,  et  sont  semblables;  on 
a  donc 

Ma  :  Mm  ::  CG  :  CM- 

et  à  cause  de 

Ma  —  <sr,  Mm  =  y,  CG=p,  CM  =  c, 

on  en  déduit 


On  aura  de  même 


py 


p  y  w  ^         p  y 


<ar  =  —  —r  p 


en  observant  que  <sr'  et  <&?'  sont,  par  hypothèse,  des 
quantités  négatives.  De  plus,  la  forme  du  levier  étant 
supposée  invariable,  les  trois  arcs  Mm,  Mlm',  M" m", 
décrits  en  même  temps,  répondent  à  un  même  angle  ; 
et  en  les  divisant  par  leurs  rayons  respectifs  CM, 
CM',  CM*,  on  aura  trois  rapports  égaux.  En  dési- 
gnant par  S  la  grandeur  commune  de  ces  rapports, 
on  aura  donc 


c   '    "  c'  c 


et,  par  conséquent, 

®r=ph,        <sr'  =  — p'8,        <sr"  =  —  //'&.. 
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Or,  si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  l'équation  (4) , 
et  qu'on  supprime  ensuite  le  facteur  G  commun  à  tous 
ses  termes ,  elle  deviendra 

ce  qui  est  effectivement  l'équation'  d'équilibre  du  le- 
vier que  nous  considérons.  Réciproquement,  si  l'on 
multiplie  cette  dernière  équation  par  8,  elle  se  chan- 
gera dans  l'équation  (4). 

Le  raisonnement  serait  évidemment  le  même, 
quels  que  fussent  le  nombre  des  forces  données  P,  P'9 
P*,  etc, ,  et  le  sens  dans  lequel  elles  tendent  à  faire 
tourner  le  levier. 


ui  fi 
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CHAPITRE  in. 

DE  LA  COMPOSITION  ET  DE  L^EQUILIBRE  DES  FORCES 

PARALLÈLES. 

5o.  La  composition  des  forces  parallèles  se  déduit, 
ainsi  qu'on  l'a  vu  précédemment  (n°  43),  de  la  règle 
du  parallélogramme  des  forces,  en  considérant  les 
forces  données  comme  des  forces  dont  le  point  de 
concours  est  à  l'infini;  mais  en  s'appuyant  toujours 
sur  cette  règle,  on  peut  aussi  obtenir  la  résultante  de 
deux  forces  parallèles  par  un  autre  moyen  qu'il  est 
bon  de  connaître. 

Soient  P  et  Q  les  deux  composantes,  agissant  aux 
points  E  et  F  de  la  droite  inflexible  EF,  suivant  les 
directions  parallèles  EA  et  FB,  dans  le  même  sens 
(fîg.  19),  ou  en  sens  opposés  (fig.  20).  On  ne  chan- 
gera rien  à  ce  système  de  forces,  en  appliquant  aux  ex- 
trémités de  cette  droite  des  forces  égales,  dirigées  en 
sens  contraire  Tune  de  l'autre,  suivant  ses  prolon- 
gemens  EC  et  FD,  et  dont  la  grandeur  commune  sera 
représentée  par  S.  Je  prends  la  résultante  des  forces 
P  et  S  appliquées  au  point  E ,  qui  sera  une  force  P' 
agissant  suivant  une  droite  EA'  comprise  dans  l'angle 
AEC  ;  de  même  la  résultante  des  forces  Q  et  S ,  qui 
agissent  au  point  F,  sera  une  force  Q'  dirigée  sui- 
vant une  droite  FB',  comprise  dans  l'angle  BFD  ;  et 
si  l'on  excepte  le  cas  du  n°  44?  ou  les  forces  données 
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P  et  Q  sont  égales  et  agissent  en  sens  opposés,  les 
deux  droites  EA'  et  FB'  ne  seront  pas  parallèles.  Par 
conséquent,  en  supposant  leur  point  d'intersection  K 
lié  invariablement  à  la  droite  EF,  il  sera  permis  de 
le  prendre  pour  le  point  d'application  commun  aux 
deux  forces  P'  et  Q'  (n°  40*  P31"  ce  point  K,  je  mène 
les  droites  E'F'  et  KH',  parallèles  à  la  droite  EF  et  à 
la  direction  des  forces  P  et  Q,  puis  je  décompose  cha- 
cune des  forces  P'  et  Q'  suivant  ces  parallèles  :  il  est 
évident  qu'on  retrouvera  de  cette  manière  les  com- 
posantes S  et  P,  dirigées  suivant  KE'  et  KH,  et  les 
composantes  S  et  Q,  dirigées  suivant  KF7  et  KH 
(fîg.  19),  ou  suivant  KF'  et  KH'  (fig.  20),  Nous  au- 
rons donc  les  quatre  mêmes  forces  qu'auparavant, 
mais  appliquées  toutes  quatre  à  un  même  point  K. 
En  supprimant  les  deux  forces  S,  il  restera  les  deux 
forces  P  et  Q,  dirigées  suivant  la  même  droite  KH, 
dans  le  cas  de  la  figure  19,  ou  suivant  cette  droite  KH 
et  son  prolongement  KH',  dans  le  cas  de  la  figure  20, 
qui  suppose  que  Q  est  la  plus  grande  des  deux  forces 
données.  Donc,  la  résultante  de  ces  deux  forces  leur 
sera  parallèle  ;  et  en  la  désignant  par  R,  nous  au- 
rons 

R  =  Q  ±  P, 

selon  qu'elles  seront  dirigées  dans  le  même  sens  ou 
en  sens  opposés. 

Pour  déterminer  le  point  O,  où  sa  direction  viendra 
couper  la  droite  EF  ou  son  prolongement,  je  sup- 
poserai que  E'  et  F'  soient  les  intersections  des  lignes 
AEetRF  avec  la  droite  ET7;  les  deux  quadrilatères 
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EE'KO  et  FF'KO  seront  des  parallélogrammes;  et  si 
l'on  prend  leurs  diagonales  KE  et  KF  pour  représen- 
ter les  résultantes  P'  et  Q',  on  aura 

S  :  P   ::  EO  :  KO, 
S  :  Q  ::  FO  :  KO, 

pour  les  rapports  des  composantes.  On  conclut  de  là 

P  :  Q  ::  FO  :  EO; 

ce  qui  fera  connaître  la  position  du  point  0,  qu'on 
pourra  prendre  pour  le  point  d'application  de  la  ré- 
sultante R. 

On  en  déduit  aussi 

P  :  Q  =b  -P  ::  FO  :  EF, 
Q  :  Q  db  P   ::  EO  :  EF; 

les  signes  supérieurs  se  rapportant  à  la  figure  19,  et 
les  signes  inférieurs  à  la  figure  20  ;  en  ayant  égard  à 
la  valeur  précédente  de  R,  on  aura  donc,  dans  les 
deux  cas, 

P  :  Q  :  R  ::  FO  :  EO  :  EF- 

ce  qui  montre  que  chacune  des  trois  forces  P,  Q,  R, 
est  proportionnelle  à  la  distance  comprise  entre  les 
points  d'application  des  deux  autres. 

Cette  proportion,  et,  par  suite,  la  position  du 
point  0,  sont  indépendantes  de  l'angle  sous  lequel 
les  directions  des  forces  données  sont  coupées  par 
la  ligne  EF  ,  qui  peut  être  une  droite  quelconque 
aboutissant  par  ses  extrémités  à  ces  deux  directions. 

5i.  On  résoudra   maintenant,  sans  aucune  diffi- 
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culte,  toutes  les  questions  qui  peuvent  se  présen- 
ter sur  la  composition  de  deux  forces  parallèles  en 
une  seule  et  sur  la  décomposition  d'une  force  en 
deux  autres  qui  lui  soient  parallèles.  Nous  n'entre- 
rons dans  aucun  détail  à  ce  sujet;  et  nous  ne  re- 
viendrons pas  non  plus  sur  le  cas  particulier  des 
forces  égales  et  non  directement  opposées,  que  nous 
avons  exclu  de  la  démonstration  précédente ,  et  qui 
a  été  suffisamment  examiné  dans  le  n°  44- 

Je  vais  actuellement  considérer  un  nombre  quel- 
conque de  forces  parallèles,  dont  une  partie  agit 
dans  un  sens  et  l'autre  partie  dans  le  sens  opposé, 
qui  sont  situées  ou  non  situées  dans  un  même  plan, 
et  appliquées  à  des  points  liés  entre  eux  d'une  ma- 
nière invariable ,  par  exemple ,  à  différens  points 
d'un  corps  solide. 

En  composant  deux  de  ces  forces  en  une  seule, 
puis  celle-ci  et  une  troisième  encore  en  une  seule , 
et  ainsi  de  suite,  on  parviendra  à  déterminer  la 
grandeur  et  la  position  dans  l'espace  de  la  résul- 
tante de  toutes  les  forces  données,  à  moins  que  les 
deux  dernières  forces  qu  on  aura  à  considérer  ne 
tombent  dans  le  cas  d'exception  du  n°  44  •  Cette  ré- 
sultante sera  évidemment  parallèle  à  la  direction 
commune  des  composantes;  de  plus,  elle  sera  égale 
à  la  somme  de  celles  qui  agissent  dans  un  même 
sens,  moins  la  somme  de  celles  qui  agissent  en 
sens  contraire ,  et  elle  agira  dans  le  sens  de  la  plus 
grande  somme.  Si  donc  on  regarde  les  unes  comme 
des  quantités  positives ,  et  les  autres  comme  des 
quantités  négatives  (  n°  i 1  )  ;   qu'on  les  représente 
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toutes  par  P,  P',  P",  etc.,  et  leur  résultante  par  R, 

ou  aura  toujours 

R—P  +  p'+p'-J-etc. 

52,  Si  les  forces  données  viennent  à  tourner  au- 
tour de  leurs  points  d'application  sans  cesser  d'être 
parallèles,  leur  résultante  tournera  aussi  autour  d'un 
des  points  de  sa  direction  ;  car  son  point  d'applica- 
tion, qu'on  trouve  en  composant  successivement  les 
forces  données,  comme  on  vient  de  l'indiquer,  ne 
dépend  en  aucune  manière  de  la  direction  commune 
de  ces  forces,  et  reste,  conséquemment,  le  même 
quand  cette  direction  vient  à  changer. 

Ainsi,  par  exemple,  supposons  que  les  forces  don- 
nées soient  au  nombre  de  trois,  P,  P',  Pff,  dirigées 
suivant  les  droites  MA,  M'A',  M" A"  (fig.  ai).  Soit 
d'abord  NB  la  direction  de  la  résultante  de  P  et  P', 
qui  sera  égaie  à  P  H-P';  soit  ensuite  N'B'  la  direc- 
tion de  la  résultante  de  P  +  P'  et  f;  cette  der- 
nière force  P"  étant  supposée,  dans  la  figure,  agis- 
sante en  sens  contraire  de  P  et  P',  et  plus  grande 
que  P  +  P'.  Concevons  maintenant  que  les  trois 
forces  P ,  P',  P",  tournent  autour  des  points  M ,  M', 
M*,  en  conservant  leur  parallélisme  et  le  sens  relatif 
de  leurs  actions.  Soient  Ma,  MV,  MV,  leurs  nou- 
velles directions.  Dans  ce  nouvel  état>  la  résultante 
des  forces  P  et  P'  rencontrera  la  droite  MM'  au  même 
point  N  qu'auparavant ,  puisque  la  position  de  ce 
point  ne  dépend  que  du  rapport  des  composantes , 
et  nullement  de  l'angle  que  la  droite  MM'  fait  avec 
leurs  directions  (n°  5o);  elle  sera  présentement  di- 
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rigée  suivant  la  droite  N6  parallèle  à  Ma  et  M'a', 
et  encore  égale  à  P  -f  F.  Par  la  même  raison  <  la 
résultante  de  P  •+-  P'  et  P"  rencontrera  le  prolon- 
gement de  la  droite  MM/  au  même  point  N'  qu'au- 
paravant ,  et  sera  dirigée  suivant  une  droite  N'^' pa- 
rallèle à  Nb  ;  par  conséquent ,  les  trois  forces  P  , 
P' ',  P",  tournant  autour  de  leurs  points  d'application 
M,  M',  M" ,  leur  résultante  tournera  aussi  autour 
d'un  même  point  N'. 

53.  Nous  appellerons  centre  des  forces  parallèles 
le  point  dans  lequel  viennent  se  couper  toutes  les 
directions  successives  de  la  résultante,  quand  ses 
composantes  tournent  autour  de  leurs  points  d'appli- 
cation, qu'on  suppose  invariables. 

On  verra  par  la  suite  combien  le  centre  des  forces 
parallèles  est  important  à  considérer,  surtout  dans 
les  questions  relatives  à  l'équilibre  et  au  mouvement 
des  corps  pesans.  On  peut  déjà  observer  que  si  un 
corps  solide  est  sollicité  par  des  forces  parallèles 
quelconques,  que  l'on  détermine  le  centre  de  ces 
forces,  et  qu'on  le  suppose  fixe,  l'équilibre  aura  lieu 
dans  toutes  les  positions  que  le  corps  pourra  pren- 
dre autour  de  ce  point ,  pourvu  que  les  forces  don- 
nées restent  toujours  parallèles  et  appliquées  aux 
mêmes  points  de  ce  corps;  car  alors  leur  résultante 
passera  constamment  par  le  point  fixe ,  ce  qui  suffit 
pour  qu'elle  soit  détruite. 

Les  coordonnées  du  centre  des  forces  parallèles, 
rapportées  à  trois  axes  rectangulaires,  dépendent, 
comme  on  va  le  voir,  des  produits  de  ces  forces  mul- 
tipliées par  les  coordonnées  de  leurs  points  d'applica- 
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tion.  A  cause  que  ces  produits  se  présentent  dans  un 
grand  nombre  de  cas,  on  leur  a  donné  un  nom  parti- 
culier; on  appelle  moment  dune  force  par  rapport  à 
un  plan ?  le  produit  de  cette  force  et  de  sa  distance  à 
ce  plan.  Ainsi,  P  étant  l'intensité  d'une  force  appli- 
quée en  un  point  dont  les  coordonnées  sont  x,  y,  z, 
les  produits  Pz,  Pjr,  ¥x ,  seront  ses  momens  par  rap- 
port aux  plans  des  x  et  y,  des  x  et  z,  des  y  et  z.  Les 
momens  de  cette  espèce  n'ont  rien  de  commun ,  en 
général,  avec  les  momens  par  rapport  à  un  point 
qu'on  a  définis  dans  le  n°  42-  Ceux-ci  dépendent  de 
la  direction  de  la  force ,  et  sont  indépendans  de  son 
point  d'application;  les  momens  par  rapport  à  un 
plan  dépendent,  au  contraire,  de  la  position  du 
point  d'application  de  la  force,  et  sont  indépendans 
de  sa  direction.  On  ne  fait  usage  des  derniers  que 
dans  le  cas  des  forces  parallèles;  en  sorte  qu'ils  peu- 
vent être  des  quantités  positives  ou  négatives,  à  rai- 
son du  signe  de  la  force  et  des  coordonnées  du  point 
où  elle  est  appliquée. 

54.  Soient  M,  M',  M",  etc.  (  fïg.  22),  les  points 
d'application  des  forces  parallèles  P,  P',  P%  etc., 
dont  il  sera  inutile  d'indiquer  les  directions.  Menons 
arbitrairement  trois  axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  Oz , 
qui  seront  ceux  des  coordonnées;  désignons  par  x  9 
y,  z,  les  coordonnées  de  M;  par  x',  y',  z',  celles  de 
M';  par  x\  y",  z\  celles  de  M",  etc.;  et  supposons 
que  toutes  ces  coordonnées  et  ces  forces  sont  des 
quantités  données  qui  peuvent  être  positives  ou  né- 
gatives. Soient  encore  Q,  Q',  Q",  etc.,  les  projections 
des  points  M,  M',  M",  etc.,  sur  le  plan  des  x  et  y; 
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en  sorte  qu'on  ait 

MQ  =  z,     M'Q'  =  z',     M"Q"=<s",     etc. 

Enfin,  représentons  par  «r,,  jrl9  zx,  les  trois  coor- 
données du  centre  des  forces  parallèles  dont  il  s'agit 
de  trouver  les  valeurs. 

La  résultante  P  -f-  P'  des  deux  forces  P  et  P'  ren- 
contrera en  un  point  N  la  droite  MM'  ou  son  prolon- 
gement, selon  que  ces  deux  forces  seront  de  même 
signe  ou  de  signe  contraire;  mais  dans  les  deux 
cas  on  aura 

P'  :  P  +  P'  ::  MN  :  MM'. 

Soit  K  la  projection  de  N  sur  le  plan  des  x  et  y.  Par 
le  point  M,  menons  la  parallèle  MGH  à  la  droite 
QKQ',  qui  rencontre  les  droites  NK  et  M'Q'  aux 
points  G  et  H,  de  sorte  qu'on  ait 

MQ  =  GK  =  HQ'; 
on  aura  aussi 

MN  :  MM'  ::  NG  :  M'H; 

et  de  cette  proportion,  jointe  à  la  précédente,  on 
conclura 

(P  +  P')NG  =  F.  M'H. 

A  cette  équation,  j'ajoute  l'équation  identique 

(P  +  F)GK  =  P.MQ  +  F.HQ'; 

ce  qui  donne 

(P  +  P')  NK  =  ?z  +  PV. 

La  résultante  des  deux  forces  P  +  P'  et  P"  rencon- 
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trera  en  un  point  N;  la  droite  NM"  ou  son  prolon- 
gement^ selon  que  ces  deux  forces  auront  le  même 
signe  ou  des  signes  contraires;  et  si  K/  est  la  projec- 
tion de  N'  sur  le  plan  des  x  et  y,  on  trouvera, 
comme  dans  le  cas  précédent , 

(P  +  p'  +  p'/j  N'K'  =  (P  +  PO  NK  +  P  V  ; 

par  conséquent,  on  aura 

(P  4.  p'  +  p")  N'K'  =  Pz  +  P  V  +  PV'. 

On  continuera  de  même  jusqu'à  ce  qu'on  ait  épuisé 
toutes  les  forces  données  P,  P',  Pr/,  etc.  ;  et  si  R  est 
leur  résultante  totale,  on  aura  finalement 

RZl  =  Vz  +  P  V  +  PV  +  etc. 

La  figure  22  suppose  que  tous  les  points  M,  M', 
M",  etc. ,  N,  N',  etc.,  sont  situés  d'un  même  côté  du 
plan  des  x  et  y,  ou  que  leurs  ordonnées  parallèles  à 
l'axe  des  z  sont  toutes  de  même  signe;  mais  il  est 
aisé  de  voir  que  si  l'équation  précédente  est  vraie 
dans  ce  cas,  elle  le  sera  encore  lorsque  ces  ordonnées 
seront  en  partie  positives  et  en-  partie  négatives.  En 
effet,  transportons  le  plan  des  x  et  y,  parallèlement  à 
lui-même,  a  une  distance  quelconque  h  de  sa  posi- 
tion primitive.  Par  rapport  à  ce  nouveau  plan , 
soient  Z,  Z',  Zf/,  etc.,  les  coordonnées  de  M,  M', 
M",  etc.,  et  Zx  celle  du  centre  des  forces  parallèles, 
de  sorte  qu'on  ait 

Zx=zzx—Ji9  Z=z—h,  Z'=z'—h,  Z'f=z"—h,  etc.; 

si  Ton  retranche  de  l'équation  précédente  l'équation 
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identique 

Rh  =  ?k  +  PVz  +  Y'h  -f-  etc. , 

il  en  résultera 

RZt  =  PZ  +  PZ'  +  P  "Z"  +  etc.  ; 

équation  dans  laquelle  les  ordonnées  Z,  Z',  Z",  etc., 
peuvent  être  positives  ou  négatives. 

On  voit  donc  que,  dans  tous  les  cas,  le  moment 
de  la  résultante  d'un  nombre  quelconque  de  forces 
parallèles  par  rapport  à  un  plan  choisi  arbitraire- 
ment, est  égal  à  la  somme  des  momens  de  ces  forces 
par  rapport  au  même  plan. 

55.  En  prenant  successivement  les  momens  par 
rapport  aux  trois  plans  des  coordonnées ,  on  aura , 
d'après  les  notations  précédentes , 

Rx,  =  P.r  +  Yx  +  P  V  +  etc. ,   s 

Rj,  =  Pj  +  py  +  py  +  etc. ,  (    (i) 

RZi  =Yz  +  PV  -h  PV  +  etc.  ;    ) 

et  à  cause  de 

R  =  P  +  F  +  P^  +  etc,  -  (2) 

les  trois  coordonnées  du  centre  des  forces  parallèles 
seront  complètement  déterminées.  En  menant  par  ce 
point  une  droite  parallèle  aux  forces  données,  dans 
le  sens  indiqué  par  le  signe  de  R,  on  aura  la  direc- 
tion de  la  résultante.  Ces  quatre  équations  renferme- 
ront, de  la  manière  la  plus  générale  ?  la  théorie  des 
forces  parallèles. 

La  somme  des  momens  des  forces  P,  P',  Pf/?etc,  est 
égale  à  zéro,  par  rapport  à  tout  plan  passant  par  le 
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centre  des  forces  parallèles  ;  car ,  en  prenant  ce  plan 
pour  celui  des  x  et  y9  il  faudra  qu'on  ait  zt  =  o , 
et,  conséquenmient , 

p^  +  PV  +  PV  +  etc. 

Dans  le  cas  particulier  où  P,  P',  Pf/,  etc.,  se  ré- 
duisent à  deux  forces  égales,  agissant  en  sens  opposé, 
leur  somme  R  est  égale  à  zéro  ;  ce  qui  rend  infinies 
les  valeurs  de  xl9  yl9  zx.  Le  centre  des  forces  paral- 
lèles est  donc  alors  situé  à  l'infini ,  ou  plutôt  ce  centre 
n'existe  pas,  non  plus  que  la  résultante. 

56.  Lorsque  tous  les  points  d'application  M,  M', 
M",  etc. ,  des  forces  données  sont  situés  dans  un 
même  plan,  il  est  évident,  par  la  nature  du  centre 
des  forces  parallèles  (ne  5^),  que  ce  point ,  s'il  existe, 
devra  aussi  se  trouver  dans  ce  plan;  c'est  aussi  ce 
que  l'on  peut  conclure  des  équations  (i)  et  (2). 

En  désignant  par  a9  b,  c,  trois  constantes  don- 
nées, on  aura,  dans  ce  cas, 

z  =  ax  +  bj  -f-  c , 

z'  =  axf  -f-  bjr'  +  c , 

z"=  ax"+  by"-\-  c, 
etc. 

Je  substitue  ces  valeurs  de  z9  z9  z"9  etc.,  dans  la  troi- 
sième équation  (1);  il  vient 

Rzt  —  (Px  +  PV  +  PV  -f  etc.)  a 
+  (Pj  +  Yf  +  P'y  +  etc.)  b 
+  (P  +  F  +  P"  +  etc.)c. 

En  vertu  des  deux  autres  équations  (1)  et  de  Téqua- 
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lion  (2),  on  peut  remplacer  par  Rjt,,  Kj \ ,  R,  les 
coefficiens  de  a,  b,  c;  et  en  supprimant  ensuite  le 
facteur  commun  R  ,  on  a 

zM  =  axt  +  byz  -f-  c  ; 

ce  qui  montre  que  le  centre  des  forces  parallèles  ap- 
partient au  plan  des  points  M,  M',  M",  etc.  , 

Lorsque  tous  ces  points  sont  sur  une  même  ligne 
droite,  ce  centre  s'y  trouve  également;  et  il  suffit  de 
la  première  des  équations  (1)  pour  déterminer  sa  posi- 
tion, en  prenant  cette  droite  pour  Taxe  des.r.  Si,  de 
plus,  les  forces  P,  P\  P",  etc.,  sont  perpendiculaires 
à  cette  droite ,  les  momens  que  nous  considérons  ac- 
tuellement se  confondent  avec  les  momens  par  rap- 
port à  un  point,  qui  est  ici  l'origine  0  des  abscisses  x, 
et  la  première    équation  (1)  coïncide  avec  l'équa- 
tion (1)  du  n°  47-  Il  est  aisé  de  voir,  en  effet,  que 
parmi  les  forces  données  P,  P',  P",  etc.,  celles  qui  ten- 
dent à  faire  tourner  autour  du  point  G  dans  le  même 
sens  que  la  résultante  R,  sont  toutes  les  forces  qui  ont 
le  même  signe  que  leurs  distances  x,  xf,  xu,  etc.,  à  ce 
point,  et  que  celles  qui  tendent  à  faire  tourner  dans 
le  sens  opposé  sont  les  forces  qui  ont  un  signe  con- 
traire à   celui  de   ces  mêmes  distances  ;   par   con- 
séquent, les  momens  des  premières  s'ajoutent,  et 
ceux  des  dernières  se  retranchent,  conformément  à 
l'énoncé  du  numéro  cité. 

57.  Les  équations  d'équilibre  des  forces  parallèles 
P,  P',  Pf',  etc.,  se  déduisent  aisément  de  la  théorie 
qu'on  vient  d'exposer. 

^>  il  n'existe  aucun  point  fixe  dans  le  système,  il 
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faut,  pour  l'équilibre,  qu'en  séparant  l'une  de  ces 
forces,  par  exemple  la  force  P,  toutes  les  autres  aient 
une  résultante  qui  soit  égale  et  directement  opposée 
à  P.  Soit  donc  R'  la  résultante  des  forces  P',  P",  etc.; 
puisque  les  forces  P  et  R'  sont  égales  et  dirigées  en 
sens  contraires,  elles  doivent  être   égales  et  de  si- 
gnes différens,   ou,  autrement  dit,  on  doit  avoir 
P  +  R'  =  o.  Mais  R'  est  la  somme  des  composantes 
P',  Pr/,  etc.;  il  en  résulte  donc,  pour  la  première 
équation  d'équilibre, 

p  +  p'  +  P"  +  etc.  ==  o.  (a) 

Pour  exprimer,  en  outre,  que  les  forces  P  et  R' 
sont  directement  opposées,  soient  et,  ê,  y9  les  trois 
coordonnées  du  centre  des  forces  parallèles  P', 
P",  etc. ,  de  manière  qu'on  ait 

R'*  =  PV  +  P"x"  +  etc.  , 
R'£  =  P'/  +  Y'f  +  etc. , 
R'y  =  PV  +  PV  +  etc. 

Ce  centre  étant  le  point  d'application  de  leur  résul- 
tante R',  il  sera  nécessaire  qu'il  se  trouve  sur  la  di- 
rection de  la  force  P,  pour  que  R'  soit  directement 
opposée  à  cette  force ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même , 
ce  centre  et  le  point  d'application  M  de  la  force  P 
doivent  être  sur  une  même  parallèle  à  la  direction 
commune  des  forces  données.   Si  donc  on  prend  , 
pour  plus  de  simplicité ,  le  plan  des  œ  et  y  perpen- 
diculaire à  cette  direction,  il  faudra  que  ces  deux 
points  soient  situés  sur  une  même  perpendiculaire  à 
ce  plan;  ils  auront  alors  la  même  projection  sur  ce 
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plan  ;  par  conséquent ,  leurs  coordonnées  seront  les 
mêmes  parallèlement  aux  axes  des  x  et  jr9  de  sorte 
que  Ton  aura 

cl  ^^  x  ,        ©  zzzz  y  » 

Je  substitue  donc  x  et  j  à  la  place  de  et  et  S  dans 
les  deux  premières  équations  précédentes,  et,  à  cause 
de  R'  =  —  P,  il  vient 

Fx  +  PV  +  PV  +  etc.  =  o , 
Pj  +  py  +  py  +  etc. 

équations  qui  signifient  que  la  somme  des  momens  de 
toutes  les  forces  P,  P',  Pf/,  est  nulle,  etc.,  par  rapport 
aux  plans  des  x  et  z9  et  desj*  et  z,  parallèles  à  leur 
direction. 

Ainsi,  l'équilibre  de  ces  forces  exige  que  les  équa- 
tions (a)  et  (b)  aient  lieu  en  même  temps.  Récipro- 
quement ,  quand  ces  trois  équations  sont  satisfaites , 
l'équilibre  existe  ;  car  si  l'on  considère  la  résultante 
R'  de  toutes  ces  forces  moins  une,  on  aura,  en  vertu 
de  ces  équations, 

R'=  —  P,     R'cl  =  —  Vx,     R'£  =  — Pj, 

et,  par  conséquent, 

et  =  x ,       £  =  y  ; 

en  sorte  que  cette  résultante  sera  égaie  et  directe-^ 
ment  opposée  à  la  force  P,  qu'on  avait  omise.  ïl  n'est 
pas  nécessaire,  pour  cela,  que  les  deux  plans  par 
rapport  auxquels  la  somme  des  momens  des  forces 
données  est  zéro ,    soient    perpendiculaires  l'un   à 
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l'autre  ;  il  suffit  qu'ils  soient  parallèles  à  la  direction 
de  ces  forces  ;  et  Ton  peut  aussi  s'assurer  facilement 
que  si  cette  condition  est  remplie  par  rapport  à  deux 
plans  parallèles  à  cette  direction,  elle  le  sera  égale- 
ment par  rapport  à  tous  les  autres. 

Concluons  donc  que  pour  l'équilibre  d'un  système 
de  forces  parallèles ,  appliquées  à  un  corps  solide  en- 
tièrement libre,  il  est  nécessaire  et  il  suffit, 

i°.  Que  la  somme  de  ces  forces  soit  égale  à  zéro; 
2°.  Que  la  somme  de  leurs  momens  soit  nulle  par 
rapport  à  deux  plans  quelconques  parallèles  à  leur 
direction  commune.  Quand  toutes  les  forces  seront 
comprises  dans  un  même  plan,  cette  seconde  con- 
dition sera  déjà  remplie  par  rapport  à  ce  plan,  et 
il  suffira  qu'elle  le  soit,  en  outre,  par  rapport  à  un 
autre  plan. 

58.  Si  l'un  des  points  de  ce  corps  solide  est  supposé 
fixe,  il  suffira,  pour  l'équilibre  des  forces  parallèles, 
que  la  somme  de  leurs  momens  soit  nulle  par  rap- 
port à  deux  plans  passant  par  ce  point  et  parallèles 
à  leur  direction ,  et  il  ne  sera  plus  nécessaire  que 
leur  résultante  soit  égale  à  zéro;  car  alors  les  dis- 
tances de  cette  résultante  à  ces  deux  plans  seront 
nulles  :  elle  coïncidera  donc  avec  leur  intersection , 
et  sera  détruite  par  la  résistance  du  point  fixe. 

Lorsque  ce  point  sera  le  centre  des  forces  paral- 
lèles, la  somme  des  momens  sera  zéro  par  rapport 
à  tous  les  plans  passant  par  ce  point  ;  par  consé- 
quent, les  forces  données  se  feront  équilibre,  quelle 
que  soit  leur  direction  commune;  ce  que  nous  sa- 
vions déjà  (n°  53), 
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Si  le  corps  solide  est  retenu  par  un  axe  fixe ,  au- 
tour duquel  il  ait  seulement  la  liberté  de  tourner, 
il  suffira,  pour  l'équilibre  des  forces  parallèles  ap- 
pliquées en  ses  différens  points,  que  la  somme  de 
leurs  momens  soit  égale  à  zéro,  par  rapport  au  plan 
mené  par  cet  axe  parallèlement  à  leur  direction  ; 
car  leur  résultante  tombant  alors  dans  ce  plan,  elle 
y  rencontrera  l'axe  fixe,  et  sera  détruite  par  sa  résis- 
tance. Lorsque  l'axe  fixe  est  lui-même  parallèle  aux 
forces  données,  le  plan  dont  il  s'agit  est  indéterminé; 
la  condition  d'équilibre  s'évanouit  par  conséquent  ; 
ce  qui  doit  être ,  puisque  des  forces  qui  sont  toutes 
parallèles  à  un  axe  fixe  ne  peuvent  faire  tourner  un 
corps  solide  autour  de  cette  droite ,  de  sorte  que  , 
dans  ce  cas,  l'équilibre  a  lieu  indépendamment  de 
leurs  intensités  et  de  leurs  distances  à  cet  axe. 
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CHAPITRE  IV. 

CONSIDÉRATIONS  GENERALES  SUR  LES  CORPS  PESANS 
ET  SUR  LES  CENTRES  DE  GRAVITE. 

5g.  On  appelle  indifféremment  pesanteur  ou  gra- 
vité, la  force  qui  précipite  les  corps  vers  la  surface 
de  la  terre  aussitôt  qu'ils  ne  sont  plus  soutenus.  Son 
action  s'exerce  sur  tous  les  points  matériels,  dans 
des  directions  perpendiculaires  à  cette  surface  ,  ou 
suivant  des  lignes  verticales.  Les  directions  prolon- 
gées de  la  pesanteur  en  différens  lieux  de  la  terre 
convergent  donc  vers  son  centre ,  à  cause  de  sa  forme 
à  peu  près  sphérique  ;  mais  en  ayant  égard  à  la 
grandeur  du  rayon  terrestre,  relativement  aux  di- 
mensions des  corps  que  l'on  considère  ordinaire- 
ment ,  on  peut  supposer ,  sans  erreur  sensible ,  la 
pesanteur  parallèle  à  elle-même  dans  toute  l'éten- 
due d'un  même  corps. 

I/observation  a  prouvé  que  l'intensité  de  cette 
force  varie  à  la  surface  de  la  terre  avec  la  latitude, 
et  que  sur  une  même  verticale  elle  varie  aussi  avec 
l'élévation  au-dessus  de  celte  surface;  mais  il  faut 
que  les  changemens  de  hauteur  et  de  latitude  soient 
très  considérables  pour  que  ces  variations  devien- 
nent sensibles,  et  elles  ne  le  sont  nullement  dans 
l'étendue  d'un  corps  de  dimensions  ordinaires. 

60.  On  conclut  de  là  que  la  résultante  des  forces 
parallèles,  en  nombre  infini,  qui  agissent  sur  tous 
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les  points  d'un  corps  pesant,  est  indépendante  de 
sa  forme;  cette  résultante  est  ce  qu'on  appelle  le 
poids  du  corps.  Dans  les  corps  homogènes y  le  poids 
est  évidemment  proportionnel  au  volume;  mais  une 
expérience  journalière  nous  montre  que  les  corps  de 
nature  différente  n'ont  pas  le  même  poids  sous  le 
même  volume  ;  ce  qui  peut  provenir  de  ce  que 
l'attraction  de  la  terre,  qui  est  la  cause  principale 
de  la  pesanteur,  comme  on  le  verra  par  la  suite, 
dépend  de  la  nature  des  points  matériels  sur  lesquels 
elle  agit,  ou  bien,  de  ce  que  les  corps  hétérogènes 
renferment,  sous  des  volumes  égaux,  des  quantités 
différentes  de  points  matériels  également  pesans. 
Nous  expliquerons,  dans  un  autre  chapitre,  com- 
ment on  a  conclu ,  du  mouvement  observé  des  corps 
pesans,  que  c'est  le  second  de  ces  deux  cas  qui  a 
lieu  dans  la  nature. 

Il  en  résulte  que  le  poids  d'un  corps  quelconque 
est  en  raison  composée  de  sa  masse  et  de  l'intensité 
de  la  pesanteur  dans  le  lieu  où  il  est  situé.  Ainsi, 
en  appelant  P  ce  poids,  M  la  masse,  et  g  la  mesure 
de  la  gravité ,  on  a 

P  ==  gM. 

Cette  quantité  g,  indépendante  de  la  nature  par- 
ticulière de  chaque  corps,  est,  comme  on  voit,  le 
poids  de  celui  dont  on  prend  arbitrairement  la  masse 
pour  unité.  On  verra  par  la  suite  comment  sa  valeur 
a  été  déterminée  en  diffère ns  points  de  la  terre , 
d'après  le  mouvement  des  corps  soumis  à  la  seule 
action  de  la  gravité. 
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Nous  pouvons  aussi  écrire 

P   =   <srV, 

en  désignant  par  <sr  le  poids  du  corps  sous  l'unité  de 
volume,  et  son  volume  par  V.  Le  poids  <sr  est  ce 
qu'on  appelle  la  pesanteur  spécifique  du  corps  que 
l'on  considère;  dénomination  impropre,  puisque  la 
pesanteur  est  commune  à  tous  les  corps  d'espèces 
différentes,  et  qu'on  devrait  remplacer  par  celle  de 
poids  spécifique. 

Enfin ,  si  l'on  représente  par  D  la  masse,  sous  l'unité 
de  volume,  du  corps  que  l'on  considère,  D  sera  ce 
qu'on  nomme  la  densité  de  ce  corps,  et  l'on  aura 

M  =  DV,       P  =  g-DV. 

Telles  sont  les  équations  qui  ont  lieu  entre  les 
cinq  quantités  P,  g,  M,  D,  V,  dont  chacune  doit 
être  exprimée  numériquement ,  en  la  rapportant  à 
une  unité  de  son  espèce. 

61.  Le  gramme,  ou  l'unité  de  poids,  est  celui 
d'un  centimètre  cube  d'eau  distillée  et  prise  à  son 
maximum  de  densité,  qui  répond  a  environ  4°  du 
thermomètre  centigrade.  Ce  poids  varie  avec  le  lieu 
qu'il  occupe  ;  mais  comme  les  poids  des  autres  corps, 
qu'il  sert  à  peser,  varient  exactement  dans  le  même 
rapport,  il  s'ensuit  que  le  poids  d'un  corps  quelcon- 
que, exprimé  en  grammes,  est  partout  le  même,  et 
qu'on  n'a  pas  besoin  de  dire  en  quel  endroit  il  a  été 
déterminé.  D'après  les  expériences  de  M.  Hallstrôm , 
le  poids  du  centimètre  cube  d'eau  distillée ,  à  la  tem- 
pérature zéro,  est 

osram  ,9998918. 
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On  prend  communément  pour  unité  de  densité 
celle  de  l'eau  distillée  à  cette  dernière  température. 
Les  densités  d'un  grand  nombre  de  substances  ont  été 
déterminées  par  l'expérience,  et  exprimées  en  nom- 
bres au  moyen  de  cette  unilé.  Ainsi ,  par  exemple ,  la 
densité  du  mercure  à  cette  même  température  est 

T  3,5975, 

et  elle  augmente  ou  diminue  de 


555o' 

pour  chaque  degré  de  diminution  ou  d'augmenta- 
tion de  la  température,  La  densité  de  l'air,  prise 
aussi  à  la  température  de  la  glace  fondante,  sous  la 
pression  barométrique  de  76  centimètres  et  à  l'Obser- 
vatoire de  Paris,  a  été  trouvée  égale  à 


7%4  ? 

et,  pour  chaque  variation  d'un  degré  dans  la  tempé- 
rature, elle  varie,  en  sens  contraire  ,  de 

0,00^75, 

comme  celle  de  tout  autre  gaz. 

Le  poids  de  la  colonne  de  mercure  qui  exprime  la 
pression  barométrique  variant,  avec  la  latitude  et  l'é- 
lévation au-dessus  de  la  surface  de  la  terre ,  ia  den- 
sité de  l'air,  soumise  à  une  pression  d'une  hauteur 
donnée,  varie  en  même  temps.  Voilà  pourquoi  il  ne 
suffit  pas  d'assigner  cette  hauteur;  il  faut  encore  dire 
à  quel  lieu  elle  se  rapporte,  comme  ici  à  l'Observa- 
toire de  Paris.  Le  rapport  de  la  densité  du  mercure  à 
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celle  de  l'air,  qui  répond  aux  nombres  précédens,  est 

1 0462 . 

Dès  qu'on  attribue  un  phénomène,  tel  que  la  cha- 
leur, par  exemple,  à  une  substance  matérielle,  cette 
substance  est  soumise  à  la  pesanteur;  et.  l'expression 
impondérable  ne  doit  s'entendre  que  d'une  matière 
dont  la  densité  est  si  faible,  qu'elle  échappe  à  tous 
nos  moyens  d'investigation  ;  en  sorte  que  sa  présence 
n'augmente  ni  le  poids  ni  la  masse  mesurables  du 
corps  dont  elle  fait  partie,  en  quelque  quantité  qu'elle 
s'y  trouve. 

62.  Les  poids  sont  les  forces  qui  nous  sont  le  plus 
familières,  et  dont  nous  pouvons,  au  moyen  de  la 
balance,  déterminer  les  rapports  avec  le  plus  d'exac- 
titude et  de  facilité.  C'est  pourquoi  il  est  naturel  de 
les  faire  servir  de  terme  de  comparaison  aux  forces 
d'une  autre  nature.  Ainsi,  lorsque  la  force  muscu- 
laire d'un  animal,  ou  tout  autre  force,  agit  sur  un 
corps  par  l'intermédiaire  d'une  corde  attachée  à  sa 
surface,  nous  pouvons  toujours  concevoir  que  cette 
force  soit  équivalente  à  un  certain  poids  déterminé, 
et  nous  pouvons  même ,  sans  changer  sa  direction , 
remplacer  son  action  par  celle  de  ce  poids,  en  le 
suspendant  à  l'extrémité  de  la  corde,  après  avoir 
fait  passer  celle-ci  sur  une  poulie  fixe  convenable- 
ment placée. 

Le  poids  fournit  la  mesure  la  plus  commode  de  la 
masse  ;  sans  le  secours  de  la  pesanteur,  il  serait ,  en 
effet,  très  difficile  de  déterminer  le  rapport  des  masses 
de  deux  corps.  On  verra  par  la  suite  qu'on  pourrait, 
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à  la  rigueur,  le  conclure  du  choc  mutuel  de  ces  corps; 
mais  il  est  beaucoup  plus  simple  de  remplacer  le 
rapport  des  masses  par  celui  des  poids,  auquel  il  est 
égal  eu  chaque  lieu  de  la  terre,  en  vertu  de  l'équa- 
tion P  =  gM.  Toutefois ,  on  doit  avoir  une  idée 
préalable  de  l'égalité  et  du  rapport  des  masses,  in- 
dépendamment de  la  pesanteur ,  qui  n'est  qu'une 
propriété  secondaire  des  corps,  puisqu'elle  devien- 
drait tout- à -fait  insensible,  sans  que  les  masses 
eussent  changé,  en  les  transportant  à  une  distance 
suffisamment  grande  de  la  terre.  Nous  reviendrons 
sur  ce  point  dans  un  autre  endroit  de  cet  ouvrage. 

65.  Puisque  tous  les  points  d'un  corps  pesant  sont 
sollicités  par  des  forces  parallèles,  il  s'ensuit  que  si 
on  lui  fait  prendre  successivement  diverses  positions 
par  rapport  à  la  direction  de  ces  forces,  leur  résul- 
tante passera  constamment  par  un  certain  point  de 
ce  corps.  Ce  point,  que  nous  avons  appelé,  en  géné- 
ral, centre  des  forces  parallèles  (n°  55),  prend  ici  le 
nom  particulier  de  centre  de  gravité.  Sa  propriété 
caractéristique  dans  les  corps  solides,  qui  ne  sont 
soumis  qu'à  la  seule  action  de  la  pesanteur ,  consiste 
en  ce  que,  s'il  est  supposé  fixe,  le  corps  auquel  il  ap- 
partient reste  en  équilibre  dans  toutes  les  positions 
possibles  autour  de  ce  point ,  puisque ,  dans  toutes 
ces  positions,  la  résultante  des  forces  appliquées  à 
tous  les  points  du  corps  vient  passer  par  le  point 
fixe. 

On  conçoit  aussi  que  quand  un  corps  solide  pe- 
sant est  retenu  par  un  autre  point  fixe ,  il  est  né- 
cessaire et  il  suffit ,  pour  l'équilibre ,  que  la  droite 
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qui  joint  ce  point  et  ie  centre  de  gravité  soit  ver- 
ticale; ce  centre  pouvant  d'ailleurs  se  trouver  au- 
dessus  ou  au-dessous  du  point  fixe.  En  effet,  le  poids 
du  corps  étant  une  force  verticale  appliquée  à  son 
centre  de  gravité,  sa  direction  coïncidera,  dans  cette 
hypothèse,  avec  la  droite  qui  joint  ce  centre  et  le 
point  fixe,  ou  avec  son  prolongement;  par  consé- 
quent ,  cette  force  sera  détruite  par  la  résistance  du 
point  fixe,  comme  si  elle  y  était  immédiatement  ap- 
pliquée. 

Par  la  même  raison ,  si  l'on  suspend  un  corps  so- 
lide pesant  à  un  point  fixe,  par  le  moyen  d'un  fil 
dont  l'extrémité  inférieure  est  attachée  à  un  point 
de  sa  surface,  la  direction  de  ce  fil  sera  verticale 
dans  l'état  d'équilibre,  et  son  prolongement  ira  pas- 
ser par  le  centre  de  gravité  du  corps.  Il  en  sera  de 
même  si  l'on  suspend,  une  ou  plusieurs  autres  fois,  ce 
même  corps  au  point  iixe9  en  attachant  l'extrémité 
inférieure  du  fil  à  d'autres  points  de  sa  surface.  Les 
prolongemens  du  fil ,  tracés  successivement  dans  l'in- 
térieur du  corps ,  s'y  couperont  à  son  centre  de  gra- 
vité; ce  qui  fournit  un  moyen  pratique  de  déter- 
miner la  position  de  ce  centre  dans  un  corps  de 
forme  quelconque,  homogène  ou  hétérogène. 

Dans  toutes  les  questions  d'équilibre  relatives  à 
un  corps  solide ,  on  pourra  faire  abstraction  de  la 
pesanteur  de  ses  diverses  parties ,  pourvu  qu'on 
ajoute  aux  autres  forces  données  qui  agissent  sur 
ce  corps ,  une  force  égale  à  son  poids ,  et  appliquée 
verticalement  à  son  centre  de  gravité.  Ainsi  ,  par 
exemple ,  dans  le  cas  de  l'équilibre  du  levier,  il  fau- 
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dra  comprendre  au  nombre  des  forces  données  dont 
la  somme  des  momens  doit  être  nulle,  par  rapport 
au  point  d'appui  (n°  /yj),  le  poids  du  levier  agis- 
sant à  son  centre  de  gravité  suivant  la  direction  de 
la  pesanteur. 

64.  Lorsque  l'on  connaît  les  centres  de  gravité  G 
et  G'  des  deux  parties  d'un  corps,  et  leurs  poids  p 
et  p'f  on  en  déduit  immédiatement  le  centre  de  gra- 
vité K  de  ce  corps  ;  car  ce  centre  est  le  point  d'ap- 
plication sur  la  droite  GG',  de  la  résultante  des  forces 
parallèles  p  et  p',  qui  agissent  dans  le  même  sens  à 
ses  extrémités  G  et  G';  et,  pour  en  déterminer  la 
position,  on  a  conséquemment 

GK  :  GG'  ::  p'  :  p  +  p'. 

De  même,  si  l'on  connaît  les  centres  de  gravité  K 
et  G  d'un  corps  et  de  l'une  de  ses  parties,  et  que  les 
poids  du  corps  et  de  cette  partie  soient  P  etp,  on 
en  conclura  le  centre  de  gravité  G'  de  l'autre  partie  ; 
car  ce  point  sera  situé  au-delà  du  point  K  sur  le  pro- 
longement de  la  droite  GK,  et  sa  distance  au  point  G 
sera  déterminée  par  la  proportion 

GG'  :  GK  ::  P  :  P  —  F. 

Si  un  corps  est  divisé  en  un  nombre  quelconque 
de  parties  dont  les  poids  et  les  centres  de  gravité 
soient  connus,  on  en  pourra  déduire  son  centre  de 
gravité  par  une  suite  de  proportions;  mais  il  con- 
viendra mieux  de  déterminer  ses  trois  coordonnées 
au  moyen  du  théorème  relatif  aux  momens  des 
forces  parallèles  (n°  54). 

1.  8 
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Soient 9  pour  cela,  p,  pr,  p",  etc.,  les  poids  des 
différentes  parties  du  corps ,  et  P  son  poids  total ,  de 
sorte  qu'on  ait  ' 

P  =  p  +  p'  +  p'(  +  etc. 

Soient  aussi  x9  y9  z9  les  coordonnées  du  centre"  de  gra- 
vité de  la  partie  dont  p  est  le  poids;  x'9  y'9  zf9  celles 
du  centre  de  gravité  de  la  partie  dont  le  poids  est 
pf  ;  etc.  Toutes  ces  quantités  seront  données  par  hy- 
pothèse; et  si  l'on  appelle  xnyl9  zl9  les  coordonnées 
du  centre  de  gravité  du  corps  entier,  rapportées  aux 
mêmes  axes  que  les  précédentes,  on  aura,  d'après 
le  théorème  cité, 

J>xx  =px-\-p'x'  +  p"x"  +  etc. , 

Pj>  =  PI  +  P'f  +  pY  +  etç,:  ■ , 
Pz,  —  pz  +p'z'  +p'fz"  -{-etc.  ; 

ce  qui  fait  connaître  les  valeurs  de  xl9y19  zt. 

65.  On  peut,  dans  ces  équations,  remplacer  les 
poids  par  les  masses  auxquelles  ils  sont  proportion- 
nels. En  désignant  donc  par  m9  mf9  mrr9  etc.,  les 
masses  des  différentes  parties  du  corps  dont  les  poids 
sont  représentés  par  p9  p' 9  p \  etc. ,  et  représentant 
par  M  la  masse  totale ,  de  sorte  qu'on  ait 

M  =  m  +  m!  +  7/2"  +  etc. , 
il  en  résultera 

Mx,  =  mx  +  m'x1  +  irî'x"  -f-  etc. ,   j 
Mj,  =  my  +  m'y  +  m'y"  +  etc. ,    >  (i) 

Ms,  =  mz  +  iriz1  +  m'zn  H-  etc.  ;   5 
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ce  qui  montre  que  le  centre  de  gravité  est  indépen- 
dant de  l'intensité  de  la  pesanteur,  et  qu'il  sera  tou- 
jours le  même  point  du  corps,  à  différentes  latitudes 
et  à  différentes  hauteurs  au-dessus  de  la  surface  de  la 
terre.  En  considérant  que  ce  point  ne  suppose  pas  l'ac- 
tion de  la  gravité,  et  qu'il  ne  dépend  que  des  masses  et 
de  leur  disposition  respective  ,  Euler  et  d'autres  au- 
teurs l'appellent  centre  d'inertie;  mais  la  dénomi- 
nation de  centre  de  gravité  a  plus  généralement 
prévalu. 

Si  la  masse  M  a  été  divisée  en  un  nombre  infini 
de  parties  infiniment  petites  mP  m',  m",  etc.,  on  pourra 
prendre  tel  point  qu'on  voudra  de  chacune  d'elles 
pour  son  centre  de  gravité ,  puisque  les  coordonnées , 
suivant  chaque  axe  de  tous  les  points  d'un  même  élé- 
ment ,  ne  différeront  entre  elles  que  d'un  infiniment 
petit.  Les  seconds  membres  des  équations  (i)  se  com- 
poseront alors  d'une  infinité  de  termes  infiniment 
petits,  dont  les  sommes  seront  des  intégrales  défi- 
nies ,  d'après  le  théorème  du  n°  1 5  étendu  aux  inté- 
grales multiples.  Par  conséquent,  on  pourra  toujours, 
par  les  règles  du  calcul  intégral,  déterminer  exacte- 
ment  ou  par  approximation  le  centre  de  gravité  d'un 
corps  quelconque,  sans  connaître  celui  d'aucune  de 
ses  parties. 

Dans  un  corps  dont  toutes  les  parties  sont  horno- 
gènes,  leurs  masses  sont  entre  elles  comme  les  vo- 
lumes; on  peut  donc  alors  substituer  les  volumes  aux 
masses,  dans  les  équations  (i);  et  si  l'on  représente 
par  V  le  volume  entier,  et  par  v,  v' f  v",  etc.  ,  ses 
parties  correspondantes  à  m  ,  m'y  mu \  etc.  5  on  aura 
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V  =  (>  +  *''  +  *'"  + etc., 
Vxl  =  vx  -f-  v'œf+  v"xu-\-  etc. , 
\yx  =  vj  +  v'f  +  v"f  +  etc. , 
Vz,  =  «s  +  pV  +  *>V  +  etc. 

Le  point  qu'on  détermine  par  ces  équations  est  le 
centre  des  forces  parallèles  appliquées  à  tous  les  points 
d'un  corps,  et  proportionnelles  aux  élémens  de  son 
volume;  ce  point  s'appelle  le  centre  de  gravité  du 
volume,  quoiqu'un  volume  n'ait  ni  masse  ni  pesan- 
teur. On  appelle  aussi  centre  de  gravité  d'une  surface 
ou  d'une  ligne,  le  centre  des  forces  parallèles  appli- 
quées à  tous  leurs  points,  et  proportionnelles  à  leurs 
élémens.  On  déterminera  ses  coordonnées  en  rem- 
plaçant, dans  les  équations  précédentes ,  les  volumes 
V,  v9  v' y  v,f,  etc. ,  soit  par  les  aires  de  la  surface  et  de 
ses  parties,  soit  par  les  longueurs  de  la  ligne  et  de  ses 
parties. 

66.  Les  masses  M,  m,  m',,  m",  etc.,  et  les  dis- 
tances mutuelles  de  leurs  centres  de  gravité,  sont 
liées  entre  elles  par  une  équation  facile  à  déduire 
des  équations  (i). 

Pour  cela,  plaçons  l'origine  des  coordonnées  au 
centre  de  gravité  de  M;  ces  équations  deviendront 

mx  +  mfxr  +  mffx"  +  etc.  ===  o , 
mj  +  m'y  4-  m'y  -+•  etc.  =  o , 
mz  +  m'z'  +  m"z"  -}-  etc.  =  o. 

En  faisant  le  carré  de  la  première ,  on  en  conclut 

m*x*  +  m'*x!*  •+•  m'^x"*  +  etc.  = 
—  27inn'xx'  —  2mmr/xxn '  —  2m'm"x'xf  —  etc. 
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J'ajoute,   aux  deux  nombres  de  celte  équation,  la 
quantité 

m  (m'  _j.  m"  +  etc.)  x2  +  m!  {m  -+-  m!'  +  etc)  x'* 
+  nï'(m  -+-  m  +  etc.)  x"â  -+-  etc.  ; 

il  en  résulte 

M  (mx>  +  m'xlÀ  +  mnx"*  +  etc.)  =  rnwl  (x  —  x'Y 
4-  /7z/?îr/  £r  —  x")*  +  ireW  (a/  —  x"Y  +  etc. 

La  seconde  et  la  troisième  équation  (i)  donneront  de 
même 

M  (77ZJa  +  llïf a  +  Wiy a  +  etC.)  =  7727/î'  (j f^ 

+  /tz/tz"  (  y  —/)*  +  »îW  (y'— y Y  +  etc-  > 

M  (7WZa  +  77lVa  +  772'V/a-f-  etc.)  =  1711VL    (z—  Z*)* 

+  mm«  (z  _  z«y  +  m' m"  (z'—  z»y  _|_  etc. 

Or,  si  nous  ajoutons  ces  trois  dernières  équations,  et 
que  nous  fassions 

X*    +Ja    +  3a   =  7^, 

x?*  -f.y*  4.  z'*  =  jf*9 

xr,z+y>  +  zf,&  =  r'% 
etc., 

(x  —  x'y  +  (j  —  y  y  +•(*■  —  s')2  =  jca , 
(*  —  *")'+(.r  -r")a  +  (~  -~")2=f'% 

cy  -  *")2 + cy  -  j'oa + (^  -  *foa = p,,a , 

etc. , 

nous  aurons 

M  (772r2  +  77*V'2  +  mV/s  +  etc.)  =  ww^p* 
H-  772/72f,p'a  +  m'iri'f*  +  etc. , 
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pour  l'équation  qu'il  s'agissait  d'obtenir,  et  dans  la- 
quelle p,  p',  pu,  etc. ,  sont  les  distances  mutuelles  des 
centres  de  gravité  de  in9  m',  mn,  etc.,  et  r,  r,  r",  etc., 
les  distances  de  ces  points  au  centre  de  gravité  de  M. 

67.  On  déduit  aussi  des  équations  (1)  une  pro- 
priété curieuse  de  l'équilibre  d'un  point  matériel 
entièrement  libre.  Voici  en  quoi  elle  consiste. 

Soit  0  (fig*  ^3)  le  point  en  équilibre;  représen- 
tons en  grandeurs  et  en  directions,  par  les  droites 
OA,  OA',  OA",  etc.,  les  forces  qui  le  sollicitent;  si 
leurs  extrémités  A,  A',  Af/,  etc.,  sont  les  centres  de 
gravité  de  masses  égales,  le  point  0  sera  le  centre 
de  gravité  de  ce  système  entier. 

En  effet,  en  appliquant  les  équations  (1)  à  ces 
masses,  et  supposant  que  n  soit  leur  nombre,  on 
aura 

nm  j  ■  11     OC     j  '  oc      1    UL       1  ■  e  LC  , 

nfi  =J  +f  +j"  +  etc-  > 
nz1  =  z  +  z'  +  z"  +  etc. 

D'un  autre  côté,  si  l'on  désigne  par  a,  €,  y,  les  an- 
gles que  fait  la  force  OA  avec  trois  axes  rectangulaires 
menés  par  le  point  0;  par  et' ,  S' ,  y'9  ce  que  ces  angles 
deviennent  relativement  à  la  force  OA';  par  af/,  £",  yn9 
ce  qu'ils  deviennent  relativement  à  la  force  0Ar/;  etc., 
les  équations  d'équilibre  de  ces  forces  seront 

OA  cos  et  -f-  OA'  cos  a!  -f-  OA"  cos  cl  +  etc.  =  o , 
OA  cos  g  +  OA'  cos  g'  -f-  OA"  cos  6'  +  etc.  =  o , 
OA  cos  y  +  OA'  cos  y'+  OA"  cos>"  +  etc.  =  o. 

0r;  en  plaçant  l'origine  des  coordonnées  au  point  0? 
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on  aura 

x  =  OA  cos  cl  ,     j  =  0 A  cos  £  ,     %  ===■  OA  cos  y  , 

ar'  =  OA'  cos  *',     jf  =  OA'  cos  £',      z'  =  OA'cos  y', 

xn  =  OA'cos  et" y  /  =  OA'cos  6*,  ^  =  OA'cos/, 
etc., 

pour  les  coordonnées  des  points  A ,  A',  A",  etc,  En 
vertu  des  équations  d'équilibre ,  on  aura  donc 

x  -f-  x'  +  x"  -f-  etc.  =  o , 
jr  +j'  +j"  4-  etc.  =  o, 
z  -{-z'  +zn  -f-etc.=:o; 

d'où  l'on  conclut 

x,  —  o,    jr,  =  o,     ^  =  0, 

pour  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  des  niasses 
égales;  par  conséquent,  ce  centre  coïncidera  avec  le 
point  0;  ce  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

63.  11  y  a  beaucoup  de  cas  particuliers  où  le  centre 
de  gravité  est  immédiatement  connu.  Ainsi,  le  centre 
de  gravite  d'une  sphère  ou  d'un  ellipsoïde  est  évi- 
demment au  centre  de  figure;  celui  d'un  parallélé- 
pipède, à  l'intersection  de  ses  quatre  diagonales;  celui 
d'un  cylindre  à  bases  parallèles,  au  milieu  de  son  axe. 
Le  centre  de  gravité  d'un  cercle  ou  d'une  ellipse  est 
aussi  au  centre  de  figure,  et  celui  d'un  parallélo- 
gramme, à  l'intersection  des  deux  diagonales. Le  centre 
de  gravité  d'une  ligne  droite  est  le  milieu  de  cette 
droite;  d'où  l'on  conclut  sans  difficulté  le  centre  de 
gravité  du  contour  d'un  polygone  quelconque,  soit 
par  une  suite  de  proportions  (na  64),  soit  par  les 
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équations  des  momens  des  forces  parallèles.  On  voit 
de  même  que  quand  on  aura  trouvé  les  centres  de 
gravité  d'un  triangle  et  d'une  pyramide  triangulaire, 
on  en  déduira,  par  l'un  ou  l'autre  de  ces  deux  moyens, 
les  centres  de  gravité  d'un  polygone  et  d'un  polyèdre 
donnés,  que  l'on  peut  toujours  décomposer,  soit  en 
triangles,  soit  en  pyramides  triangulaires. 

Mais,  en  général,  la  détermination  des  centres  de 
gravité  exige  l'emploi  du  calcul  intégral  ;  et  dans  le 
chapitre  suivant  nous  allons  donner  tous  les  détails 
qu'on  peut  désirer  sur  ce  problème. 
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CHAPITRE  V. 

DETERMINATION  DES  CENTRES  DE  GRAVITE. 


§  Ier.   Centres  de  gravité  des  lignes  courbes. 

69.  Soit  s  l'arc  de  la  courbe  donnée,  aboutissant  à 
un  point  quelconque  M,  et  compté  à  partir  d'un  point 
fixe  que  j'appellerai  C.  Soient  aussi  oc, y,  z ,  les  trois 
coordonnées  rectangulaires  de  M.  On  considérera  cette 
courbe  comme  un  polygone  d'une  infinité  de  côtés  ; 
ds  sera  le  côté  ou  l'élément  de  la  courbe  qui  répond 
au  point  M;  et  quelque  part  que  soit  le  centre  de 
gravité  de  cet  élément,  on  prendra  1,  y,  z,  pour  ses 
trois  coordonnées,  qui  ne  sauraient,  effectivement, 
différer  de  oc,  y,  z,  que  de  quantités  infiniment  pe- 
tites. 

Appelons  l  la  longueur  de  la  partie  déterminée  de 
3a  courbe  dont  il  s'agit  de  déterminer  le  centre  de 
gravité  ;  et  représentons  par  sQ  et  st  les  valeurs  don- 
nées de  s  qui  répondent  aux  deux  extrémités  de  L 
Soient  xx ,  yt ,  zv,  les  coordonnées  du  centre  de  gra- 
vité de  cet  arc  l,  rapportées  aux  axes  des  œ,  y,  z. 
D'après  le  théorème  du  n°  i5,  la  somme  des  va- 
leurs de  chacun  des  produits  xdsryds9  zds,  dans  toute 
l'étendue  de  Z,  sera  une  intégrale  définie  prise  de- 
puis sz=zs0  jusqu'à  s-z=s$t}  en  regardant  oc,  y,  z, 
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comme  des  fonctions  de  s  données  par  la  nature  de  la 

courbe  que  Ton  considère.  Nous  aurons  donc  (n°  65) 

lx1  =  I    '  xds,   Ijr—  I     jds ,   &,?&  /    '  zds,     (ï) 

sJ    So  %)    So  xJ    So 

pour  les  trois  équations  qui  serviront  à  déterminer 

xx  ,  yXj  zx. 

Supposons ,  par  exemple ,  que  la  ligne  donnée  soit 
une  droite,  et  que  sa  pairie  l  aboutisse  au  point  C, 
de  sorte  qu'on  ait  ,y0  =  o  et  st  =  L  Désignons  par 
ct7  £  y  y ,  les  trois  angles  que  fait  cette  partie  l  avec 
des  axes  menés  par  le  point  C  suivant  la  direction  des 
x,y,  z,  positives;  soient  aussi  a,  b,  c>  les  trois  coor- 
données du  point  C  ;  pour  le  point  quelconque  M  nous 
aurons 

x  =  a  -f-  s cos  a ,  j^=  &  +  scos  £,  zz=.c  -j-^cos^. 

Je  substitue  ces  valeurs  dans  les  équations  (ï);  et 
en  effectuant  les  intégrations  et  divisant  ensuite  par  /, 
il  vient 

<£,i=<2-f-i/cosa.,  ji  =  6_f_i/Cos£,  z1  —  c-}-llcQsy; 

ce  qui  montre,  comme  cela  devait  être,  que  le  centre 
de  gravité  de  la  droite  l  est  situé  à  son  milieu. 

70.  Lorsqu'il  s'agira  d'une  courbe  plane,  et  qu'on 
prendra  son  plan  pour  celui  des  x  et  y ,  il  suffira  des 
deux  premières  équations  (1)  pour  déterminer  la  po- 
sition de  son  centre  de  gravité  dans  ce  plan.  Si ,  de 
plus,  la  portion  l  de  la  courbe  est  symétrique  de 
part  et  d'autre  du  point  C,  on  aura  s0=  —  \l  et 
s,  =  j/;  le  centre  de  gravité  sera  situé  sur  la  nor- 
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maie  au  point  C;  et  en  prenant  cette  droite  pour  l'axe 
des<r,  il  suffira  de  déterminer  la  valeur  de  «r,,  qui  sera 
donnée  par  l'équation 

lxt  =  /       xds. 

L'arc  de  cercle  est  compris  dans  ce  cas  particulier, 
en  prenant  pour  axe  des  x,  le  diamètre  qui  passe  par 
son  milieu.  Si  l'on  place  en  même  temps  l'origine  des 
coordonnées  au  centre  du  cercle,  et  qu'on  appelle  a 
son  rayon,  on  aura 

s 

xz=za  cos  - , 

a 

pour  l'abscisse  du  point  quelconque  M.  On  en  con- 
clut 

lxx  =  2d*  sin  —  : 
ia 

et  en  appelant  c  la  corde  de  l'arc  l,  on  aura 

.     I  ■ 

c  =  ia  sm  —  ,       lx.  =  ac  ; 

1a1  "  ' 

ce  qui  montre  que  la  distance  «r,  du  centre  de  gra- 
vité d'un  arc  de  cercle  au  centre  du  cercle  ,  est  qua- 
trième proportionnelle  au  rayon,  à  la  corde  et  à 
l'arc. 

71.  L'équation  de  la  courbe  plane  fera  connaître 
l'une  des  deux  variables  x  et  y  en  fonction  de  Fautre. 
Si  l'on  suppose  la  valeur  de  j  donnée  en  fonction 
de  x ,  on  prendra 


ds  =  4/1  4.  iCdx; 
V        ^  dx* 
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et  en  appelant  a  et  £  les  valeurs  de  x  qui  répondent 
aux  deux  extrémités  de  lare  Z,  on  aura,  au  lieu  des 
équations  précédentes , 

iJr'=fy\/j+d£dx- 

Si  la  courbe  donnée  est  une  section  conique,  on  ob- 
tiendra sous  forme  finie,  par  les  règles  ordinaires, 
les  valeurs  des  intégrales  contenues  dans  les  deux  der- 
nières équations  (2).  Dans  le  cas  de  la  parabole,  on 
obtiendra  de  même  la  valeur  de  l'intégrale  que  ren- 
ferme la  première  de  ces  équations;  en  sorte  que  les 
deux  coordonnées  du  centre  de  gravité  d'un  arc  de 
parabole  pourront  toujours  s'obtenir  en  fonctions  des 
abscisses  et  et  €  de  ses  extrémités.  D'après  un  théorème 
de  Landen,  l'arc  d'hyperbole  s'exprime  au  moyen 
de  deux  arcs  d'ellipse  et  d'une  partie  algébrique; 
quant  à  l'arc  d'ellipse,  on  le  regarde  comme  une  fonc- 
tion irréductible  à  d'autres  fonctions  plus  simples  ;  et 
M.  Legendre  a  calculé  des  tables  fort  étendues  de  cette 
fonction,  qui  en  font  connaître  les  valeurs  numéri- 
ques avec  une  grande  approximation.  Par  conséquent, 
lorsque  les  valeurs  numériques  de  et  et  £  et  celles  des 
axes  de  l'hyperbole  ou  de  l'ellipse  seront  données, 
il  sera  facile  de  calculer  la  valeur  de  l,  et  par  suite 
les  coordonnées  x,  et  j1  du  centre  de  gravité  d'un 
arc  appartenant  à  l'une  ou  l'autre  de  ces  deux  courbes. 
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72.  Je  prendrai  l'arc  de  cycloïde  pour  un  autre 
exemple  de  l'application  des  équations  (2).  Dans 
cette  courbe,  la  longueur  >  l'aire,  la  surface  et  le 
volume  engendrés  par  sa  révolution,  et  les  coor- 
données de  leurs  centres  de  gravité,  se  détermi- 
nent exactement.  La  construction  de  la  tangente  en 
un  point  quelconque  de  cette  courbe  est  aussi  très 
simple;  sa  développée  est  une  autre  cycloïde;  et,  de 
plus,  par  une  série  de  déveioppemens  successifs,  une 
courbe  quelconque  approche  de  plus  en  plus  de  se 
confondre  avec  la  cycloïde ,  et  s'y  confondrait  rigou- 
reusement à  l'infini  (*).  C'est  encore  la  cycloïde  que 
l'on  trouve,  comme  on  le  verra  par  la  suite,  lors- 
qu'on cherche  la  courbe  qui  jouit  des  propriétés  les 
plus  remarquables,  par  rapport  au  mouvement  cur- 
viligne des  corps  pesans.  Cette  réunion  singulière  d'un 
grand  nombre  de  propriétés  curieuses  et  de  nature 
différente  sur  une  même  courbe,  en  rend  la  considé- 
ration très  utile  et  très  fréquente  en  Géométrie  et 
dans  la  Mécanique.  Voici  comment  on  obtient  son 
équation. 

La  cycloïde  est  une  courbe  plane  ÀCB  (  fig.  24  )  > 
engendrée  par  un  point  déterminé  M  de  la  circon- 
férence d'un  cercle  pendant  qu'il  roule  sans  glisser 
sur  une  droite  AB.  Si -le  point  générateur  se  trouve 
d'abord  au  point  A,  et  qu'il  arrive  ensuite  au  point 
B  de  cette  droite ,  l'intervalle  AB  sera  égal  à  la  cir- 
conférence du  cercle  donné;  on  voit  aussi  que  son 


(*)  Journal  de  lJ  École  Polytechnique,  18e  cahier,  page  /\3  r* 
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diamètre  sera  égal  à  la  perpendiculaire  CD,  abais- 
sée du  sommet  C  de  la  cycloïde  sur  AB,  et  qui  di- 
vise la  courbe  en  deux  parties  symétriques.  En  ap- 
pelant c  le  rayon  du  cercle  donné ,  on  aura  donc 

AB    =    27TC,       CD    =    2C. 

Dans  une  position  quelconque  du  cercle ,  soient 
HG  son  diamètre  perpendiculaire  à  la  base  AB ,  et  H 
son  point  de  contact  avec  cette  droite.  Du  point  M, 
abaissons  les  perpendiculaires  MP  et  MK  sur  AB  et 
GH,  et  faisons 

AP  =  p,        PM  =  q; 
nous  aurons 


AH  =  AP  +  MK  =  p  +  sjicq  —  q\ 

arc  MH  =  c.arcl  sin  =  Jl__£zLZL£\ 
\  c         J 

Mais  le  cercle  générateur  tournant  sans  glisser  sur  la 
droite  AB,  il  s'ensuit  qu'on  a  constamment 

AH  ==  arc  MH  ; 

î'équation  demandée  de  la  cycloïde  sera  donc 


_  •  .  \/ icq  — <72\ 

p  +  S/  icq  —  cf  =  c.arc  f  sm= * — —±-  \  ; 

p  et  q  étant  les  coordonnées  courantes. 
En  la  difFérentiant ,  on  a 

y  icq  —  q* 

pour  son  équation  différentielle.  On  en  conclut  que 
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les  deux  cordes  MG  et  MH  du  cercle  générateur  sont 
la  tangente  et  la  normale  à  la  cycloïde  qui  répondent 
au  point  M.  En  déterminant  par  la  formule  connue 
son  rayon  de  courbure  au  même  point,  on  le  trouve 
égal  au  double  de  MH;  d'où  il  résulte  qu'en  prolon- 
geant MH  d'une  quantité  HN  égale  à  MH ,  le  point  N 
sera  le  centre  de  courbure.  En  faisant  de  même  la 
droite  CDE  double  de  CD,  le  point  E  sera  le  centre 
de  courbure  qui  répond  au  sommet  C;  et  de  là  on 
conclut  aisément  que  la  développée  ANE  de  la  demi- 
cycloïde  AMC  est  la  même  courbe ,  renversée  de 
manière  que  son  sommet  C  soit  transporté  en  A  et 
son  origine  A  en  E.  Il  s'ensuit  que  la  longueur  de 
ANE  ou  de  AMC  est  égale  à  la  droite  CDE ,  et  que,  par 
conséquent ,  la  longueur  totale  de  la  cycloïde  est  égale 
à  quatre  fois  le  diamètre  de  son  cercle  générateur. 

73.  Dans  les  usages  que  nous  ferons  de  cette  équa- 
tion, il  sera  plus  commode  de  transporter  l'origine 
des  coordonnées  au  sommet  C  (  fïg.  25  ).  Je  pren- 
drai pour  axes  des  x  et  des  y  les  droites  Gr  et  Cy, 
perpendiculaires  et  parallèles  à  la  base  AB.  En  abais- 
sant du  point  quelconque  M  une  perpendiculaire  MP 
sur  Cœ  9  on  aura  donc 

CP    —   X,  MP   =j; 

et  si  l'on  compare  ces  coordonnées  aux  précédentes 
et  que  l'on  appelle  a  le  diamètre  CD  du  cercle  géné- 
rateur, on  voit  que 

p  =  '-7ra  —  y,       q  =  a  —  oc  ; 
donc,  en  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  dif- 
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férentielle  de  la  cycloïde,  et  mettant  aussi  a  au  lieu 

de  2C ,  elle  deviendra 

,  (a  —  x  )  dx  ,   N 

dj  =  (a) 

y  ax  —  x2 
Il  en  résulte 

ds  =   1/ -dx. 

En  prenant  l'intégrale  de  manière  qu'elle  s'évanouisse 
quand  x  =  o  ,  on  a 

pour  la  longueur  de  l'arc  CM,  dont  l'origine  est  au 
sommet  C.  Au  point  A  ,  on  a  x  =  a  ;  ce  qui  donne , 
comme  précédemment ,  ia  pour  la  longueur  de  la 
demi-cycloïde  CMA.  On  peut  remarquer  que  s*=  l^ax 
est  une  équation  de  la  cycloïde  semblable  à  celle 
de  la  parabole,  dont  elle  ne  diffère  qu'en  ce  que 
l'ordonnée  y  s'y  trouve  remplacée  par  l'arc  s. 

En  appliquant  les  deux  dernières  équations  (2)  au 
centre  de  gravité  de  l'arc  CM,  nous  aurons 

sxx  =  Ix  y  -  dx ,      sj1==  jj  1/  -  dx  , 

où  Von  prendra  les  intégrales  de  manière  qu'elles 
s'évanouissent  avec  x.  En  y  mettant  pour  s  sa  va- 
leur, il  en  résulte 

2Xt  \/x  =  /  S/xdx ,     27,  \/x  =   /  ^—. 

J   y  x 

On  aura  donc 

d'où  l'on  conclut  d'abord  que  le  centre  de   gravité 
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d'un  arc  M'CM  symétrique  de  parte!  d'autre  du  som- 
met C,  qui  doit  appartenir  à  la  droite  CD,  se  trouve 
au  tiers  de  CP,  à  partir  du  point  C. 
En  intégrant  par  partie,  on  a 

/  ^——,  =  2j  s/x  —  if\/x  dy. 

Si  l'on  substitue  pour  dy  sa  valeur  donnée  par  l'é- 
quation {a)  y  on  aura  donc 

yx  \/x  =  y  V 'oc  —  J  X^a  — x  dx  , 
et,  par  conséquent, 


/.  =  7  +  7T7=  Ka  —  xY  —  a  Va]  ; 
dy  x 

ce  qui,  joint  à  la  valeur  de  xxf  détermine  complè- 
tement le  centre  de  gravité  de  l'arc  CM.  Dans  le 
cas  de  la  demi-cycloïde ,  on  a  x  =  a  et  y  =  ±  ttcl  : 
d'où  il  résulte 

xx  =  ia>      7*  =  cl(i7r  —  f)- 

74»  Quand  une  courbe  plane  tourne  autour  d'une 
droite  comprise  dans  son  plan  et  que  je  prendrai  pour 
l'axe  des  abscisses ,  elle  engendre  une  surface  de  ré- 
volution dont  l'éfendue  peut  se  déduire  de  la  lon- 
gueur de  cette  courbe  et  de  Fordonnée  de  son  centre 
de  gravité. 

Pour  le  faire  voir,  soient  x  et  y  l'abscisse  et  For- 
donnée  du  point  quelconque  M  de  cette  courbe,  et 
s  l'arc  CM  aboutissant  à  ce  point  et  compté  d'un  point 
fixe  C;  l'élément  ds  engendrera  la  surface  d'un  cône 

'•  9 
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tronqué,  et  son  milieu  décrira  une  circonférence  égale 
à  T7r{j-\-  I  dy),  ou  simplement  à  i7rjj  à  cause  que 
dj  est  un  infiniment  petit.  D'après  la  règle  connue , 
on  aura  donc  ivrjds  pour  cet  élément  de  surface. 
Donc,  si  l'on  appelle  s0  et  st  les  valeurs  de  s  qui  ré- 
pondent aux  deux  extrémités  de  la  courbe  généra- 
trice, et  S  la  surface  engendrée,  on  aura,  d'après  le 
théorème  du  n°  i5, 


27T 


On  remarquera  que  cette  expression  suppose  que 
la  courbe  génératrice  n'est  pas  coupée  par  Taxe  des 
x ,  sans  quoi  ses  parties  situées  des  deux  côtés  de  cet 
axe  décriraient  deux  surfaces  différentes,  dont  S  n'ex- 
primerait plus  que  la  différence.  Avec  cette  restric- 
tion ,  elle  subsistera  encore  lorsque  la  génératrice 
sera  une  courbe  fermée;  et,  pour  l'appliquer  à  ce 
cas,  il  suffira  de  prendre  pour  sx  l'arc  ,y0  augmenté  de 
la  circonférence  entière  de  cette  courbe. 

Cela  posé ,  si  Ton  compare  cette  formule  à  la  troi- 
sième équation  (2) ,  on  en  conclut 

S  =  27rlyl  ; 

ce  qui  montre  que  la  surface  engendrée  S  est  égale  à 
la  longueur  l  de  la  courbe  génératrice,  multipliée 
par  la  circonférence  i7rjx  que  décrit  son  centre  de 
gravité. 

Ce  théorème  servira  à  déterminer  la  valeur  de  S 
toutes  les  fois  que  le  centre  de  gravité  de  la  généra- 
trice sera  connu  sans  aucun  calcul,  et,  pour  ainsi 
dire,  à  l'inspection  de  cette  courbe  ;  il  ne  servirait 
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plus  à  rien  s'il  fallait  calculer  l'ordonnée  jrt ,  puis- 
que ce  calcul  serait  le  même  que  celui  de  S.  En  sup- 
posant, par  exemple,  que  la  courbe  génératrice  soit 
un  cercle;  désignant  par  a  son  rayon,  par  c  la  dis- 
tance de  son  centre  à  l'axe  de  rotation,  et  supposant 
qu'on  n'ait  pas  c  <Ca,  on  aura 

/    =    27TCL  ,         Jrl    =    C  , 

et ,  par  conséquent , 

Quand  le  cercle  touchera  l'axe  de  rotation ,  on  aura 
c  =  a,  et  la  surface  engendrée  sera  équivalente  au 
carré  dont  le  côté  est  égal  à  la  circonférence  27ra 
du  cercle  générateur. 

§  IL  Centres  de  gravité  des  surfaces. 

j5.  Soient  toujours  x,y,  z,  les  coordonnées  d'un 
point  quelconque  M,  et  xi9  yiy  zlf  celles  du  centre 
de  gravité  qu'il  s'agit  de  déterminer.  Je  considère  z 
comme  une  fonction  donnée  de  x  et  y;  je  fais 

dz  dz 

Tx  ~~  P>      &  fr  i > 

et  j'appelle  a>  l'élément  de  la  surface  donnée  qui  ré 
pond  au  point  M  ;  on  aura  (n°  2 1) 

où  =  dxdj  \/i  -J-  p%  +  q*. 

Quel  que  soit  le  point  de  eo  où  se  trouve  le  centre 
de  gravité  de  cet  élément,  ses  coordonnées  différe- 
ront infiniment  peu  de  x,  y,  z;  on  pourra  donc 

9- 
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prendre  ùùx  ,  coy ,  coz,  pour  les  momens  de  co  par 
rapport  aux  trois  plans  des  coordonnées ,  et  il  en 
résultera  (nos  i3  et  65) 

X'-=J7»,    Xœi—ffîàco,    Xyx—ffyœ,  \zx=ffzt*>; 

A  étant  Taire  de  la  portion  de  surface  dont  on  de- 
mande le  centre  de  gravité ,  et  les  intégrales  doubles 
s'étendant  à  tous  les  élémens  de  A. 

Dans  le  cas  d'une  surface  plane  ,  et  en  prenant 
son  plan  pour  celui  des  x  et  y7  les  quantités  p 
et  q  seront  nulles,  et  l'on  aura  seulement  à  con- 
sidérer les  trois  équations 

X=zffdxdy,    \xl=ffxdxdy,    Àyt=:fjydxdy. 

Supposons  que  A  soit  alors  terminée  par  la  courbe 
ABC  (fig.  26);  à  chaque  abscisse  x  ou  OP  répon- 
dront deux  ordonnées  PM  et  PN,  que  je  représen- 
terai par  y  et  y',  et  qui  seront  données  en  fonc- 
tions de  x  par  l'équation  de  cette  courbe.  Soient 
aussi  et  et  £  les  abscisses  OD  et  OE  des  points  A 
et  B  où  les  tangentes  sont  parallèles  aux  ordon- 
nées. Les  intégrales  devront  être  prises ,  d'abord  de- 
puis y  =  PN  jusqu'à  y  =  PM  ,  et  ensuite  depuis 
x  =  et  et  x  =  S  ;  et  il  en  résultera 


*  =  f  Cr,  V-  f)  dx> 


Axt=  /     {y  — f)xdxy\     (i) 

J    et 

Au  lieu  d'être  circonscrite  par  une  courbe  fermée 
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ABC,  si  l'aire  A  est  comprise  entre  deux  courbes  dif- 
férentes et  entre  deux  droites  parallèles  à  Taxe  Or 
des  ordonnées,  on  tirera  de  l'équation  de  la  courbe 
supérieure  la  valeur  de  y,  et  de  l'équation  de  la 
courbe  inférieure  celle  de  y,  et  l'on  prendra  pour 
et  et  S  les  distances  de  ces  deux  parallèles  au  point 
0.  Dans  le  cas  le  plus  ordinaire,  la  eourbe  infé- 
rieure sera  remplacée  par  l'axe  Ox  des  abscisses  ;  on 
aura  donc  y'  =  o  ,  et  simplement 

A==|  y  doc,  Àxtz=:J    yxdx,  tyx—if^y^dx,     (2) 

pour  déterminer  l'aire  et  le  centre  de  gravité  d'une 
portion  de  surface  plane  comprise  entre  une  courbe 
donnée,  l'axe  des  abscisses  et  deux  ordonnées  de 
cette  courbe. 

Observons  aussi  qu'on  parvient  directement  aux 
équations  (1)  de  la  manière  suivante. 

Je  partage  l'aire  ABC  en  élémens  tels  que  MNN'M', 
infiniment  minces  et  parallèles  à  Taxe  Oy.  J'appelle 
u  la  longueur  de  la  droite  MN;  par  ses  deux  ex- 
trémités M  et  N,  si  l'on  mène  des  parallèles  à  l'axe 
Ox,  on  ajoutera  à  l'élément  MNN'M',  ou  Ton  en 
retranchera ,  des  triangles  infiniment  petits  du  se- 
cond ordre,  qui  n'en  altéreront  pas  la  grandeur; 
par  conséquent ,  cet  élément  sera  égal  à  udx.  Si 
l'on  désigne  par  v  la  distance  du  milieu  de  MN  à 
l'axe  Ox ,  on  pourra  prendre  x  et  p  pour  les  deux 
coordonnées  du  centre  de  gravité  de  cet  élément; 
car  il  est  évident  qu'elles  n'en  pourront  différer  que 
de  quantités  infiniment  petites.  D'après  les  autres 
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notations  précédentes,  on  aura  donc 

A  =  /    udx,  Àx1=  I    xudx,  Xyx^=.\     vudx.     (5) 

J   et  J    *  J   et 

D'ailleurs,  y  et  y  étant  toujours  les  ordonnées  PM 
et  PN  qui  répondent  à  une  même  abscisse  quel- 
conque ,  ona  aussi 

u=  j  —  j'>      »  —  i  (  J  +  /)  ; 

ce  qui  fait  coïncider  ces  dernières  formules  avec  les 
équations  (i). 

76.  Pour  premier  exemple,  je  suppose  qu'on  de- 
mande le  centre  de  gravité  du  triangle  ABC  (fig.  27). 

Je  place  l'origine  des  coordonnées  au  sommet  C, 
et  je  prends  l'axe  des  x  perpendiculaire  à  la  base 
AB;  je  représente  cette  base  par  b9  et  la  hauteur  CD 
par  h.  Par  le  point  quelconque  P  appartenant  à  CD, 
je  mène  la  perpendiculaire  MN  à  cette  droite;  CP  et 
MN  seront  les  variables  x  et  u ,  et  l'on  aura  la  pro- 
portion 

u  :  x  ::  b  :  h, 

de  laquelle  on  tire 

bx 

u  =  T' 

On  aura,  en  outre,  c6  =  o  et  €  =  h.  Au  moyen  de 
ces  valeurs,  les  deux  premières  équations  (3)  don- 
neront 

A  =  £  bh ,       Ax,  =  -^  bh%  ; 

d'où  il  résulte 

On  n'aura  pas  besoin  de  calculer  la  valeur  de  y  \ 
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car  si  E  est  le  milieu  de  AB,  et  qu'on  tire  la  droite 
CE,  elle  coupera  en  deux  parties  égales  tous  les  élé- 
mens  du  triangle  parallèles  à  AB,  et  contiendra ,  con- 
séquemment,  son  centre  de  gravité.  Si  donc  on  prend 
sur  CD  une  partie 

CF  =  |  CD  =  xy , 

et  qu'on  élève  la  droite  FG  perpendiculaire  à  CD,  le 
point  G  où  elle  rencontrera  CE  sera  le  centre  de  gra- 
vité du  triangle.  La  droite  FG  coupant  CD  et  CE  en 
parties  proportionnelles,  on  aura  aussi 

CG  =  f  CE; 

ce  qui  montre  que  le  centre  de  gravité  d'un  triangle 
se  trouve  sur  la  droite  qui  joint  son  sommet  au  mi- 
lieu de  sa  base ,  aux  deux  tiers  de  cette  droite  à  par- 
tir du  sommet,  ou  au  tiers  à  partir  de  la  base. 

77.  On  démontre  aussi  ce  théorème  sans  le  se- 
cours du  calcul  intégral. 

En  effet,  par  la  décomposition  du  triangle  ABC 
(fîg.  28)  en  élémens  parallèles  au  côté  AB,  on  prou- 
vera que  son  centre  de  gravité  se  trouve  sur  la  droite 
CD,  qui  joint  le  sommet  C  au  milieu  D  de  ce  côté. 
En  le  décomposant  en  élémeus  parallèles  au  côté  CA, 
on  prouvera  de  même  que  ce  centre  de  gravité  est 
aussi  sur  la  droite  BE  qui  va  du  sommet  B  au  milieu 
E  de  CA  ;  ce  point  sera  donc  situé  à  l'intersection  G 
des  deux  droites  CD  et  BE.  Or ,  si  l'on  tire  la  droite 
DE ,  elle  sera  parallèle  à  CB ,  puisqu'elle  coupe  CA 
et  AB  en  parties  proportionnelles  ;  il  en  résultera 
donc 
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DE  :  CB  ::  AD  :  AB  ::    i   :  2, 
DG  :  CG  ::  DE  :  CB   ::    i   :  2; 

en  sorte  que  DG  sera  la  moitié  de  CG,  et,  consé- 
quemment,  le  tiers  de  CD;  ce  qu'il  s'agissait  de  dé- 
montrer. 

On  en  peut  conclure  que  les  trois  droites  qui  vont 
des  sommets  d'un  triangle  aux  milieux  des  côtés  op- 
posés, doivent  se  couper  en  un  môme  point;  ce  qui 
est  conforme  à  un  théorème  connu. 

Si  les  sommets  A ,  B,  C,  du  triangle  sont  les  centres 
de  gravité  de  trois  masses  égales,  le  centre  de  gravité 
de  ces  trois  corps  coïncidera  avec  celui  du  triangle  ; 
car  le  centre  de  gravité  des  deux  masses  qui  répon- 
dent à  A  et  B  se  trouvera  d'abord  au  milieu  D  de  la 
droite  AB  ;  et  ensuite  le  centre  de  gravité  de  ces  deux 
masses  et  de  la  troisième  sera  le  point  G  de  la  droite  CD, 
tel  que  GD  est  moitié  de  CG  ou  le  tiers  de  CD. 

Il  suit  de  là  et  du  théorème  du  n°  67,  que  si  l'on 
applique  au  centre  de  gravité  G  d'un  triangle,  des 
forces  représentées  en  grandeur  et  en  direction  par 
les  droites  GA,  GB ,  GC,  qui  vont  de  ce  point  aux 
trois  sommets,  ces  trois  forces  seront  en  équilibre. 

78.  Connaissant  le  centre  de  gravité  d'un  triangle, 
on  en  déduit  successivement  ceux  d'un  secteur  et  d'un 
segment  circulaires. 

Soient  CADB  (fig.  29)  le  secteur,  et  C  le  centre  du 
cercle.  Si  l'on  considère  l'are  ADB  comme  une  por- 
tion de  polygone  d'une  infinité  de  côtés  égaux,  on 
pourra  décomposer  le  secteur  en  élémens  triangulaires 
aussi  égaux  ;  qui  auront  tous  ces  côtés  pour  bases  et 
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leur  sommet  commun  au  point  C.  On  appliquera  en- 
suite la  force  qui  agit  sur  chacun  de  ces  élémens  à  son 
centre  de  gravité  ;  et  comme  la  distance  au  point  C  de 
chaque  centre  de  gravité  est  les  deux  tiers  du  rayon 
du  cercle ,  il  en  résultera  un  système  de  forces  paral- 
lèles et  égales ,  appliquées  à  tous  les  élémens  de  l'arc 
A'D'B',  décrit  du  point  C  comme  centre,  et  d'un 
rayon  égal  à  |  CD.  Par  conséquent,  le  centre  de  gra- 
vité du  secteur  sera  le  centre  de  ces  forces  parallèles, 
c'est-à-dire,  le  centre  de  gravité  de  cet  arc  A'D'B'.  Or, 
en  désignant  par  a,  l,  c,  le  rayon  CD,  l'arc  ADB  et 
la  corde  AB,  les  quantités  analogues,  relativement 
à  A'D'B',  seront  f  a,  §  l,  §  c;  si  donc  G  est  le  centre 
de  gravité  demandé ,  et  qu'on  fasse  CG  =  x9  on  aura , 
d'après  le  théorème  du  n°  70, 


lac 

X  z 


31' 

Maintenant,  soient  S,  S',  S,,  les  surfaces  du  secteur 
CADB,  du  triangle  CAB  et  du  segment  ADBE;  appe- 
lons G,  G',  G,,  leurs  centres  de  gravité,  qui  seront 
évidemment  sur  le  rayon  CD  aboutissant  au  milieu  D 
de  l'arc  ADB  •  si  l'on  désigne  par  x9  x' ,  xt ,  les  dis- 
tances de  ces  trois  points  au  centre  C ,  et  qu'on  y  ap- 
plique des  forces  parallèles  et  proportionnelles  à  S,  S', 
Si,  la  première  sera  la  résultante  des  deux  autres-  en 
considérant  les  momens  de  ces  forces ,  on  aura  donc 

&X    '— —    ô  X     "-j""    ô  XX  j. 

On  a,  d'ailleurs, 

7  lac 

al*         xz=z 
2 


O     ■  ■  CVL  ,  uC   m*—~       ni    • 
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En  appelant  h  la  hauteur  CE  du  triangle  dont  la  base 

est  AB  ou  c ,  on  a  aussi 

Donc,  à  cause  de 

S1  =  S/  —  S  =  f(aZ  —  ch), 
l'équation  des  momens  deviendra 

j  a*c  ss  -|  ch%  +  \{al  —  ch)  xx  ; 

et  elle  fera  connaître  la  distance  xx  du  centre  de  gra- 
vité du  segment  ADBE  au  centre  du  cercle.  En  ob- 
servant que 

.     /  *  / 

C  =  2fl  sm — ,  /£  =  #COS~ , 

2« 7  ia7 


on  en  déduira 


lÀ-r   g      ^  ■ 


4^a  sin3  — 

■  ia 

5(l  —  a  sin  -  J 


Lorsque  Tare  l  est  la  demi-circonférence,  on  a 
l  =  Tra  ;  le  secteur  et  le  segment  coïncident  ,  ainsi 
que  les  distances  x  et  xl9  dont  la  valeur  commune 
est 

79.  Si  Ton  prend  successivement  les  trois  sections 
coniques  pour  la  courbe  à  laquelle  répondent  les  for- 
mules (2),  les  intégrations  s'effectueront  par  les  règles 
connues,  et  l'on  pourra  obtenir,  sous  forme  finie,  les 
valeurs  des  deux  coordonnées  xx  et  yx  du  centre  de 
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gravité.  J'indique  cet  exemple  comme  exercice  de 
calcul,  et  je  passe  immédiatement  à  la  détermination 
du  centre  de  gravité  de  l'aire  de  la  cycloïde. 

Soit  CPM(fîg.  25)  le  segment  dont  on  veut  trou- 
ver le  centre  de  gravité  ;  en  désignant  par  x  eîy  l'abs- 
cisse CP  et  l'ordonnée  PM,  comme  dans  l'équation 
(a)  du  n°  j5,  il  faudra  que  les  intégrales  contenues 
dans  les  formules  (2)  s'évanouissent  quand  x  =  o  ;  et 
en  intégrant  par  partie,  ces  formules  deviendront 

Az=xy  —  fxdy,  ) 

-hxx  —  \xy  —  ijx'dy,   >     (4) 
Aj,  =  \  xy*  —fxydy  ;     ) 

les  nouvelles  intégrales  s'évanouissant  aussi  en  même 
temps  que  x. 

En  vertu  de  l'équation  (a) ,  on  a 

fxdy  =j\/ax  —  x*  dx  ; 

mais  si  N  est  le  point  où  l'ordonnée  PM  rencontre  le 
cercle  décrit  sur  CD  comme  diamètre,  cette  dernière 
intégrale  exprime  le  demi-segment  circulaire  CNP  ; 
en  représentant ,  pour  abréger,  par  y  Taire  de  ce  demi- 
segment  ,  on  aura  donc 

A  =  xy  —  y. 

Dans  le  cas  où  le  point  M  coïncide  avec  le  point  A? 
on  aura 

x=CD=:a,   jr  =  DÀ  =  £7ra,    y  =  ^7ralif 

et,  par  conséquent, 

A  =  l-rra2. 
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L'aire  CAD  de  la  demi-cycloïde  est  donc  triple  de 
celle  du  demi-cercle  CND,  dont  le  rayon  est  |  a,  ou, 
autrement  dit,  Taire  de  la  cycloïde  entière  est  égale  à 
trois  fois  celle  de  son  cercle  générateur. 
On  aura  aussi 


fx*dy  =fx  \/ax  —  x%  dx , 
ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 

foc*djz=.±aj V 'ax — x*dx  — f(\a — x)\/ax —x*dx. 

La  dernière  intégrale  s'obtient  immédiatement;  et  à 
cause  qu'elle  doit  s'évanouir,  quand  x=  o,  nous  au- 
rons 

3 

Xxx  =\xy  -r-  \ay  -f-  \  (ax  —  «ra)a  ; 

équation  qui  fera  connaître  la  valeur  de  xx  d'après 
celle  de  À. 

Dans  le  cas  de  la  demi-cycloïde  CAD,  où  Ton  a,  en 
même  temps, 

x  =  a,  y  =  {7ra,  y  =  ^7ra*,  \—\7ra%7 

on  en  conclura 

la 

X  ■  *  y 

12 

pour  la  distance  de  son  centre  de  gravité  à  l'axe  Cy. 
Ainsi,  le  centre  de  gravité  de  l'aire  entière  de  la  cy- 
cloïde se  trouve  aux  sept-douzièmes  de  la  hauteur  CD, 
à  partir  du  sommet  C. 

Relativement  à  un  segment  quelconque  CMP,  il 
reste  à  déterminer  l'ordonnée  jx;  ce  qui  exige  un  cal- 
cul plus  compliqué. 
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80.  En  vertu  de  l'équation  (a),  on  a 


fxydy  =Jy  \/ax  —  x*  dx, 
et  la  valeur  de  y  peut  s'écrire  ainsi  : 

/(!  a  —  x)  dx     .a   Ç       dx 
\/ax—!xï  *J  \/ax  —  x*' 

en  faisant  donc,  pour  un  moment, 

/dx  _ 

{/ax —  x2  "         ' 

et  supposant  que  cette  intégrale  soit  nulle  comme 
toutes  les  autres,  quand  «%*  =  o,  on  aura 


y  ==  ]Sax  —  x*  -\-\az  ; 
d'où  il  résultera 

fxydy  —  J  ax*  —  |  x3  +  \  afz  \/ax  — r  x*  dx.       (5) 
Parce  que  l'on  a  fait 

y  =z  fs/ax  —  x*  dx , 
on  aura,  en  intégrant  par  partie, 


fz  \Jax  —  x%  dx  =  zy  —  fydz.       (6) 
On  peut  écrire  l'expression  de  y  sous  la  forme 

et  en  intégrant  par  partie  dans  le  second  terme,  il 
vient 

y  =2 -a*  I  X     :  — (  -  «  —  3;  )  v/«^— .r2— ; -f\/ax—x*dT  : 

4    J  v/^— ^a     V2  / 
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d'où  l'on  conclut 


y  =  \a%  z —  \  {^a  —  x)  \/ax  —  x" 


A  cause  de  \/ax  —  x*dzz=z  dx ,  on  aura  donc 

fydz  ==  TçCfz*  —  |  [ax  — •  x*). 

Je  substitue  ces  valeurs  de  y  et  fydz  dans  l'équation 
(6)  ;  il  en  résulte 

fz \/  ax-—xldx——çCLLzi- ( -a — x)\/ax —  x2-\--(ax — x2)  ; 

ce  qui  change  Féquation  (5)  en  celle-ci  : 

+  tt  d*z*  — '%azf&a  —  x)  \/aoc  —  ^a«     (7) 
Au  moyen  de  cette  valeur  et  de  celle  de  zf  savoir  : 

/  a  —  2.x\ 

z  =  arc  (  cos  =  ) , 

la  troisième  équation  (4)  ne  contiendra  plus  rien  d'in- 
connu, et  fera  connaître  la  valeur  àejx  pour  un  seg- 
ment quelconque  CMP. 

Dans  le  cas  de  la  demi-cycloïde  CAD ,  on  aura 

x  =  a,     z=tfrc(cos  =  —  i)=7r; 

la  formule  (7)  se  réduira  à 

et  à  cause  de 

j  =  \wa,         X  '=  %7Fa% 
la  troisième  équation  (4)  donnera 
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ce  qui,  joint  à  la  valeur  de  xx  du  numéro  précédent, 
déterminera  complètement  la  position  du  centre  de 
gravité. 

81.  Soit  S  l'aire  d'une  zone  de  surface  de  révolu- 
tion, comprise  entre  deux  plans  perpendiculaires  à 
son  axe  de  figure.  Cet  axe  renfermera  le  centre  de  gra- 
vité de  S  :  je  le  prendrai  pour  l'axe  des  oc;  et  je  dé- 
signerai par  ocx  la  distance  de  ce  centre  à  l'origine  des 
coordonnées,  et  par  et  et  €  les  distances  à  la  même  ori- 
gine, des  deux  plans  qui  terminent  S;  la  détermina- 
tion du  centre  de  gravité  de  cette  zone  se  réduira  à 
celle  de  la  valeur  de  xx. 

Je  décompose  S  en  élémens  dont  chacun  sera  la  sur- 
face d'un  cône  tronqué  décrite  parle  côté  infiniment  pe- 
tit de  la  courbe  génératrice,  comme  dans  le  n°  74?  celui 
qui  répond  au  point  M  de  cette  courbe  dont  les  coor- 
données sont  x  et  y,  sera  égal  à  nrfyy/ dx -{- dy*  ;  il 
aura  aussi  son  centre  de  gravité  sur  l'axe  des  x ,  et 
l'on  pourra  prendre  x  pour  la  distance  de  ce  point  à 
l'origine  des  coordonnées,  puisqu'elle  ne  pourra  dif- 
férer de  x  que  d'un  infiniment  petit.  Cela  étant,  on 
aura  (nos  i3  et  65), 


s=™f!f  v/i+d£dx> 


/ 


&œx=^f^Xj  \/*±JLdx, 


(8) 


en  considérant  y  comme  une  fonction  de  oc,  donnée 
par  l'équation  de  la  génératrice. 
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Si  cette  courbe  est,  par  exemple,  un  arc  de  cercle; 
que  l'on  place  l'origine  des  coordonnées  à  son  centre , 
et  qu'on  appelle  a  son  rayon ,  on  aura 

y  =  \/a*  —  x*; 

d'où  il  résultera 

S  =  27ra(C  —  et), 

Sx,  =  rfa  (£■  —  ce) , 

et,  par  conséquent, 

*x  =  M*  +  £)  > 
ce  qui  montre  que  le  centre  de  gravité  d'une  zone 
sphérique  est   au  milieu  de  la  partie  du   diamètre 
comprise  entre  les  deux  plans  qui  la  terminent ,  et 
perpendiculaire  à  ces  plans. 

82.  La  cycloïde  nous  fournira  deux  exemples  de 
l'application  des  formules  (8),  en  faisant  tourner 
successivement  l'arc  CM  (fig.  25)  autour  de  l'axe  Cx 
et  de  l'axe  Cy. 

Dans  le  premier  cas,  on  aura,  en  vertu  de  l'équa- 
tion (a)  du  n°  73, 

S  =  27r\/aJy—?L,       Sx,r=2^c  \/aJy\/xdx; 
y  x 

les  intégrales  étant  prises  de  manière  qu'elles  s'éva- 
nouissent au  point  C,  où  l'on  a  x  =  o.  En  intégrant 
par  partie,  et  ayant  égard  à  la  valeur  de  dy ,  donnée 
par  la  même  équation  (a),  il  vient 

S  =  Içry  \Jax    —  Içr  yaf\/a  —  x  dx , 
Sx,  =  %-  yx  \Jax  —  ~-  \J afx  \/a  —  x  dx , 
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et,  par  conséquent, 

S  =  Içrj  \Jax  +  -^  V#  (fl  —  x)%  —  -w  a%  > 

Sxt  =  ^-yoc  \/ax-\-  —  x  \/a  {a  —  xf 

+  —\/a  (a  —  xY  —  ~J  a?  ; 

ce  qui  fait  connaître  la  surface  concave  vers  l'axe 
de  figure,  engendrée  par  l'arc  CM,  et  la  distance  de 
son  centre  de  gravité  au  point  C.  Quand  cet  arc  de- 
vient la  demi-cycloïde  CA,  on  a  x  =  a  et  yz=z±7ra, 
et,  conséquemment, 

S  =  27772*  (77 t|Y  SxiZ=z-^-\7T =\ 

Dans  le  second  cas ,  il  faudra ,  pour  continuer  de 
faire  usage  de  l'équation  (a)  du  n°  73,  permuter  x 
et  y  dans  les  formules  (8),  lesquelles  deviendront, 
par  là, 

S=27Tfx)/l-ï-^dx, 
Sj,  =  27T/XJ  \Ji+jL.dxî 

yx  étant  la  distance  au  point  C,  du  centre  de  gravité 
de  S  situé  sur  la  droite  Cy ,  et  les  intégrales  s'éva- 
nouissant  au  point  C,  c'est-à-dire ,  quand  x  =  o.  D'a- 
près l'équation  (#),  nous  aurons 

S  =  27rfx  y  -  dx  =  -^ x  S/tâÊ  ; 

la  valeur  de  Syt  sera  la  même  que  celle  de  Sxt  du 
1.  10 
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premier  cas,  et  en  la  divisant  par  cette  valeur  de  S, 
on  aura  la  distance  au  point  C,  du  centre  de  gravité 
de  la  surface  convexe  vers  Taxe  de  figure ,  engendrée 
par  Tare  CM.  Lorsque  cet  arc  deviendra  la  demi-cy- 
cloïde  CA,  la  surface  engendrée  sera  égale  à  fyrta*  ; 
en  même  temps,  la  distance  jrt  aura  pour  valeur 

£  -  l(*  ~  S); 

On  peut  remarquer  que  quand  un  même  arc  de 
courbe  tourne  successivement  autour  de  deux  axes 
rectangulaires  et  passant  par  une  de  ses  extrémités, 
le  second  membre  de  la  seconde  équation  (8)  ne 
change  pas  de  valeur,  et,  par  conséquent,  les  dis- 
tances à  cette  extrémité,  des  centres  de  gravité  des 
deux  surfaces  engendrées,  sont  en  raison  inverse  des 
aires  de  ces  surfaces. 

83.  Si  la  courbe  ABC  (fig.  26)  tourne  autour  de 
Taxe  Oxy  compris  dans  son  plan  et  qui  ne  la  traverse 
pas,  sa  surface  engendrera  un  solide  de  révolution  dont 
le  volume,  que  je  représenterai  par  V,  pourra  s'ex- 
primer au  moyen  de  l'aire  de  cette  surface  et  de  l'or- 
donnée yx  de  son  centre  de  gravité. 

En  conservant  toutes  les  notations  du  n°  y5,  il  est 
aisé  de  voir  qu'on  aura 


V 


=  ?M  (jst  ~  j'a)  dx' 


En  effet,  la  tranche  infiniment  petite  de  ce  volume, 
engendrée  par  l'élément  MNN'M'  de  l'aire  génératrice, 
sera  la  différence  7ry*dx  —  tfy'^dx  des  deux  cylin- 
dres dont  les  rayons  sont  PM  et  PN,  et  qui  ont  dx 
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pour  hauteur  commune  ;  car  on  peut  négliger  les  vo- 
lumes infiniment  petits  du  second  ordre,  engendrés 
par  les  triangles  que  l'on  retranche  de  cet  élément , 
ou  qu'on  y  ajoute,  en  menant  par  les  points  M  et  N 
des  parallèles  à  l'axe  Oûc.  Or,  si  l'on  compare  cette 
expression  de  V  à  la  troisième  formule  (i)  du  numéro 
cité,  on  a 

V  =  2'7tXj1  ; 

ce  qui  montre  que  le  volume  engendré  par  Faire  À 
d'une  courbe  plane  est  égal  à  cette  aire  multipliée  par 
la  circonférence  27rjrx  du  cercle  que  décrit  son  centre 
de  gravité;  théorème  analogue  à  celui  du  n°  74,  et 
qui  servira  à  déterminer  le  volume  V  quand  le  centre 
de  gravité  de  À  sera  connu  à  priori.  Il  subsistera  en- 
core, lorsque  la  surface  génératrice,  au  lieu  d'être 
circonscrite  par  une  courbe  fermée,  sera  comprise 
entre  deux  courbes  différentes  et  deux  perpendicu- 
laires à  l'axe  de  figure,  pourvu  que  cet  axe  ne  passe 
pas  entre  ces  deux  courbes  planes. 

Si  l'aire  génératrice  est  un  demi-cercle  tournant 
autour  de  son  diamètre ,  la  distance  de  son  centre  de 

A  /7 

gravité  à  cet  axe  de  rotation  sera  égale  à  ~~  (n°  78) , 
en  désignant  par  a  son  rayon;  la  circonférence  dé- 
crite par  ce  point  aura  donc  -^-  pour  longueur;  et 
comme  l'aire  du  demi-cercle  est  |  7raa ,  on  aura 

y    —      3     > 

ce  qui  est,  effectivement,  le  volume  de  la  sphère. 

10.. 
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Supposons  encore  que  la  courbe  fermée  ABC  soit 
une  ellipse,  et  représentons  par  a  et  b  ses  deux  demi- 
axes,  et  par  c  la  distanceide  son  centre  à  l'axe  de  ro- 
tation. L'aire  A  sera,  comme  on  sait,  égale  à  7rab; 
et  son  centre  de  gravité  étant  évidemment  le  centre 
de  figure,  on  aura ^  =c;  d'où  il  résultera 

V  =  27T*  abc  9 

quelle  que  soit  l'inclinaison  de  l'un  ou  l'autre  des  axes 
de  l'ellipse  sur  l'axe  de  rotation. 

84 •  Il  est  évident  que  le  segment  du  solide  de  ré- 
volution compris  entre  deux  plans  passant  par  l'axe 
de  figure,  est  au  solide  entier  comme  l'angle  de  ces 
deux  plans  est  à  quatre  angles  droits,  ou,  ce  qui  est 
la  même  chose,  comme  l'arc  décrit  entre  les  deux 
plans ,  par  le  centre  de  gravité  de  l'aire  génératrice  , 
est  à  la  circonférence  entière  i7rjx.  Donc,  en  appe- 
lant l  la  longueur  de  cet  arc,  et  L  le  volume  du  seg- 
ment ,  on  aura 

L  ===  lK; 

A  étant  toujours  l'aire  génératrice  qui,  par  hypothèse^ 
n'est  point  traversée  par  l'axe  de  rotation. 

Cette  formule  peut  s'étendre  de  la  manière  suivante 
à  d'autres  segmens  qui  n'appartiennent  pas  à  des  so- 
lides de  révolution. 

Supposons ,  en  effet ,  qu'une  courbe  plane  se  meuve 
sans  glisser  ni  tourner  dans  son  plan,  et  de  telle  sorte 
que  ce  plan  soit  constamment  perpendiculaire  à  une 
ligne  donnée,  qui  peut  être  une  courbe  plane  ou  à 
double  courbure.  Dans  ce  mouvement,  le  même 
point  de  ce  plan  demeurera  toujours  sur  la  directrice, 


STATIQUE,  PREMIÈRE  PARTIE.  ^ 

et  les  autres  points  décriront  des  courbes  semblables 
à  cette  ligne.  Soient  A,  L,  Z,  Taire  de  la  courbe  gé-, 
nératrice,  le  volume  engendré  par  cette  surface,  et 
la  longueur  de  la  courbe  parcourue  par  son  centre 
de  gravité.  Si  Z  était  un  arc  de  cercle,  L  serait  un 
segment  de  solide  de  révolution  ;  mais ,  dans  tous  les 
cas,  on  peut  diviser  l  en  parties  infiniment  petites, 
dont  chacune  se  confondra  avec  le  cercle  oscuîateur 
qui  lui  correspond.  Désignons  par  a  l'une  de  ces  par-^ 
ties,  et  par  v  le  volume  du  segment  correspondant  de 
L  ;  et  supposons  que  les  plans  perpendiculaires  à  sa  di- 
rection, par  lesquels  v  est  terminé,  se  coupent  sui- 
vant une  droite  qui  ne  traverse  pas  l'aire  de  la  gé- 
nératrice. Cet  élément  v  de  L  sera  un  segment  de 
solide  de  révolution;  et  d'après  l'équation  précédente^ 
on  aura 

*/  -=  &X. 

Donc ,  en  prenant  la  somme  de  toutes  les  valeurs  de  v 
et  observant  que  le  facteur  A  est  constant ,  il  en  ré^ 
sultera  que  le  volume  L  est  égal  au  produit  de  Z  et  /\, 
comme  dans  le  cas  d'un  solide  de  révolution.  La  règle 
que  cette  équation  L  =  Xl  renferme  est  utile  dans  la 
pratique,  et  susceptible  d'un  assez  grand  nombre  d'ap- 
plications :  toutefois,  on  ne  devra  point  oublier  qu'elle 
n'a  plus  lieu  quand  les  génératrices  consécutives  se 
coupent  sur  la  surface  engendrée,  et  forment,  par 
leurs  intersections  successives,  ce  qu'on  appelle  une 
arête  de  rebrous  sèment. 

85.  La  considération  du  centre  de  gravité  fournit 
aussi  une  règle  pour  évaluer  le  volume  d'un  prisme 
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ou  d'un  cylindre  à  base  quelconque ,  tronqué  par  un 

plan  incliné  sur  cette  base. 

Soient  y  l'aire  d'une  section  de  cylindre  perpen- 
diculaire à  sa  génératrice,  À  l'aire  de  la  section  in- 
clinée qui  le  termine,  0  l'angle  de  ces  deux  plans, 
ù>  un  élément  quelconque  de  A,  g  sa  projection  sur 
le  plan  de  y,  ou  l'élément  correspondant  de  l'aire  y7 
qui  est  elle-même  la  projection  de  À.  D'après  le  théo- 
rème du  n°  i  o ,  on  aura 

y   =   ÀCOSÔ,  £    ==    Où  COS  0. 

Cela  étant,  je  suppose  que  À  soit  la  surface  à  laquelle 
se  rapportent  les  formules  générales  du  n°  ^5 ,  et  que 
6  représente  l'inclinaison  de  son  plan  sur  celui  des  x 
et  y.  Je  multiplie  la  troisième  de  ces  formules  par 
cos  6,  et  je  fais  passer  ce  facteur  constant  sous  le 
signe  ff}  en  vertu  des  valeurs  de  y  et  s,  on  aura 

yz<  =  JJzs- 

Or,  cette  intégrale  double  est  le  volume  du  cylindre 
tronqué  compris  entre  les  deux  sections  y  et  À,  et 
décomposé  en  filets  infiniment  minces  et  perpendi- 
culaires à  y,  en  supposant,  toutefois,  que  ces  deux 
sections  ne  se  coupent  pas  mutuellement;  il  s'ensuit 
donc  que  le  cylindre  tronqué  est  égal  à  un  cylindre 
droit  ayant  la  même  base  y\  et  pour  hauteur  la  dis- 
tance zx  a  cette  base,  du  centre  de  gravité  de  la  sec- 
tion inclinée. 

Ce  théorème  est  évident  dans  le  cas  ordinaire,  où  la 
base  du  cylindre  est  un  cercle  et  la  section  inclinée 
une  ellipse  ;  car  en  menant  par  le  centre  de  cette  courbe 
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un  plan  parallèle  à  la  base,  ce  cylindre  ne  change 
pas  de  volume,  puisque  le  segment  qu'on  en  re- 
tranche est  évidemment  égal  à  celui  qu'on  y  ajoute. 

Si  les  aires  désignées  par  y  et  A  se  coupent  mutuel- 
lement, le  volume  se  composera  de  deux  segmens 
dont  l'intégrale  j^ss  exprimera  la  différence  et  non 
pas  la  somme.  Quand  le  cylindre  sera  terminé  par 
deux  sections  inclinées  dont  les  aires  ne  se  coupent 
pas,  on  pourra  toujours  le  diviser  en  deux  parties, 
dont  la  base  commune  et  perpendiculaire  à  la  géné- 
ratrice, ne  coupera  ni  l'une  ni  l'autre  de  ces  deux 
sections;  et  en  observant  que  leurs  centres  de  gra- 
vité se  trouvent  sur  une  même  droite  perpendiculaire 
à  cette  base,  on  voit  que  le  volume  total  sera  égal  à 
l'aire  de  cette  base  multipliée  par  la  distance  mutuelle 
de  ces  deux  points. 

§  III.   Centres  de  gravité  des  volumes  et  des  corps* 

86.  La  détermination  du  centre  de  gravité  d'un 
volume  dépend,  en  général,  de  plusieurs  intégrales 
triples  ;  mais  il  y  a  des  corps  pour  lesquels  la  posi- 
tion de  ce  centre  se  détermine  par  des  intégrales 
simples.  Ce  sont  ces  corps  que  nous  allons  d'abord 
considérer. 

Le  centre  de  gravité  d'une  pyramide  ou  d'un  cône 
à  base  quelconque  se  trouve  sur  la  droite  qui  va  de 
son  sommet  au  centre  de  gravité  de  la  base  ;  car  cette 
droite  rencontre  toutes  les  sections  parallèles  à  la 
base,  en  des  points  homologues  qui  sont  leurs  cen- 
tres de  gravité,  et  qu'on  peut  aussi  prendre  pour  les 
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ceutres  de  gravité  des  élémens  de  ce  corps,  infini- 
ment minces  et  parallèles  a  sa  base.  Par  conséquent, 
la  droite  dont  il  s'agit  contient  le  centre  de  gravité 
de  la  pyramide  ou  du  cône,  et  il  ne  reste  plus  qu'à 
déterminer  sa  position  sur  cette  ligne. 

Soient  b  et  X  l'aire  de  la  base  et  celle  d'une  sec- 
tion parallèle  ;  désignons  par  h  et  œ  les  perpendicu- 
laires abaissées  du  sommet  sur  leurs  plans;  nous  au- 
rons, comme  on  sait, 

2\.       m       U        W        X  \       il     } 

et,  conséquemment, 

De  plus,  on  pourra  prendre  Hdx  pour  l'élément  du 
volume  du  cône  ou  de  la  pyramide  ;  et  si  l'on  ap- 
pelle V  son  volume  total  et  xt  la  valeur  de  x  corres- 
pondante à  la  section  qui  contient  le  centre  de  gra- 
vité^ on  en  conclura,  comme  dans  les  questions  pré- 
cédentes , 

V  =   /     X.dx,        V«rr  =  /     xHdx. 

J    Q  J    O 

En  substituant  la  valeur  de  X  et  effectuant  les  inté- 
grations ,  il  vient 

y  —  hl  Yx   —  —  • 

d'où  l'on  tire 

—  I  h 

4 

Mais  si  l'on  mène  par  le  centre  de  gravité  un  plan  pa- 
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rallèle  à  la  base,  il  coupera  en  parties  proportion- 
nelles la  hauteur  h  et  la  droite  qui  va  du  sommet 
au  centre  de  gravité  de  la  base  ;  il  s'ensuit  donc  que 
le  centre  de  gravité  du  cône  ou  de  la  pyramide  à  base 
quelconque  se  trouve  aux  trois  quarts  de  cette  droite, 
à  partir  du  sommet,  ou  au  quart,  a  partir  de  la  base. 

87,  Relativement  à  la  pyramide  triangulaire,  ce 
théorème  se  démontre  sans  le  secours  du  calcul  in- 
tégral. 

Soit  ABCD  (fîg.  5o)  cette  pyramide.  Soient  aussi 
E  et  F  les  centres  de  gravité  des  faces  ACD  et  BCD  ; 
tirons  les  droites  BF  et  AE,  dont  les  prolongemens  se 
rencontreront  au  milieu  H  de  l'arête  CD  ;  et  ensuite 
dans  le  plan  AHB,  tirons  les  droites  AF  et  BE,  qui 
se  couperont  en  un  certain  point  G.  Je  dis  que  ce 
point  sera  le  centre  de  gravité  de  la  pyramide  ABCD  ; 
car  en  la  décomposant  en  élémcns  parallèles  à  la  base 
ACD,  on  verra,  comme  dans  le  numéro  précédent, 
que  son  centre  de  gravité  doit  se  trouver  sur  la  droite 
BE  ;  et  en  la  décomposant  en  élémcns  parallèles  à  BCD, 
on  verra,  de  même,  que  ce  point  appartient  à  la 
droite  AF.  Ces  deux  droites  AF  et  BE,  qui  sont  effec- 
tivement dans  un  même  plan,  devront  donc  se  cou- 
per, et  leur  intersection  G  sera  le  centre  de  gravité 
demandé. 

Maintenant,  dans  le  triangle  ABH,  la  droite  EF  est 
parallèle  à  la  base  AB,  puisqu'elle  coupe  les  côtés  AH 
et  BII  en  parties  proportionnelles,  c'est-à-dire,  au 
tiers  à  partir  de  H;  on  aura  donc 

FG  :  GA  ::  EF  :  AB  ::  EH  :  AH, 
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et,  par  conséquent, 

FG  :  GA  ::    i   :  5; 

en  sorte  que  FG  est  le  tiers  de  GA  ou  le  quart  de  AF; 
ce  qu'il  s  agissait  de  prouver. 

On  en  conclut  que  si  les  quatre  sommets  A?  B,  G,  D, 
de  la  pyramide  sont  les  centres  de  gravité  de  masses 
égales,  le  point  G  sera  le  centre  de  gravité  de  ces 
quatre  masses;  car  déjà  le  point  F  est  celui  des  trois 
masses  qui  répondent  à  B,  C,  D  (n°  77);  et  ensuite  le 
point  G,  tel  que  GF  est  le  tiers  de  GA ,  sera  le  centre 
de  gravité  de  ces  trois  masses  et  de  la  quatrième. 

Il  suit  de  là  (n°  67)  que  si  l'on  applique  au  centre 
de  gravité  de  la  pyramide  triangulaire  des  forces  re- 
présentées ,  en  grandeur  et  en  direction ,  par  les 
droites  qui  vont  de  ce  point  aux  quatre  sommets,  ces 
quatre  forces  se  feront  équilibre. 

88.  Ayant  déterminé  le  centre  de  gravité  d'une  py- 
ramide triangulaire,  on  en  déduit  immédiatement 
celui  d'une  pyramide  ou  d'un  cône  à  base  quelconque, 
en  décomposant  cette  base  en  un  nombre  fini  ou  in- 
fini de  triangles  :  le  centre  de  gravité  de  cette  pyra- 
mide ou  de  ce  cône  doit  se  trouver  à  la  fois  sur  la 
droite  qui  va  du  sommet  au  centre  de  gravité  de  la 
base,  et  dans  le  plan  parallèle  à  la  base  qui  coupe 
toutes  les  lignes  menées  du  sommet  à  cette  base,  aux 
trois  quarts  à  partir  du  sommet  ;  ce  qui  s'accorde  avec 
le  résultat  du  n°  86, 

On  en  déduit  aussi  le  centre  de  gravité  d'un  sec- 
teur sphérique.  En  effet,  si  l'on-décompose  ce  secteur 
en  une  infinité  de  pyramides  dont  le  sommet  com- 
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m  un  soit  au  centre  de  la  sphère,  et  qui  aient  pour 
bases  les  élémens  infiniment  petits  de  la  base  du  sec- 
teur, leurs  centres  de  gravité  se  trouveront  tous  sur 
la  base  d'un  secteur  concentrique ,  dont  le  rayon  sera 
les  trois  quarts  de  celui  du  secteur  donné  ;  d'où  l'on 
conclut  que  le  centre  de  gravité  du  secteur  donné 
sera  le  même  que  celui  de  la  base  du  secteur  con- 
centrique; ce  qui  en  détermine  la  position. 

Supposons  que  le  secteur  sphérique  soit  engendré 
par  le  secteur  circulaire  CADB  (fig.  29),  tournant  au- 
tour du  rayon  CD ,  qui  aboutit  au  milieu  de  l'arc  AB  ; 
le  triangle  CAB  et  le  segment  circulaire  ADB  engen- 
dreront, en  même  temps,  un  cône  et  un  segment 
sphérique;  et  le  centre  de  gravité  de  ce  segment 
sphérique  se  déterminera  d'après  ceux  du  secteur  sphé- 
rique et  du  cône. 

Pour  cela,  appelons  V, ,  V,  V,  les  volumes  respec- 
tifs de  ces  trois  corps,  et  xl9  ce ,  œ',  les  distances  de 
leurs  centres  de  gravité  au  point  C;  nous  aurons 

V  =  V'<:+ ■%,        \œ  =  W  +  ¥M.     (à) 

Soient  a  le  rayon  CD ,  c  la  corde  AB  elfla.  flèche  DE 
de  l'arc  ADB.  Relativement  au  cône,  on  aura 

Y  =  i,«c>{a-f),         x  ;  =  !(«-/)■ 

La  base  du  secteur  sphérique  sera  égale  au  produit 
de  la  flèche  et  de  la  circonférence  du  grand  cercle , 
ou  à  i7rafy  et  son  volume  aura  pour  valeur  le  pro- 
duit de  cette  base  et  de  \a*  ou  ^— .  Si  Ton  dé- 
crit  du  point  C  comme  centre,  et  d'un  rayon  égal  à 
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I  CD,  un  arc  de  cercle  tel  que  A'D'B',  le  centre  de 
gravite'  de  la  surface  engendrée  par  cet  arc  se  trou- 
vera au  milieu  de  la  flèche  D'E'  (n°  81),  ou,  autre- 
ment dit,  à  une  distance  du  point  C  égale  à  CD' — ^D'E', 
dont  la  valeur  est  \{a  —  \f).  Donc,  ce  centre  de 
gravité  étant,  d'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  celui 
du  secteur  sphérique  V,  on  aura 

En  substituant  ces  différentes  valeurs  dans  les  e'qua- 
tions  (a) ,  il  vient 

-S  va>f=  ^  -7tc>  (a  —f)  +  V, ., 

d'où  Ton  tirera  les  valeurs  de  V,  et  oct . 

Si  l'on  appelle  l  la  longueur  de  l'arc  AB,  on  aura 

c  =  2tfsin  — ,         fz=a(\  —  cos  —  ), 
2a7        J  \  1a/7 

et  il  en  résultera 

V,  =  — ,—  (  I  COS Sin4  —  COS  —  ), 

1  3 ,  \  la  1  2a  laj 7 

rr       -    jl   l 

5a  sin4  — 
2a 

xt=  —7-        — j        r~7~71        T 


o    f  l  *       •      »     *  l\ 

8(1  —  cos sina  —  cos  —  ) 

\  ia         2  ia         2a/ 

Lorsque  l'arc  l  est  la  demi-circonférence,  on  aZ=:7rtz, 
et  par  suite 

V  t    -y-  ,  OC,    —    g> 
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8g.  On  détermine  aussi  par  des  intégrales  simples 
le  volume  et  le  centre  de  gravité  de  tout  corps  sy- 
métrique par  rapport  à  un  axe,  comme  un  ellip- 
soïde, par  exemple. 

Soient  x,y7  z9  les  trois  coordonnées  rectangulaires 
d'un  point  quelconque  de  la  surface  ;  prenons  Taxe 
de  figure  pour  celui  des  x ,  et  désignons  par  X  Faire 
de  la  section  perpendiculaire  à  cette  droite,  qui  ré- 
pond à  l'extrémité  de  l'abscisse  x.  Si  l'on  décompose 
le  volume  en  élémens  infiniment  minces  et  perpen- 
diculaires à  l'axe  de  figure,  on  pourra  prendre  ILdx 
pour  le  volume  d'un  élément  quelconque,  et  x  pour 
la  distance  de  son  centre  de  gravité  à  l'origine  des 
coordonnées.  Donc,  en  désignant  par  V  une  tranche 
comprise  entre  deux  sections  correspondantes  à  des 
abscisses  données  ci  et  C,  et  par  xx  la  distance  de  son 
centre  de  gravité  à  l'origine  des  coordonnées,  nous 
aurons 

V  =  /      X  dx  ,      \xl  =  f     xlidx. 

J   A  J    et 

Dans  le  cas  de  l'ellipsoïde ,  l'équation  de  la  sur- 
face est 


xu 


a- 


a  ,  b,  c  ,  désignant  les   trois  demi-axes.  Ceux  de  la 
section  X  seront 


on  aura  donc 


\ 
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et,  par  conséquent , 

d'où  Ton  tire 

3(*  -fg)(2fla-  *3—ga) 
,ri""    4(3a*— «2--*C  — £2)  * 

Si  l'on  applique  cette  formule  au  segment  sphé- 

rique  que  l'on  a  considéré  dans  le  n°  précédent ,  il 

faudra  prendre 

l         P 
a,  =z  a  cos  —  ,     b  =  a  ; 


ce  qui  donne 

/ 
tsin1' 


3a  (  i  -4- cos  —  ); 
\ iaJ 

,f  l  •        *V 

4(  i  —  cos f-  sin2  —  ) 

\  ia  laj 

et  en  multipliant  le  numérateur  et  le  dénominateur 

de  cette  fraction  par  i  —  cos  — ,   on  vérifie  qu'elle 

coïncide  avec  la  valeur  de  xt  déjà  trouvée» 

Pour  avoir  la  valeur  entière  de  l'ellipsoïde,  il  fau- 
dra faire  €  ==  a  et  ct  =  —  a\  ce  qui  donne 

Ce  volume  est  aussi  donné  par  l'intégrale  triple 
fffdxdydz ,  étendue  à  tous  les  élémens  de  l'espace 
terminé  par  la  surface  de  l'ellipsoïde  ;  mais  en  faisant 

x  ==  ax' }    y  =  bjr\     z  =  cz\ 
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l'équation  de  cette  surface  devient 


x 


i& 


+  y«+js'«=:  I 


et  Tintégrale  triple  se  change  en 

abcfffdx'dy'dz'. 

Cette  nouvelle  intégrale  devra  s'étendre  à  tous  les 
élémens  de  l'espace  circonscrit  par  la  surface  qui 
répond  à  l'équation  précédente  ;  elle  sera  ,  par  con- 
séquent ,  le  volume  de  la  sphère  qui  a  l'unité  pour 

rayon  ;  et  ce  volume  étant  égal  à  -^ ,  il  en  résulte 

^-5 — ,  comme  précédemment,  pour  celui  de  l'ellip- 

soïde. 

(90).  Les  corps  symétriques  autour  d'un  axe  com- 
prennent les  solides  de  révolution.  Nous  prendrons 
toujours  Taxe  de  figure  pour  celui  des  abscisses  x. 
En  supposant  alors  un  solide  de  cette  nature  engen- 
dré par  une  aire  plane ,  comprise  entre  deux  courbes 
données'  et  les  perpendiculaires  à  Taxe  des  x  qui 
répondent  à  x  =  et  et  x  =  S  ,  et  désignant  par  jr 
et  y1  les  ordonnées  de  ces  courbes  relatives  à  une 
même  abscisse  quelconque  x,  il  faudra  faire 

x  =  w(y  —  y*), 

dans  les    formules   du   numéro    précédent;   ce  qui 
donne 

V=7rr   (ja — y*)dx,     Yxj  =?  7F  I    ( y*—j,a)xdx. 

Dans  le  cas  le  plus  ordinaire  où  la  courbe  intérieure 
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se  confondra  avec  l'axe  de  figure,  on  aura  y1  =o , 

et  simplement 

V  =  rf  (  y*dx ,     Yxl  =  tt  I  y*xdx.     (b) 

La  cycloïde  fournira  encore  des  exemples  de  l'ap- 
plication  de  ces  formules  ,  dans  lesquels  toutes  les 
intégrations  s'effectueront  sous  forme  finie. 

Si  l'on  considère  le  solide  convexe ,  engendré  par 
l'aire  CMP  (  fig.  a5  )  tournant  autour  de  l'axe  Gr, 
on  intégrera  d'abord  par  partie;  ce  qui  donnera 

V  ==  7rxy*  —  iwÇxydy  9 

Yxt  —  ^7rx*y*  —  7rfxydy  ; 

les  intégrales  étant  prises  de  manière  qu'elles  s'éva- 
nouissent au  point  C,  ou  quand  x  =  o.  En  vertu  de 
l'équation  (a)  du  n°  j5 ,  on  aura  donc 

V  =  tfxy*  —  272-/7  s/ax  —  x2  dx, 
Yx,=  \7rxy1  —  rtfjx  \Jax  —  x*dx  ; 

et  les  calculs  s'achèveront  par  des  transformations 
semblables  à  celles  du  n°  80.  Dans  le  cas  du  volume 
engendré  par  la  demi-cycloïde  CAB,  on  trouve 

\T       _  ™3   (W*  \  nr    —  (6B *'  —    6^a 

V-TU""V;    ^  —  i2(9^—  16)  • 

S'il  s'agit ,  au  contraire ,  du  solide  convexe  en- 
gendré par  l'aire  CMP  ,  tournant  autour  de  Faxe  Cy, 
il  faudra  préalablement  permuter  x  et  y  dans  les 
équations  (b)  ;  d'où  il  résultera 

V  =  <7tfx*dy  ,     Yyx  =  7rfxydy; 
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yx  étant  la  distance  au  point  C,  du  centre  de  gravité 
qui  se  trouve  sur  l'axe  Cj ,  et  les  intégrales  s'éva- 
nouissant  en  ce  point  C.  En  vertu  de  l'équation  (a)  de 
la  cjcloïde ,  on  aura  donc 

V = tffx  \Jax — xadx,     Vy,  =  7rfjx  \/ax  —  x*  dx. 

La  première  intégrale  s'obtiendra  sans  difficulté  ;  la 
seconde ,  par  des  transformations  semblables  à  celles 
du  n°  80.  Dans  le  cas  où  CM  sera  la  demi-cycloïde 
entière ,  on  trouvera 

tt  ^a3  /16      ,     7r*\a 

V  =  -T6>  S'Hj  +  jh 
91 .  Maintenant ,  soient  xl7  jx  y  zt  ,  les  trois  coor- 
données rectangulaires  du  centre  de  gravité  d'un 
corps  de  forme  quelconque,  homogène  ou  hétéro- 
gène ,  dont  la  masse  sera  représentée  par  M.  D'après 
ce  qu'on  a  déjà  dit  dans  le  n°  65  ,  il  faudra ,  pour  dé- 
terminer ces  trois  inconnues,  diviser  M  en  parties  in- 
finiment petites,  et  changer,  en  conséquence,  les 
sommes  en  intégrales  dans  les  seconds  membres  des 
équations  (1)  de  ce  numéro.  On  aura,  de  cette  manière, 

Mxf=fffxdm,  Mj^fffjdm^z^fffzdm;   (i) 

dm  étant  l'élément  différentiel  de  la  masse  du  corps 
qui  répond  aux  coordonnées  x ,  y,  z.  En  appelant  f 
la  densité  de  ce  même  élément ,  et  dv  son  volume  , 
on  aura  aussi 

dm  —  fdv. 

On  pourra  prendre  maintenant,   pour  l'élément  dv 
du  volume ,   le   parallélépipède  rectangle  dont  les 
trois  cotés  adjacens  sont  parallèles  aux   axes  des  oc, 
1.  11 
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y,  z,  et  égaux  aux  différentielles  d.r,  dy,  dz;  d'où 

il  résultera 

.dv  =  dxdydz. 

Si  le  corps  est  homogène,  sa  densité  sera  cons- 
tante ;  en  désignant  par  V  son  volume,  on  aura 

et  les  équations  (i)  deviendront 

Va\  —ffjocdv ,  Vyl  =fffydv  ,  Vzt=/ffkdv.     (2). 

Si  le  corps  est  hétérogène,  il  pourra  se  présenter 
deux  cas  différens.  Dans  le  premier  cas ,  ce  corps  se 
composera  de  parties  homogènes  de  grandeur  finie , 
et  la  densité  ne  variera  que  dune  partie  à  l'autre.  On 
appliquera  donc  à  chacune  d'elles  les  équations  (2), 
puis  on  déterminera  le  centre  de  gravité  du  corps 
entier  d'après  ceux  de  toutes  ses  parties  (n°  64).  Dans 
le  second  cas ,  la  densité  variera  par  degrés  insensi- 
bles dans  l'intérieur  du  corps;  et  alors  on  fera  usage 
des  équations  (1),  dans  lesquelles^  devra  être  une 
fonction  donnée  de  x  ,  y,  z. 

Toutefois ,  on  doit  remarquer  que ,  soit  qu'il  s'a- 
gisse d'un  corps  homogène  ou  d'un  corps  hétérogène, 
la  division  de  la  masse  en  élémens  infiniment  petits, 
dont  les  densités  sont  les  mêmes  ou  ne  varient  que 
par  degrés  insensibles ,  suppose  que  ce  corps  est 
formé  d'une  matière  continue.  Or,  cela  n'a  pas  lieu 
dans  la  nature,  où  les  corps,  au  contraire,  se  com- 
posent de  parties  matérielles  disjointes  et  séparées 
les  unes  des  autres  par  des  espaces  vides ,  compara- 
bles en  grandeur  aux  parties  pleines.  Nous  revien- 
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drons  sur  cette  observation  dans  le  chapitre  suivant 
et  nous  ferons  voir  qu'on  peut ,  néanmoins,  appliquer 
les  formules  (i)  et  (2)  aux  corps  naturels ,  comme  si 
la  matière  n'éprouvait  aucune  discontinuité  dans  leur 
intérieur. 

92.  Au  lieu  des  coordonnées  oc9y9  z9  il  sera  quel- 
quefois nécessaire,  pour  faciliter  les  intégrations  9 
d'employer  les  coordonnées  polaires  de  chaoue  élé- 
ment dm.  Soit  alors  r  son  rayon  vecteur,  8  l'angle 
qu'il  fait  avec  Taxe  des  oc  positives  ,  et  %t  l'angle 
compris  entre  le  pian  de  ces  deux  droites  et  celui 
des  oc  et  y  ;  nous  aurons  (n°  9) 

x  =  rcos8,    jr  =  r  sin  ô  cos  4  ?     2  =  r  sin  8  sin  4/. 

Il  faudra  ,  en  même  temps,  exprimer  dv  au  moyen 
des  différentielles  de  ces  nouvelles  variables -r,  9,  4- 
On  a  des  formules  générales  pour  la  transforma- 
tion des  variables  indépendantes  dans  les  inté- 
grales multiples;  mais  on  peut  aussi  trouver  direc- 
tement l'expression  de  dv  dont  nous  devrons  faire 
usage,  savoir  : 

dv  =  r*  sin  S  drdè  d^ , 

ainsi  qu'on  le  verra  tout  à  l'heure. 

Je  mets  fdv  à  la  place  de  dm  dans  les  équations  (1), 
et  j'y  substitue  ensuite  cette  valeur  de  dv  et  celles 
de  x  9  y9  z;  elles  deviennent 

Mxt  =ffffJ*  sin  0  cos  Bdr  dQd^  ,  } 

Mjrt  =/J/fr3  sinfi8cos ^drd&  d^ ,  1      (5) 

Mz,  =ffffr*  sina8  sin  \dx  d)d<\9  \ 

il . . 
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à  quoi  il  faudra  joindre  l'équation 

M  =ffffr*  sin  QdrdSd^. 

Quant  aux  limites  de  ces  intégrales  triples,  elles 
seront  différentes  selon  que  l'origine  des  coordonnées 
sera  placée  en  dehors  ou  en  dedans  du  corps.  Lorsque 
cette  origine  sera  un  des  points  de  M  ,  on  intégrera 
d'abord  depuis  r=  o  jusqu'à  ?^=  u,  en  représentant 
par  u  une  fonction  de  S  et  ^  donnée  par  l'équation 
de  la  surface  ;  cela  fait ,  on  intégrera  depuis  6=0 
et  -nJ/  =  o  jusqu'à  8  =  tt  et  ^  =  27T ,  en  commençant 
à  volonté  par  l'angle  8  ou  par  l'angle  >[/.  Les  limites 
seront  généralement  plus  compliquées  quand  l'ori- 
gine des  coordonnées  n'appartiendra  pas  à  la  masse  M. 
Représentons ,  dans  ce  cas ,  par  u  et  u[  deux  fonctions 
données  de  6  et  ■*[/,  par  où  et  où  deux  fonctions 
de  -vp,  et  par  et  et  a!  deux  angles  donnés;  supposons 
qu'il  s'agisse  d'une  portion  de  corps  comprise ,  d'une 
part ,  entre  les  deux  surfaces  qui  ont  pour  équations 
rz=.u  et  rz=.  lé  ;  d'une  autre  part,  entre  les  surfaces 
coniques  qui  ont  pour  axe  commun  l'axe  des  œ,  leur 
sommet  aussi  commun  à  l'origine  des  coordonnées,  et 
pour  équations  8  ==  cû  et  8  =  a>\  enfin,  entre  les  deux 
plans  passant  par  cet  axe,  et  qui  font  des  angles  <x 
et  et'  avec  le  plan  fixe  d'où  l'on  compte  l'angle  4»  ®a 
intégrera  d'abord  depuis  r  =  u  jusqu'à  r  =  u' ,  en- 
suite depuis  6  ==  cû  jusqu'à  Q  =  cû' ,  et  finalement, 
depuis  4  =  et  jusqu'à  %[/  =  et! . 

Prenons,  par  exemple,  pour  les  deux  premières 
surfaces  celles  de  deux  sphères  concentriques  qui  ont 
leur  centre  commun  à  l'origine  des  coordonnées ,  et 
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,  dont  les  rayons  sont  a  et  a' ;  supposons,  en  même 
temps,  que  les  deux  cônes  soient  à  base  circulaire 
ou,  autrement  dit,  que  a>  et  on'  soient  des  angles 
constans  ;  supposons,  de  plus  ,  que  la  densité  ne  soit 
fonction  que  de  r;  de  sorte  que  la  portion  de  corps 
que  l'on  considère  appartienne  à  une  sphère  com- 
posée de  couches  concentriques  infiniment  minces  , 
dont  chacune  ait  la  même  densité  dans  toute  son 
étendue,  laquelle  densité  variera  d'une  couche  a 
l'autre,  suivant  une  fonction  donnée  de  la  distance 
au  centre.  En  faisant,  pour  abréger, 

p^  fr2dr = A ,     fa  frHr  =  B , 

et  effectuant  les  intégrations  relatives  à  6  et  ^ ,  on 
trouve 

M  =  A  (a/  —  a)  (cos  où  —  cos  Où')  , 
Mx,=  iB(a'  —  a)  (cos2  où  —  cosa  &>'), 

Mjrt=:iB(suW— -  sina)(V — #—  £smW-f-isin&»}. 

Mzt  =  ^B(cos& —  cosx')(V —  où  —  ^sin  W  +  lsin2co); 

ce  qui  fait  connaître  les  valeurs  de  xt ,  j\ ,  zt  ,  qu'on 
ne  pourrait  déduire,  dans  cet  exemple,  des  équa- 
tions (î). 

Si  la  masse  M  forme  un  anneau  complet ,  de  sorte 
qu'on  ait  a!  =  ci  -f-  iit  ,  il  en  résultera  jx  =  o  et 
sI  =  o,  c'est-à-dire  que  le  centre  de  gravité  sera 
situé,  comme  cela  doit  être,  sur  l'axe  de  cet  anneau  : 
sa  distance  œt  au  centre  de  la  sphère  dont  cet  anneau 
fait  partie,  aura  pour  valeur 

B(cosûJ-f-cos&/) 

0CV -  , 

2  A 
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Dans  le  cas  de  l'homogénéité  de  la  sphère ,  la  den- 
sité f  étant  constante,  on  aura 

Quand  le  vide  de  l'anneau  disparaîtra,  on  fera  &>=o; 
et,  enfin,  s'il  se  change  en  un  secteur  sphérique,  on 
fera  aussi  a  =  o  ;  d'où  il  résultera 

X,=-q-    (i-f-COSSe/J; 

ce  qui  s'accorde  avec  la  valeur  de  la  quantité  dési- 
gnée par  j?  dans  le  n°  88,  en  observant  que  la  flèche 
représentée  par^aurait  pour  valeur  a\i — cosa/),  et 
que  le  rayon  est  af. 

g3.  Pour  trouver  la  différentielle  ch>  du  volume  , 
exprimée  au  moyen  des  différentielles  des  coordon- 
nées polaires,  je  suppose  que  M  (fig.  3i)  soit  le  point 
qui  répond  aux  coordonnées  r,  S,  ^;  en  sorte  que  O 
étant  leur  origine ,  OM  soit  le  rayon  vecteur  r,  9  l'an- 
gle MOx  compris  entre  ce  rayon  et  un  axe  fixe  Ox , 
et  4  l'angle  que  fait  le  plan  de  ces  deux  droites  avec 
un  plan  fixe ,  mené  arbitrairement  par  la  seconde. 
Soit  M'  un  point  situé  sur  le  prolongement  de  OM , 
et  dont  le  rayon  vecteur  OM'  sera  r .  Du  point  O 
comme  centre,  et  dans  le  pian  M'O^c,  décrivons  les 
arcs  de  cercle  MN  et  M'N'  compris  entre  les  deux 
droites  OMM'  et  ONN',  et  désignons  par  6'  l'angle 
NO<r  ;  enfin,  faisons  tourner  le  plan  de  cet  angle  au- 
tour de  l'axe  0«r-,  et.  représentons,  dans  sa  nouvelle 
position,  par  «>J/  l'angle  qu'il  fera  avec  le  plan  fixe. 
Dans  ce  mouvement,  l'aire  MM'N'N  engendrera  un 
volume  MM'N'NPP'Q'Q ,  que  je  représenterai  par  U. 
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Or,  cette  aire,  différence  des  deux  secteurs  circulaires 
M'ON'  et  MON,  est  égale  à 

_L<y3  _  r>)  (ô'_  S). 

Si  l'on  appelle  u  la  perpendiculaire  abaissée  de  son 
centre  de  gravité  sur  l'axe  Ojc,  on  aura  u{^' —  40 
pour  la  longueur  de  l'arc  que  ce  centre  décrira  au- 
tour de  cette  droite.  D'après  le  théorème  du  n°  84, 
nous  aurons  donc 


U  =  ^(r  +  r)(r'-r)(â'-Ô)(4'-4). 


Cela  posé,  concevons  que  les  trois  dimensions  de 
U  deviennent  infiniment  petites,  et  faisons,  en  con- 
séquence, 

r'—r  =  dr,     8'— Ô  =  rf9,     4'—  4  =  d^. 

Le  facteur  r'-f-r  se  réduira,  en  même  temps,  à  sr; 
on  pourra  aussi  prendre  pour  u  la  perpendiculaire 
MH  abaissée  du  point  M  sur  l'axe  Qœ ,  laquelle  est 
égale  à  r  sin  G,  et  ne  saurait  différer  de  u  que  d'un 
infiniment  petit;  enfin,  U  se  changera  en  dv ,  dont 
la  valeur,  qu'il  s'agissait  de  déterminer,  sera 

dv  —  rfl  sin  QdrdQd^,. 

On  remarquera,  effectivement,  que  ce  volume  dv 
peut  être  considéré  comme  un  parallélépipède  rec- 
tangle, dont  les  trois  côtés  adjacens  sont  MM'  ou  dr, 
l'arc  infiniment  petit  MN,  qui  a  son  centre  au  point  0 
et  pour  longueur  rd§,  et  l'arc  infiniment  petit  MP, 
qui  a  son  centre  au  point  H  et  pour  longueur 
r  sin  G^Ô. 
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La  base  MNQP  de  ce  parallélépipède  est  l'élément 
de  la  surface  sphérique  dont  le  centre  est  au  point 
0  et  le  rayon  égal  à  r.  En  la  désignant  par  dcr,  on 
a  donc 

d<r  =  ra  sin  Q  de  d-i^  ,     dv  =  dvdr. 

Si  Ton  appelle  da>  l'élément  de  la  surface  sphérique 
dont  le  rajon  est  pris  pour  unité,  on  aura  aussi 

dcù  =  sin  9  de  d»^ ,      dv  =  r*drdoù. 

En  intégrant  cette  expression  de  dco  depuis  6  =  o  et 
•vj,  =  o  jusqu'à  S  =  7T  et  %[/  =  art ,  on  en  déduit 
4?r  pour  le  rapport  de  la  surface  de  la  sphère  au 
carré  de  son  rayon*  ce  qui  est,  en  effet ,  sa  valeur 
connue. 
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CHAPITRE  VI. 

CALCUL  DE  L'ATTRACTION"  DES  CORPS. 


§  Ier.  Formules  relatives  à  un  corps  quelconque  et  à 
la  sphère  en  particulier. 

94.  Supposons  qu'un  point  matériel  0  (fïg.   32) 
soit  soumis  aux  attractions  de  tous  les  points  d'un 
corps  de  forme  quelconque  ;  en  décomposant  cha- 
cune de  ces  forces  en  trois  autres,  dirigées  suivant 
des  axes  rectangulaires  menés  arbitrairement  par  le 
point  0,  et  faisant  ensuite  la  somme  des  compo- 
santes positives  ou    négatives   qui  agissent  suivant 
chaque  axe,   on    aura  les  trois  composantes,   dont 
la  résultante  exprimera,  en  grandeur  et  en  direc- 
tion, Fattraction  totale  qui  sera  exercée  sur  le  point 
0.  Ces  trois  composantes  seront  des  sommes  d'une 
infinité  d'élémens    infiniment  petits,  étendus  à   la 
masse  entière  du  corps  attirant;  elles  s'exprimeront 
par  des  intégrales  triples  ,  et  le  calcul  de  ces  quan- 
tités sera  semblable  à  celui  des  coordonnées  du  centre 
de  gravité  d'un  corps  quelconque  dont  nous  venons 
de  nous  occuper  :   c'est  pourquoi  je  placerai  ici  ce 
que  j'ai  à  dire  sur  le  calcul  des  attractions. 

Cette  question  est  une  de  celles  dont  les  géomètres 
se  sont  le  plus  occupés,  soit  à  cause  des  difficultés 
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d'analyse  qu'elle  présente,  soit  à  raison  de  ses  rap- 
ports avec  le  problème  de  la  figure  de  la  terre  et  de 
la  loi  de  la  pesanteur  à  sa  surface;  mais,  dans  cet 
ouvrage ,  on  se  bornera  à  donner  les  formules  qui  se 
présentent  immédiatement,  et  quelques-unes  de  leurs 
applications.  Je  renverrai,  pour  de  plus  grands  déve- 
loppemens,  au  second  volume  delà  Mécanique  céleste, 
et  à  mon  Mémoire  sur  l'attraction  des  S phéroïdes^  in- 
séré dans  la  Connaissance  des  Teins  de  l'année  1 829. 
o5.  Soit  D  un  point  fixe  pris  dans  l'intérieur  du  corps 
attirant;  parce  point,  menons  trois  axes  rectangu- 
laires D.r ,  Dy,  Dz,  qui  seront  les  axes  des  coordonnées 
positives;  désignons  par  x,  y,  z,  les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  M  du  corps  attirant,  et  par  dm 
l'élément  différentiel  de  sa  masse,  qui  répond  à  ce 
point  M;  représentons  aussi  par  a,  S,  y,  les  trois  coor- 
données du  point  0,  et  par  pb  la  masse  de  ce  point  ma- 
tériel ;  et  soit  enfin  u  la  distance  OM ,  de  sorte  qu'on  ait 

u*  ==  (a  —  xy  +  (S  —  y)*+  {y  —  z)\ 

L'attraction  exercée  par  dm  sur  pu  sera  dirigée  sui- 
vant la  droite  OM.  On  suppose  cette  force  propor- 
tionnelle aux  produits  des  deux  masses ,  et  en  raison 
inverse  du  carré  de  la  distance  u  ;  en  la  désignant 
donc  par  F ,  on  aura 

Y  —  & dm  • 

u%      7 

f  étant  un  coefficient  constant  qui  exprimera  l'inteti- 
site  du  pouvoir  attractif,  rapporté  aux  unités  de 
masse  et  de  distance.  Pour  se  former  une  idée  pré- 
cise de  cette  quantité  /,  il  faut  concevoir  deux  corps 
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de  forme  et  de  dimension  quelconques,  dont  les 
masses  sont  égales  et  prises  pour  unité  ,  et  supposer 
que  l'attraction  ne  varie  ni  en  grandeur  ni  en  direc- 
tion dans  toute  l'étendue  de  ces  deux  corps;  en  sorte 
qu'elle  soit  la  même  entre  deux  élémens  quelconques 
de  leurs  masses,  égaux  à  dm  et  à  jx9  qu'entre  les  points 
matériels  a  et  dm  que  nous  considérons,  lorsque  leur 
distance  OM  est  égale  à  l'unité  :  la  force ^est  l'attrac- 
tion totale  qui  serait  exercée  alors  par  l'un  de  ces 
deux  corps  sur  Fautre. 

Les  projections  de  la  droite  OM  sur  les  axes  D«r, 
T)j,  Dz,  sont  et  —  x ,  £  — y ,  y  —  z  ;  en  les  divisant 
par  u,  on  aura  les  cosinus  des  angles  qui  détermi- 
nent la  direction  de  la  force  F  ;  ses  trois  composantes 
seront  donc 

u  II  *  '  u  ' 

et  en  y  considérant  u  coïnme  une  quantité  positive, 
elles  tendront,  selon  quelles  seront  positives  ou  né- 
gatives ,  à  diminuer  o\i  à  augmenter  les  trois  coor- 
données a,  G,  y,  du'pointjp'  Si  donc  on  désigne  par 
A,  B,  C,  les  trois  composantes  de  l'attraction  totale 
exercée  sur  ce  point,  on  aura,  en  mettant  pour  F  sa 
valeur,  et  olîservant  que  ^  et  y  sont  des  facteurs 
constans , 

A  ~  fAfJffa~^dm>    I 
V^tffff^dm,  \     (x)        - 

ces  intégrales  triples  s'étendant  à  la  masse  entière  du 
corps  attirant. 
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Eq  représentant  par  p  la  densité  de  l'élément  dm  , 
et  par  dv  son  volume,  on  aura 

dm  ==  pdv. 

Cette  quantité  p  sera,  dans  le  cas  général,  une  fonc- 
tion donnée  des  coordonnées  du  point  M  ;  elle  se 
réduira  à  une  constante  donnée  ,  dans  le  cas  de 
l'homogénéité  du  corps  attirant.  On  exprimera  dv 
au  moyen  des  différentielles  des  coordonnées  de  M , 
dont  on  fera  usage,  et  qui  seront  le  plus  propres  à 
faciliter  les  intégrations. 

96.  Par  une  considération  très  simple,  on  réduit  à 
une  seule  les  trois  intégrales  triples  d'où  dépendent 
les  valeurs  de  A,  B,  C. 

Les  limites  étant  les  mêmes  que  dans  ces  inté- 
grales, faisons 

A  cause  que  ces  limites  sOnt  indépendantes  de  la 
position  du  point  0 ,  si  l'on  différent! e  T  par  rapport 
à  ses  coordonnées ,  on  pourra  effectuer  ces  dïfféren- 
tiations  sous  les  signes  /*(n°  14);  et  comme  on  a 
d'ailleurs 

d.  —  d.—  fi  d.— 

u        x—  dL  u         r  —  £  u        z  —  y 


dcL  W>       '         dC  U5       '         dy   '  U*      ' 

Il  en  résultera 
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ce  qui  change  les  équations  (i)  en  celles-ci  : 

A=-rf§,  B=  -l*f§,  C  =  —(if^i       (a) 

de  sorte  que  le  calcul  des  trois  composantes  A ,  B ,  C , 
ne  dépendra  plus  que  d'une  seule  intégrale  T. 

En  la  déterminant,  il  sera  important  de  se  rappe- 
ler que  le  dénominateur  u  devra  avoir  constamment 
le  même  signe  dans  toute  l'étendue  de  l'intégration, 
et  qu'il  doit  être  positif  si  Ton  veut  que  les  compo- 
santes A,  B,  C,  tendent  à  diminuer  ou  à  augmenter 
les  coordonnées  du  point  0,  selon  que  leurs  valeurs 
données  par  les  équations  (2)  seront  positives  ou  né- 
gatives. 

Au  lieu  d'une  attraction,  si  le  point  0  était  soumis 
a  une  répulsion,  il  suffirait  de  changer  les  signes  des 
valeurs  de  A,  B,  C,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 
d'y  regarder  f  comme  une  constante  négative.  Dans 
le  cas  où  la  force  attractive  ou  répulsive  qui  agit  sur 
le  point  0  ne  serait  pas,  comme  nous  l'avons  supposé, 
en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance ,  et  qu'on  re- 
présenterait, en  général ,  le  coefficient  àe/udm  par  une 
fonction  donnée  de  u,  que  je  désignerai  par  <çu,  on 
prendrait  une  autre  fonction  0«,  telle  que  l'on  eût 

AT  =  -  ?", 

et  que  l'on  mettrait  à  la  place  de  -  dans  l'expression 

de  T.  Il  se  pourrait  aussi  que  cette  force  fût  attrac- 
tive pour  une  partie  du  corps  qui  agit  sur  0 ,  et  ré- 
pulsive pour  une  autre  partie,  auquel  cas  la  fonction 
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(pu,  dans  laquelle  est  compris  le  coefficient/,  chan- 
gerait de  signe  dans  l'étendue  de  l'intégrale  que  T  re- 
présente. 

Les  composantes  de  l'action  exercée  sur  un  corps 
de  forme  et  de  dimension  quelconques,  se  dédui- 
ront des  formules  précédentes,  en  y  remplaçant  [A 
par  l'élément  différentiel  de  sa  masse,  qui  répond  aux 
coordonnées  a,  €,  y,  et  intégrant  ensuite,  par  rap- 
port à  ces  trois  variables,  dans  toute  l'étendue  de  cette 
masse  ;  d'où  l'on  voit  que  les  composantes  de  Faction 
exercée  par  un  corps  sur  un  autre  dépendront,  gé- 
néralement, d'intégrales  sextuples. 

Telles  sont  les  formules  d'après  lesquelles  on  cal- 
culera les  attractions  ou  répulsions;  mais  avant  d'en 
faire  aucune  application,  il  est  nécessaire  d'expliquer 
comment  elles  conviennent  à  la  constitution  intime 
des  corps  naturels,  et  d'examiner  la  difficulté  dont  il 
a  été  question  à  la  fin  du  n°  91 . 

97.  Les  différens  corps  renferment,  sous  des  vo- 
lumes égaux,  des  quantités  inégales  de  matière  pon- 
dérable (n°  60);  et  ces  quantités  variant,  pour  un 
même  corps ,  avec  sa  température  et  la  pression  ex- 
térieure à  laquelle  il  est  soumis,  on  a  été  conduit  à 
considérer  les  corps  naturels  comme  un  assemblage 
de  parties  matérielles  non  contiguës,  et  séparées  les 
unes  des  autres  par  des  pores  ou  espaces  vides  de  ma- 
tière pondérable.  Ces  parties  matérielles  se  nomment 
des  atomes;  leurs  dimensions  et  celles  des  pores 
échappent,  par  leur  extrême  petitesse,  à  nos  sens  et 
à  tous  nos  moyens  de  les  mesurer.  On  regarde  les 
atomes  comme  indestructibles,  et  la  masse,  la  forme, 


STATIQUE,  PREMIÈRE  PARTIE.  ,75 

îe  volume  de  chacun  d'eux,  comme  invariables.  Les 
dimensions  des  pores  varient,  au  contraire,  avec  les 
quantités  diverses  de  chaleur  qu'on  introduit  dans  les 
corps  ou  qu'on  en  fait  sortir,  et  avec  les  pressions 
auxquelles  on  les  soumet  ;  et  comme  les  changemens 
de  volume  d'un  corps  peuvent  être  très  grands,  sans 
que  sa  masse  ait  augmenté  ni  diminué,  il  s'ensuit 
que  les  dimensions  des  parties  vides  doivent  être  com- 
parables et  généralement  supérieures  à  celles  des  par- 
ties pleines. 

Les  atomes  de  même  nature  ou  de  nature  diffé- 
rente, se  réunissent  en  diverses  proportions,  pour  for- 
mer d'autres  parties  des  corps,  toujours  insensibles, 
qu'on  appelle  leurs  molécules.  Les  corps  diffèrent 
entre  eux  par  la  nature  et  la  proportion  des  atomes 
qui  entrent  dans  la  composition  de  chaque  molécule; 
et  les  atomes  sont  regardés  comme  invariables  et  in- 
destructibles ,  ainsi  qu'on  vient  de  îe  dire ,  parce 
qu'en  les  réunissant  dans  les  mêmes  proportions,  on 
reproduit,  à  toutes  les  époques,  les  mêmes  corps, 
jouissant  des  mêmes  propriétés. 

98.  Il  est  évident,  d'après  cela,  que  la  division  de 
la  masse  en  élémens  infiniment  petits,  et  la  suppo- 
sition d'une  densité  de  chaque  élément,  qui  ne  varie 
pas  dans  les  corps  homogènes,  ou  qui  varie  par  de- 
grés insensibles  dans  les  corps  hétérogènes,  ne  con- 
viennent point  aux  corps  naturels  ;  mais  cela  n'em- 
pêche pas  qu'on  ne  puisse  faire  usage  des  formules 
fondées  sur  cette  considération,  et  qu'elles  ne  soient 
encore  applicables  lorsque  les  corps  ont  été  divisés  en 
parties  de  grandeur  finie,  mais  tout-à-fait  insensible. 
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En  effet,  les  molécules  sont  si  petites  et  si  rappro- 
chées les  unes  des  autres ,  qu'une  partie  de  la  masse 
d'un  corps  qui  en  renferme  des  nombres  immenses , 
peut  encore  être  supposée  extrêmement  petite ,  et 
son  volume  regardé  comme  insensible.  Soit  v  le  vo- 
lume d'une  semblable  partie,  dune  grandeur  insen- 
sible, et  qui  contient,  néanmoins,  des  myriades  de 
molécules  ;  soit  aussi  m  la  somme  de  leurs  masses;  et 
désignons  par  M  un  des  points  de  t>,  qui  sera,  si  l'on 
veut,  son  centre  de  gravité.  Si  nous  faisons 

m 

7  =  r, 

ce  rapport  p  exprimera  réellement  la  densité  du  corps 
au  point  M ,  quelles  que  soient  d'ailleurs  les  masses 
des  molécules  et  leur  distribution  régulière  ou  irré- 
gulière dans  l'étendue  de  v.  De  même,  en  dési- 
gnant par  n  le  nombre  de  molécules  que  v  ren- 
ferme, et  faisant  „ 

—    — —    çô 
n 

cette  ligne  e,  de  grandeur  insensible,  pourra  être 
appelée  Y  intervalle  moyen  des  molécules  qui  répond 
au  point  M  et  à  la  densité  p.  Dans  un  corps  ho- 
mogène,  ce  rapport  et  cette  ligne  ne  varient  pas 
avec  la  position  du  point  M  ;  dans  un  corps  hé- 
térogène, ces  deux  quantités  varieront  par  degrés 
insensibles,  et  pourront  être  supposées  des  fonc- 
tions données  des  coordonnées  de  ce  point. 

Cela  posé,  si  l'on  veut  connaître  la  masse  d'un 
corps,  ou,  plus  généralement,  la  somme  des  par- 
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ties  extrêmement  petites  de  cette  masse ,  multipliées 
chacune  par  une  fonction  U  des  coordonnées  de  l'un 
de  ses  points  M,  on  divisera  le  volume  V  de  ce 
corps  en  parties  extrêmement  petites  v ,  puis  on 
fera  la  somme  de  tous  les  produits  Upp,  que  j'in- 
diquerai par 

2Up, 

et  qui  devra  s'étendre  à  toutes  les  parties  p  de  V. 
D'après  le  théorème  du  n°  i3,  si  les  termes  de- cette 
somme  étaient  infiniment  petits  et  que  leur  nom- 
bre fût  infini,  sa  valeur  serait  rigoureusement  égale 
à  l'intégrale  définie 

fUfdv , 

étendue  au  volume  entier  V ,  dont  dv  est  l'élé- 
ment différentiels  Or,  on  conçoit  qu'en  général  la 
différence  entre  cette  somme  et  cette  intégrale  di- 
minuera de  plus  en  plus ,  à  mesure  que  les  par- 
ties de  la  première  deviendront  plus  petites,  et  que 
leur  nombre  sera  plus  grand  ;  de  telle  sorte  que 
la  grandeur  de  v  étant  insensible  ,  mais  toujours 
distincte  de  dv ,  on  pourra  néanmoins  prendre  , 
sans  erreur  appréciable,  l'intégrale  à  la  place  de  la 
somme.  Il  y  a  cependant  une  exception  à  ce  prin- 
cipe général  :  c'est  lorsque  U  est  du  genre  des  fonc- 
tions qui  varient  très  rapidement,  et  qu'en  même 
temps  cette  quantité  change  de  signe  dans  l'étendue 
de  l'intégration;  ce  qui  arrive,  effectivement,  dans 
le  calcul  des  forces  provenant  de  l'attraction  molé- 
culaire et  de  la  répulsion  calorifique  ,  qui  ne  sont 
sensibles  qu'à  des  distances  insensibles.  Mais  il  nous 

I.  12 
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suffit,  quant  à  présent,  d'observer  que  cette  excep- 
tion n'a  aucun  rapport  avec  les  formules  des  nosgi 
et  q5  ,  relatives  aux  centres  de  gravité  des  corps  et 
aux  attractions  en  raison  inverse  du  carré  des  dis- 
tances, et  qu'on  peut,  conséquemment,  les  appli- 
quer aux  corps  naturels  formés  de  molécules  dis- 
jointes. 

gg.  Revenons  maintenant  au  calcul  des  attractions. 

Si  la  distance  du  point  0  au  corps  attiré  est  très 
grande  relativement  aux  dimensions  de  ce  corps,  on 
pourra,  dans  l'expression  de  T  du  n°  96,  dévelop- 
per la  quantité  -   en  série   convergente,   ordonnée 

suivant  les  puissances  et  les  produits  de  oc ,  y ,  z. 
En  faisant 

*a  +  £a  +  y  =  J"s 

on  aura  alors 

Si  l'on  prend  le  centre  de  gravité  du  corps  attirant 
pour  l'origine  D  des  coordonnées,  on  aura 

fffxdm  =  o9    ffJydm  =  o,    fffzdm  =  o, 

puisque  ces  intégrales,  divisées  par  la  masse  M  du 
corps,  seraient  les  trois  coordonnées  de  ce  point  (n0C)i). 
En  désignant  cette  masse  par  M,  nous  aurons  donc 
M      3  1 

Lorsque  la  distance  OD  ou  cT  sera  assez  grande 
pour  qu'on  puisse  réduire  cette  valeur  de  T  à  son 
premier  terme  ,  les  équations  (2)  deviendront 
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or  ces  composantes  sont  les  mêmes  que  celles  d'une 
force  égale  à  ^-jd  ?  agissant  au  point  O  suivant  la  di- 
rection OD  ;  il  s'ensuit  donc  que  l'attraction  exercée 
sur  un  point  0,  par  un  corps  qui  en  est  très  éloigné, 
est  à  peu  près  la  même ,  en  grandeur  et  en  direction, 
que  si  la  masse  M  de  ce  corps  était  réunie  à  son  centre 
de  gravité , 

Lorsque  ce  corps  sera  une  sphère  homogène  ou 
composée  de  couches  concentriques,  on  trouvera  que 
tous  les  termes  de  la  valeur  de  T,  excepté  le  premier,  se 
détruisent  ;  il  suffira  pour  cela  de  remplacer  oc,y,  z,  par 
les  coordonnées  r,  6,4'  comme  dans  le  n°  92  ;  ce  qui 
permettra  d'effectuer  les  intégrations  relatives  à  fi  et  %[/. 
Le  théorème  qu'on  vient  d'énoncer  sera  donc  alors  tout- 
à-fait  exact ,  si  la  distance  cTest  seulement  assez  grande 
pour  que  le  développement  de  -  soit  une  série  conver- 
gente; et,  en  effet,  on  verra  dans  le  numéro  suivant, 
sans  recourir  à  la  réduction  en  série,  que  ce  théorème 
a  lieu,  quelle  que  soit  la  distance  du  point  0  à  la  sphère 
attirante ,  pourvu  qu'il  ne  soit  pas  situé  dans  son  inté- 
rieur. Il  est  facile  d'en  conclure  que  l'attraction  d'une 
sphère  sur  une  autre  est  la  même  que  si  la  masse  de 
chaque  sphère  était  réunie  à  son  centre;  car,  en  appe- 
lant M  et  M' les  masses  des  deux  sphères,  et  C  et  C  leurs 
centres,  l'attraction  de  M  sur  un  point  quelconque  0 
de  M'  est  d'abord  la  même  que  si  la  masse  M  était 
concentrée  au  point  C;  en  outre,  celte  attraction  de  C 
sur  tous  les  points  0  de  M',  est  égale  et  contraire  à 
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l'attraction  de  tous  ces  points  ou  de  M' sur  G,  laquelle 
est  la  même  que  si  la  masse  M' était  réunie  au  point  C'; 
donc,  l'attraction  des  deux  sphères  est  la  même  que 
celle  de  deux  points  matériels  situés  en  C  et  C,  et 
dont  les  masses  seraient  M  et  M'. 

ioo.  L'attraction  exercée  sur  le  point  0  par  une 
couche  sphérique,  homogène  et  d'une  épaisseur  cons- 
tante, dont  D  est  le  centre ,  se  réduira  évidemment  à 
une  force  dirigée  suivant  OD.  En  faisant  coïncider 
cette  droite  avec  l'axe  0«r,  les  composantes  B  et  C,  pa- 
rallèles aux  axes  Jfy  et  Dzf  seront  donc  nulles,  et  Ton 
n'aura  que  la  valeur  de  A  à  calculer. 

Dans  ce  calcul,  on  emploiera,  comme  dans  le 
n°  92,  les  coordonnées  polaires  r,  #,  4.  L'axe  J)x  se 
confondant  avec  la  droite  DO,  on  aura  alors 

ODM  =  G,    D0=<*,    £  =  0,    y  =  o; 
et  à  cause  de  DM  =  r  et  OM  =  u ,  il  en  résultera 
u*  =  cta —  sarcosô  +  r\ 

L'angle  4  sera  celui  que  fait  le  plan  ODM  avec  un 
plan  fixe  passant  par  la  droite  DO  ;  on  prendra  (n°  g5) 

dv  =  ra  sin  QdrdQ  d^ , 

pour  l'élément  du  volume  ;  et  dans  l'élément  dm = pdv 
de  la  masse,  on  regardera  p  comme  un  facteur  cons- 
tant. 

Après  avoir  substitué  ces  valeurs  dans  l'expression 
de  T  du  n°  96,  on  intégrera  depuis  r=.b  jusqu'à 
r  =  a,  en  désignant  par  a  et  b  les  rayons  extérieur 
et  intérieur  de  la  couche  sphérique,  et  depuis  S  =  o 
et  4  ==0  jusqu'à  8  =  7r  et  4  =  2W.  Comme  la  va- 
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riable  4  n'entrera  pas  sous  le  signe  f,  l'intégration 
relative  à  cette  variable  se  réduira  à  remplacer  la 
différentielle  d-\  Par  27r*  ^ela  étant,  on  aura 

T=  27T0  /     (   /      %/  )rdr. 

1  J  b    \  J  o     V  c?  —  iur  cos  ô  -f-  r4/ 

Aux  limites  8  ===  o  et  8  =  7r,  le  radical  aura  pour 
valeurs 

±  (a  —  r) ,         =b  (a  +  r)  ; 

mais  comme  il  exprime  la  valeur  de  u,  qui  doit  être 
constamment  positive  (n°  96) ,  il  faudra  prendre  a  -f-  r 
à  la  limite  8  =  ^,  et  r — et  ou  a  —  r  à  la  limite  Q  =  o, 
selon  que  le  point  0  sera  situé  en  dedans  ou  en  de- 
hors de  la  couche  sphérique.  Nous  verrons  tout  à 
l'heure  ce  qu'on  doit  faire  lorsque  ce  point  appar- 
tiendra à  la  couche  même,  de  sorte  qu'on  ait  r>  et 
dans  une  partie  de  cette  couche,  et  r  <  et  dans  l'autre 
partie. 

Relativement  à  6,  l'intégrale  indéfinie  étant 

/r  sin  èd&  1     /— r 

x/  ,         =— - :-=-V*  — attrcosfl-K'+const.. 
V»1  —  2*rcosô  -f-^  ■    '  * 

on  aura  donc,  dans  le  cas  du  point  intérieur, 

par  conséquent,  la  valeur  de  T  ne  dépendra  pas  de  a, 
et  celle  de  A  qui  s'en  déduit  au  moyen  de  la  première 
équation  (2),  sera  égale  à  zéro.  Dans  le  cas  du  point 
extérieur,  on  aura  de  même 

rsin  £dè  1  ,. ,  K  0„ 

=  =  ;[(«+>■)-(<«-  r)]=E. 


I 


o    y  a2  —  2ctr  cos  ô 
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et,  conséquemment, 


et    J  b  3*  ' 


ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 


M  étant  la  masse  de  la  couche  sphérique  dont  le  vo- 
lume est  0 -.  On  en  conclut 

A  =  ^;  (3) 

ce  qui  est  la  même  force  que  si  la  masse  entière  de 
cette  couche  attirante  était  réunie  à  son  centre. 

ioi.  Ces  résultats  s'étendent  immédiatement  aux 
cas  d'une  couche  sphérique  d'une  épaisseur  constante, 
mais  composée  d'autres  couches  concentriques,  dont 
la  densité  varie  de  l'une  à  l'autre,  suivant  telle  loi 
qu'on  voudra,  et  ne  change  pas  dans  toute  l'étendue 
d'une  même  couche:  car  on  peut  déterminer  séparé- 
ment les  attractions  de  ces  différentes  couches,  et  faire 
ensuite  la  somme  de  toutes  ces  forces,  laquelle  sera 
nulle  pour  un  point  intérieur,  et  donnée  par  la  for- 
mule (3)  pour  un  point  extérieur;  M  exprimant  tou- 
jours la  masse  totale  du  corps  attirant. 

Concluons  donc, 

i°.  Que  les  attractions  en  raison  inverse  du  carré 
des  distances,  exercées  par  tous  les  points  d'une  couche 
sphérique  d'une  épaisseur  constante,  homogène  ou 
composée  de  couches  concentriques,  sur  un  point  0 
situé  dans  l'espace  vide  que  cette  couche  termine,  se 
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détruisent  mutuellement;  en  sorte  que  ce  point  de- 
meurerait en  équilibre ,  quelque  part  qu'il  fût  placé 
dans  cet  espace. 

2°.  Que  l'attraction  de  cette  même  couche  et,  par 
conséquent  aussi,  l'attraction  d'une  sphère  entière y 
exercée  sur  un  point  extérieur  0,  est  la  même  que  si 
la  masse  du  corps  attirant  était  réunie  à  son  centre. 

Si  le  point  0  fait  partie  de  la  couche  attirante, 
ou,  autrement  dit,  si  l'on  a  ct^>b  et  &<^a,  on  par- 
tagera cette  couche  sphérique  en  deux  autres  :  l'une 
dont  les  rayons  extérieur  et  intérieur  seront  a  et  et  9 
l'autre  pour  laquelle  ces  rayons  seront  et  et  b;  le  point 
0  étant  intérieur  à  l'égard  de  la  première  de  ces  deux 
couches,  elle  n'exercera  sur  lui  aucune  action;  et  si 
l'on  appelle  m  la  masse  de  la  seconde  couche,  par 
rapport  à  laquelle  le  point  0  est  extérieur,  l'attraction 
de  cette  couche  se  déduira  de  la  formule  ( 3) ,  en  y 
mettant  m  au  lieu  de  M.  L'attraction  totale  exercée 
sur  le  point  0  aura  donc  pour  valeur 

A  =^C 


a 


Si  la  couche  sphérique  se  change  en  une  sphère  en- 
tièrement pleine,  et  qu'elle  ait  partout  la  même  den- 
sité, on  aura 

m  _  --j-,  A  —    -3—  , 

c'est-à-dire  que  dans  l'intérieur  d'une  sphère  homo- 
gène, l'attraction  est  proportionnelle  à  la  dislance  du 
point  attiré  à  son  centre. 

Les  mêmes  théorèmes  ont  lieu  dans  le  cas  d'une  rd 
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pulsion,  pourvu  que  cette  force  varie  toujours  en  rai- 
son inverse  du  carré  des  distances. 

102.  L'équilibre  du  point  0,  situé  dans  l'espace 
que  termine  une  couche  sphérique ,  et  attiré  ou  re- 
poussé par  tous  ses  points,  peut  facilement  se  vé- 
rifier. 

Supposons,  pour  cela,  que  cette  couche  soit  d'abord 
infiniment  mince.  Soit  g  son  épaisseur.  Décomposons 
sa  surface  en  élémens  infiniment  petits;  et  désignons 
par  où  Faire  de  celui  qui  répond  au  point  P  (fîg.  55). 
Les  élémens  correspondans  du  volume  et  de  la  masse 
de  cette  couche  seront  ea>  et  pet»  ;  et  si  l'on  appelle  r 
la  distance  OP,  la  valeur  de  la  force  dirigée  suivant 
cette  droite  sera 

Imaginons  un  cône  dont  la  base  soit  œ  et  le  som- 
met  0;  en  prolongeant  la  génératrice  OP  jusqu'à 
ce  qu'elle  rencontre  en  P'  la  surface  sphérique,  et 
prolongeant  de  même  toutes  les  autres  génératrices, 
on  déterminera  sur  cette  surface  un  second  élément 
que  je  désignerai  par  où '.  Soit,  de  plus,  r'  la  distance 
OP';  la  force  dirigée  suivant  cette  droite,  en  sens 
contraire  de  la  précédente,  aura  pour  valeur 

pfp £  *  . 

or,  je  dis  que  ces  deux  forces  contraires  seront  égales 
entre  elles,  c'est-à-dire  qu'on  aura 

Où  Cù 

~~ô.     'a* 

r  r 
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Soient,  en  effet,  POQ  et  P'OQ'  les  sections  des  deux 
cônes,  faites  par  un  même  plan  quelconque,  passant 
par  leur  sommet  commun  0.  Les  surfaces  semblables 
co  et  co'  seront  entre  elles  comme  les  carres  des  li- 
gnes homologues  PQ  et  P'Q'.  A  cause  des  triangles 
semblables  POQ  et  P'OQ',  on  a  d'ailleurs 

PQ  :  P'Q'   ::  OP  :  OP'; 

en  élevant  au  carré  les  quatre  termes  de  cette  pro- 
portion, on  en  conclura  donc 


co    ,    co     ..    î     .    r 


et,  par  conséquent,  l'équation  précédente. 

Il  résulte  de  là  que  les  actions  exercées  sur  le  point  0 
par  tous  les  élémens  de  la  couche  sphérique  se  dé- 
truisent deux  à  deux.  L'action  totale  de  cette  couche 
sera  donc  nulle;  et  il  en  sera  encore  de  même  si  elle 
a  une  épaisseur  finie  ;  car  alors  on  pourra  la  décom- 
poser en  une  infinité  de  couches  infiniment  minces, 
dont  chacune  n'exercera  aucune  action  sur  le  point  0. 

§  II.  Formules  relatives  à  V ellipsoïde. 

io3.  Lorsque  le  point  0  appartiendra  à  la  masse 
attirante,  on  facilitera  souvent  les  intégrations  en 
prenant  ce  point  pour  origine  des  coordonnées  po- 
laires. Le  rayon  vecteur  du  point  quelconque  M  sera 
alors  u  ;  en  appelant  donc ,  comme  dans  le  n°  g3 , 
dco  1  élément  de  la  surface  sphérique  dont  le  rayon 
est  l'unité,  on  aura 

dv  z=z  u*  dudco ,       dm  =  pu*  dudco  ; 
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et  si  l'on  appelle  g,  h,  k,  les  angles  que  fait  la  droite 
OM  avec  des  parallèles  aux  axes  D«r ,  Dy,  Dz,  menées 
par  le  point  0 ,  on  aura  aussi ,  d'après  les  notations 
du  n°  g5, 

cos  g  =  ,      eos  h  =  J ,     cos  k  = *-  - 

ce  qui  changera  les  équations  (i)  de  ce  numéro  en 
celles-ci  : 

A  =  —  ,uffJTp  cos  gdudœ , 
B  =  —  f^fJJTp  cos  hdudoù , 
C   =  —  fifjffp  coskdudoû. 

4 

Les  intégrales  relatives  à  u  s'étendront  depuis  u  =  o 
jusqu'à  u=  r,  en  désignant  par  rie  rayon  vecteur 
d'un  point  quelconque  de  la  surface  qui  termine  le 
corps  attirant.  Pour  plus  de  simplicité ,  si  l'on  sup- 
pose ce  corps  homogène ,  ces  intégrales  s'effectueront 
immédiatement,  et  il  en  résultera 

A=  —  ftfpffr  cos  gda,   ) 

B  ==  —  fjfpjjr  cos  hdoù ,   ?     (a) 

C  —  — fâfp/fr  cos  kd't).    ) 

Pour  déterminer  la  valeur  de  r,  qu'on  devra  subs- 
tituer dans  ces  formules,  soit,  en  coordonnées  rec- 
tangulaires, 

F0?;jr,  z)  =  O, 

l'équation  de  la  surface  du  corps  attirant.  En  un 
point  quelconque  de  cette  surface ,  on  a 

oc  —  a-f-  ucos g,  y  =  £-{-ucosh9  z-=zy-\-ucosk, 

d'après  les  valeurs  précédentes  de  cos  g,  cos  h,  cosk? 
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et  et,  £,  y ,  étant  toujours  les  trois  coordonnées  du 
point  0  dont  les  valeurs  sont  données.  On  substituera 
donc  ces  valeurs  de  œ9  y,  z,  dans  l'équation  précé- 
dente; celle  qui  en  résultera  donnera ,  en  général, 
deux  valeurs  de  r,  l'une  positive  et  l'autre  négative* 
mais  on  rejettera  la  valeur  négative,  parce  que  le 
rayon  vecteur  r  est  une  quantité  positive  dont  la7  di- 
rection est  uniquement  déterminée  par  les  angles 
g,  h,  k,  qui  peuvent  être  aigus  ou  obtus. 

Après  la  substitution  de  la  valeur  de  r  dans  les 
équations  (a),  les  intégrales  doubles  s'étendront  à  tous 
les  élémens  dœ  de  la  surface  spbérique,  décrite  du 
point  0  comme  centre ,  et  d'un  rayon  égal  à  l'unité. 

104.  Appliquons  ces  formules  au  cas  de  l'ellipsoïde 
bomogène  dont  la  surface  a  pour  équation 

?+i+çf:1;  {b) 

a,  b,  c,  désignant  les  trois  demi-axes,  et  le  centre 
de  figure  étant  l'origine  D  des  coordonnées.  Si  l'on  y 
substitue  les  valeurs  précédentes  de  «r,  y ,  z,  il  vient 


pr*  +  2<îr  =  l> 

en  faisant,  pour  abréger, 

cos2  g     ,      cos2  h     f      cos2  k 
à1         '         b%        *         c* 

P> 

et  cos  g-    ,     G  cos  h    f    ycosk 
a1         '         b%         ■         ca 

<1> 

CL*            €*             «y2             7 

Nous  aurons  donc 
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P 

Or,  la  quantité  p  est  positive  ;  la  quantité  l  est  aussi 
positive  ou  zéro,  parce  que  le  point  0,  qui  répond 
aux  coordonnées  et9  £,  y,  est  situé  dans  l'intérieur 
de  l'ellipsoïde,  ou,  tout  au  plus,  à  sa  surface;  par 
conséquent,  il  faudra  prendre  le  radical  avec  le 
signe  +,  pour  que  le  rayon  r  ne  soit  pas  négatif.  Je 
dis,  de  plus,  qu'on  pourra  supprimer  ce  radical  dans 
les  formules  (a).  En  effet,  la  partie  correspondante 
de  l'intégrale  contenue  dans  A,  par  exemple,  serait 

JJ  p  V?"  +PZ  cos S  dcà  *> 

mais  pour  chaque  couple  d'élémens  da>  dont  les  rayons 
sont  dans  le  prolongement  l'un  de  l'autre,  les  élémens 
de  cette  intégrale  double  se  détruisent;  car  en  passant 
de  l'un  de  ces  élémens  dco  à  l'autre,  chacun  des  trois  co- 
sinus cos  g,  cos^,  cos^;,  change  de  signe,  les  quan- 
tités p,  l,  q*,  restent  les  mêmes,  et  le  coefficient 
de  doù  sous  le  signe  y*  prend  des  valeurs  égales  et  de 
signe  contraire.  Tous  les  élémens  de  l'intégrale  pré- 
cédente se  détruisant  ainsi  deux  à  deux,  la  valeur 
de  A  devient  d'abord 

en  ayant  égard  à  la  valeur  de  q.  Or,  les  deux  der- 
nières de  ces  trois  intégrales  se  composeront  de  cou- 


STATIQUE,  PREMIÈRE  PARTIE.  189 

pies  d'élémens  qui  répondront  aux  mêmes  valeurs 
de  h  et  de  k,  et  à  des  valeurs  de  g  supplémens  Tune 
de  l'autre.  Chacun  de  ces  couples  d'élémens  se  ré- 
duira donc  à  zéro,  et,  par  conséquent  aussi,  les  in- 
tégrales entières.  En  supprimant  ces  intégrales  et  fai- 
sant subir  des  réductions  semblables  aux  valeurs  de 
B  et  de  C?  on  aura  simplement 

C  - ■!Êïff'?*±  dœ. 

Soient  actuellement  9  l'angle  compris  entre  le  rayon 
OM  et  la  parallèle  à  l'axe  Ox  menée  par  le  point  D,  et  >}/ 
l'angle  que  fait  le  plan  de  ces  deux  droites  avec  un 
plan  passant  par  la  seconde  et  parallèle  à  celui  des  x 
et  y  ;  nous  aurons  (n°  8) 

cosg=cosô,  cos  h  =  sin  Q  cos  ^ ,  cos  &  =  sin  6  sin  4, 

et,  en  même  temps  (n°  c)3), 

d®  =  sin  Qd$  d-J^; 
d'où  il  résultera 

a*b*c*p  =  b*c2  cos3  8  +  0*  cos\{,  +  b%  sin1  <^)a%  sina  9, 

~   ~àr  JJ  p  ' 

Pour  comprendre  les  directions  de  tons  les  rayons  OM, 
les  intégrales  devront  s'étendre  depuis  9  =  o  et  %[/  =0 
jusqu'à  Ô  =  tt  et  4  =2^  ,•  mais  à  cause  que  le  coeffi- 
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cient  de  cÊ  a  la  même  valeur  pour  6  et  pour  tï  —  S, 
il  suffira  d'intégrer  depuis  0  =  o  jusqu'à  0  =  ^77",  et 
de  doubler  le  résultat  ;  et  parce  que  le  coefficient  de  -\J, 
est  le  même  pour  -\j,  et  pour  7r±-\l,  il  suffira  aussi 
d'intégrer  depuis  %l  =  o  jusqu'à  ^  =  \tt y  et  de  qua- 
drupler le  résultat.  Cela  étant,  je  fais 


<p  =  tang  4 , 

dm  —      v    • 

a(P  —  cos»  4' 

et  à  cause  de 

rina    1      * 

LUS     *\L/     ■                              "    . 

T                I   -f-<p2 

il  en  résulte 

r\^dl      r1      r*> 

d$ 

-a2sin4é)c2-f-(c2cos2d-f-«22sin£0)£2<p£ 
7ra2&c 


2  |/(62  cosa  S  -4-  a2  sin2  t)  (c2  cos*  ê  -4-  a2  sia2  0  ' 

au  moyen  de  quoi  la  valeur  de  A  ne  dépendra  plus 
que  de  l'intégrale  relative  à  S.  Sans  nouveau  calcul, 
on  déduira  B  de  A  en  y  mettant  S  au  lieu  de. et,  et 
permutant  les  lettres  a  et  b;  et  de  même,  on  déduira 
C  de  A  en  y  mettant  y  au  lieu  de  a,  et  permutant  les 
lettres  a  et  c.  De  cette  manière,  on  aura  finalement 

a  /         r     f\*  àc  cos2  ê  sin  tdô 

A  =  /foufpa.1  -  :> 

J  o    y  (ôacosafi  +  a-sin4$)(c2cos40  +  a!'sin!'G) 

t\  i         r  p  C^  ac  cos*  ù  s\n  êdô  !  ,  N 

B  =  qirfijL  b  /  -,  >  (c) 

J  o     K  (aacosi9+£*sina6)(<r!cos46-|-ô4sina&)  [ 

^          ,        i*      f%*                     ab cos£  9  sin  -^  1 

L.  =  ÂTruicy  !        ...    '  js= —  1 

^  V  .«    V  (ôacos*Ô  -|-  cssin2Ô)  (a2cos23  -}-  c2sin26)  \ 

Ces  valeurs  de  A,  B,  C,  étant  positives,  il  s'ensuit 
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que  chacune  de  ces  trois  composantes  tend  à  rappro- 
cher le  point  0  du  centre  de  l'ellipsoïde  ;  le  contraire 
aurait  lieu  dans  le  cas  d'une  répulsion  où  l'on  de- 
vrait mettre,  dans  ces  formules,  — j au  lieu  dejf. 

io5.  Désignons  par  cT  une  constante  positive,  et 
supposons  qu'on  substitue  (i  -j-  <P)a,  (i+cT)£, 
(i  +  £)c,  au  lieu  d-e  a,  b,  c,  dans  les  formules  (c). 
Le  facteur  i  -f-  cT  disparaîtra ,  et  les  valeurs  de 
A,  B,  C,  resteront  les  mêmes.  Or,  par  cette  substi- 
tution, l'ellipsoïde  se  trouvera  augmenté  d'une  par- 
tie comprise  entre  sa  surface  primitive  et  une  surface 
semblable;  les  composantes  A,  B,  C,  ne  changeant 
pas,  il  en  faut  donc  conclure  que  l'action  de  cette 
partie  additive  sur  le  point  intérieur  0  se  réduit  à 
zéro. 

Ainsi  une  couche  homogène  comprise  entre  deux 
surfaces  elliptiques  semblables  ,  ayant  le  même  centre 
et  leurs  axes  dans  les  mêmes  directions,  n'exerce  au- 
cune action  attractive  ou  répulsive  sur  un  point  0  si- 
tué dans  l'espace  vide  que  termine  sa  surface  intérieure; 
en  sorte  que  ce  point  matériel  restera  en  équilibre, 
quelque  part  qu'il  soit  placé  dans  cet  espace  ;  théo- 
rème qui  comprend  celui  que  nous  avons  précédem- 
ment trouvé  pour  le  cas  d'une  couche  sphérique. 

Il  en  résulte  que  l'action  d'un  ellipsoïde  plein  et 
homogène  sur  un  point  0  de  sa  masse,  se  réduit  à 
celle  qui  est  exercée  par  la  partie  de  cette  masse 
terminée  par  la  surface  elliptique,  passant  par  ce  point, 
semblable  à  celle  du  corps  entier,  et  semblabîement 
placée.  D'après  les  formules  (c),  la  composante  de 
cette  force,  parallèle  à  chacun  des  trois  axes  de  Tel- 
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lipsoïde,  est  proportionnelle  à  l'ordonnée  du  point  0 
parallèle  à  cet  axe,  et  ne  dépend  que  de  cette  variable. 
Dans  le  cas  général  où  les  trois  demi-axes  a,  b ,  c  > 
sont  inégaux,  on  transforme  en  fonctions  ellipti- 
ques les  intégrales  relatives  à  6  que  ces  formules 
renferment  ;  ce  qui  permettra  d'en  calculer  les  va- 
leurs numériques ,  au  moyen  des  tables  de  M.  Le- 
gendre.  Ces  mêmes  intégrales  s'obtiennent  sous 
forme  finie,  lorsque  deux  des  constantes  a,  b,  c, 
sont  égales,  et  qu'il  s'agit,  par  conséquent,  d'un 
ellipsoïde  de  révolution. 

106.  Supposons,  par  exemple,  qu'on  ait  c  =  b  ; 
la  forme  des  intégrales  relatives  à  9  sera  différente , 
selon  que  l'ellipsoïde  sera  aplati  ou  allongé,  c'est-à- 
dire  ,  selon  qu'on  aura  b  >  a  ou  b  <C  a.  Supposons 
aussi  que  ce  soit  le  premier  cas  qui  ait  lieu;  et  fai- 
sons, dans  cette  hypothèse, 

b* —  a%  =  a*e*,     — — y-5- — -  =  m; 

en  sorte  que  la  fraction  e  soit  l'aplatissement  de  l'el- 
lipsoïde ,  et  m  sa  masse.  Il  en  résultera 

cos*  6  sin  6  dû 


*  2>pfm£    r\n  co 

a6       J  o         i 


-+■  e*  cos2  a    ' 
et,  en  effectuant  l'intégration,  on  aura 

•    À=^^[e  — arc(tang  =  e)], 


are? 


pour  la  composante  parallèle  à  l'axe  de  révolution. 
On  aura  aussi 

B         C_  3/xfm         £f*    coss6sinôc$ 

C  '    "  y  "  "  a*(i  -}-  e'i)J  0       y/  j  -j-  é>  sina  Ô* 
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Les  composantes  B  et  C  étant  entre  elles  comme  les 
coordonnées  €  et  y  du  point  O,  il  s'ensuit  que  leur 
résultante  sera  dirigée  suivant  la  perpendiculaire 
abaissée  de  ce  point  sur  Taxe  de  révolution.  En  ap- 
pelant A'  cette  force,  et  a'  la  longueur  de  la  per- 
pendiculaire ,  de  sorte  qu'on  ait 

et  effectuant  l'intégration  indiquée ,  il  vient 

A'=3-fc'[arc(tang  =  e)__^3.  • 

La  résultante  des  deux  forces  A  et  A'  exprimera 
en  grandeur  et  en  direction,  l'action  totale  de  l'el- 
lipsoïde sur  le  point  0. 

Lorsque  e  sera  une  très  petite  fraction,  on  pourra 
développer  ces  valeurs  de  A  et  A'  en  séries  très  con- 
vergentes, ordonnées  suivant  les  puissances  de  e.  A 
cause  de 


arc  (tan g 

e 

=  e  — 
>e3  + 

e5 
3 

e5 

+ 

e5 

5  "T 

etc., 

etc. 

> 

i  +  e3 
ions  aurons 

.  pfma  /  3ea     .  \ 

A  =  ^-3-(I_T  +  etc), 

i  .         ufmaf  /  6e3     ,  \ 

A  =  fy-  C1  -  t  +  etc-> 

Dans  le  cas  de  la  sphère,  ou  de  <?==  o,  la  résultante 
de  A  et  A'  sera  dirigée  vers  le  centre,  et  aura  la  même 
intensité  que  dans  le  n°  ioi. 

107.  Le  calcul  de  l'attraction  d'un  ellipsoïde  ho- 
ï-  i3 
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mogène  sur  un  point  extérieur  présente  encore  beau- 
coup plus  de  difficulté;  mais  on  doit  à  M.  Yvori  un 
théorème  au  moyen  duquel  ce  cas  peut  être  ramené 
à  celui  du  point  intérieur  ;  ce  qui  permet  d'exprimer 
les  composantes  de  l'attraction  par  des  intégrales  sim- 
ples, semblables  aux  formules  (c).  Voici  une  démons- 
tration de  cette  importante  proposition. 

En  faisant,  dans  la  première  équation  (i)dun°  g5, 

dm  ==  pdxdydz , 
et  observant  que  p  est  un  facteur  constant,  on  a 
A=u/Ô    (*rr  {*.  —  x)  dxdjrdz 


[(«  —  xf  +  (C  -  jrY  +  (y  —  *YY 

Je  suppose  que  l'équation  dé  la  surface  soit  toujours 
l'équation  (b)9  et  j'y  mets  ax',  by' ,  cz' ,  à  la  place  de 
oc,  y,  z ,  ce  qui  la  change  en  celle-ci  : 

œ1*  +  f*  +  z'*  =  i. 

En  même  temps  la  valeur  de  A  devient 

A  =  ttfpabc  fff ^Z^^^fl _. 

JJJ  [{cL—ax'y-\-{£-byy+{y—cz'yy 

et  si  l'on  désigne  par  do  xx  les  valeurs  de  x\  égales 
et  de  signe  contraire,  que  l'on  tire  de  l'équation  pré- 
cédente, l'intégrale  relative  à  x'  devra  être  prise  de- 
puis xf  —  —  xx  jusqu'à  x'  =  xx  ;  ce  qui  donne 

K=tfbc  (  rr -m * 

\JJ  [*  -  wO2  Ht  .(£  -  bfy  +  (y  -  cz'yr 

dy'dz' \ 


JJ  [ 


[<*  +  axxy  +  (C — *y  )a  ^  (y  —  «OT  / 
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Chacune  de  ces  deux  intégrales  doubles  s'étendra  à 
tous  les  élémens  de  la  demi-surface  sphérique  dont 
le  rayon  est  l'unité,  et  qui  a  son  centre  à  l'origine 
des  coordonnées  ;  le  produit  dy'dz'  est  la  projection 
sur  le  plan  des  y  et  z,  d'un  élément  quelconque.  Si 
donc  on  désigne  par  9  l'angle  que  le  rayon  qui  abou- 
tit à  cet  élément  fait  avec  Taxe  des  x ,  et  par  <\{,  l'angle 
compris  entre  le  plan  de  ces  deux  droites  et  le  plan 
des  x  et  y9  l'aire  de  cet  élément  sera  sin(tàfe&fc, 
son  inclinaison  sur  le  plan  des  y  et  z  sera  l'angle  9, 
et  il  en  résultera 

dy'dz'  =  cos  6  sin  6d6  d^  , 

pour  sa  projection  sur  ce  plan.  On  aura  en  même 
temps 

xx  =  cos  ô ,    y'  =  sin  9  cos  -ty  ,     z'  =  sin  6  sin  ^ . 

Les  limites  des   deux   intégrales  seront  maintenant 

8  =  o  et  ^  =  o  ,  G  =  ^tt  et  4/  =  27T ;  mais  si  l'on 
met,  dans  la  seconde,  tt —  8  à  la  place  de  iï ,  il  est 
aisé  de  voir  que  ces  deux  intégrales  se  réuniront  en 
une  seule,  qui  aura  les  mêmes  limites  par  rapport 
à  ^,  et  dont  les  limites  relatives  à  Q  deviendront 

9  =  o  et  â  =  7r;  en  sorte  que  l'on  aura -simplement 

a  il      C7*  C1*  cos  ô  sin  6  d8  d-h 

A  =  ^bcJ0Jo   sr--> 

en  faisant,  pour  abréger, 

R2  =  a?  -f-  C2  -f-  y2 —  2  (aa  cos  è-\-Cb  sin  6  cos^  -f-  yc  sin  ô  sin  \[>) 
-J-  a2  cos3  6  4~  &2  sin2  ô  cos2  $  -f-  c2  sin2  ô  sin2  ^ , 

et  regardant  R  comme  une  quantité  positive.  Les 

i3.s 
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deux  autres  composantes  B  et  C  s'exprimeront  pareil- 
lement par  des  intégrales  doubles. 

Maintenant,  considérons  Fattraction  d'un  autre  el- 
lipsoïde ayant  la  même  densité  p,  le  même  centre, 
et  ses  axes  dans  les  mêmes  directions  que  le  premier. 
Soient  al9  bx,  ct>  les  trois  demi-axes  correspondans 
à  a,b,  c  ;  appelons  0,  le  point  soumis  à  cette  attrac- 
tion, ctl9  €l9  yl9  ses  coordonnées,  et  At ,  1^ ,  C, ,  les 
composantes  de  cette  force,  parallèles  aux  trois  axes 
de  l'ellipsoïde.  En  supposant  toujours  que  /&  soit  la 
masse  du  point  attiré,  nous  aurons 

*  n         C7*  r%7t  cos  0  sin  ê  de d-i/ 

At  =  rfb,ctJJo    K ; 

Rt  étant  ce  que  devient  R.  quand  on  y  change  a? 
b9  c9  et,  S ,  y  9  en  al9  b19  cl?  ctl9  ër,  yx.  Les  valeurs 
de  Bj  et  C,  se  déduiront  de  même  de  celles  de  B 
et  C. 

Supposons  que  les  deux  ellipsoïdes  aient  les  mêmes 
foyers,  et  conséquemment  des  excentricités  égales; 
on  aura  alors 

b*=a*+h9  c*—a*-tk9   b]  =  a*  +  h,  c^a^+k; 

h9  k9  h  —  h,  étant  des  quantités  positives  ou  néga- 
tives qui  exprimeront,  abstraction  faite  du  signe,  les 

carrés  des  excentricités  communes  à  ces  deux  corps. 

*     .  j 

Supposons,  de  plus,  que  le  point  0X ,  attiré  par  le  se- 
cond ellipsoïde,  soit  situé  sur  la  surface  du  premier, 
et  le  point  0  attiré  par  le  premier  ,  sur  la  surface 
du  second.  D'après  l'équation  {b)  et  celle  de  la  sur- 
face du  second  ellipsoïde,  il  faudra  qu'on  ait 
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^l  -t-  £2.  4-  21  —  1 

a,  -r  ô.  -r  c2         >    1 

<  +  *:  +  <         j 

Soient  enfin/?  et  ^  deux  angles  donnés;  et  prenons 

at  =  acosp  +  Çl  =  bsinpcosqy  y1=cs\npsmq,  )  ,  v 
cl  =atcosp,  6  =  btsmpcosqi  y  =  casin/?sin£;  J 

valeurs  qui  satisferont  aux  deux  équations  précé- 
dentes et  qui  établissent  une  relation  particulière  entre 
les  coordonnées  des  points  0  et  0,.  En  substituant  ces 
valeurs  de  a,  £,  y9  dans  l'expression  de  R%  et  y  met- 
tant aussi  les  valeurs  précédentes  de  6a3  c%  b^7  c\y  il 
vient 

Ra  =  a\  +  a*  +  h  (sina  p  cos9  q  4-  sina  S  cosa  4} 
+  k  (sinap  sina  £  +  sina  Q  sina  nj,) 
—  i(axa  cos  p  cos  Q  +  &,  &  sin/?  cos  ^  sin  6  cos  >}/ 
+  ct:c  sinp  sin  ç  sin  G  sin  ^). 

Or,  sans  écrire  la  valeur  de  R**,  on  voit  qu'elle  sera  là 
même  que  celle  de  Ra;  car  elle  s'en  déduirait  par  les 
permutations  de  a  et  ax ,  b  et  bx ,  c  et  c1 ,  sans  chan- 
ger h  et  &,  qui  sont  des  quantités  communes  aux 
deux  ellipsoïdes;  et  il  est  évident  que  cette  dernière 
formule  ne  change  pas  par  ces  permutations.  A  cause  de 
Rx  =  R,  les  valeurs  de  A  et  A,  renfermeront  là  même 
intégrale  double  ;  en  l'éliminant ,  on  aura  donc 

kxbc  =  hbxct. 

Relativement  aux  autres  composantes,  on  obtiendra 
des  résultats  semblables;,  en  sorte  que,  d'après  les 
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suppositions  qu'on  a  faites  sur  les  deux  points  attirés 

0  et  0r,  on  aura  finalement 

Aj  bxcx  B, a{cx  C^  axb1       ,„. 

■A    —    ~bc9  B    ~    ac  '  C~    ab'     {  ' 

Pour  énoncer  le  théorème  que  ces  trois  équations 
renferment,  appelons  points  correspondans ,  sur  les 
surfaces  des  deux  ellipsoïdes,  deux  points  dont  les 
coordonnées  sont  entre  elles  dans  le  rapport  des 
demi-axes  auxquels  elles  sont  parallèles.  Le  point  0r 
de  la  surface  du  premier  ellipsoïde,  dont  les  coor- 
données parallèles  aux  demi-axes  a,  b,  c,  sont 
cti9  S19  yl9  aura  pour  correspondant,  sur  la  surface 
du  second  ellipsoïde  ,  le  point  0,  dont  les  coordon- 
nées parallèles  aux  demi-axes  ax9bx9  cx9  sont  et,  ë,  y9 
puisqu'on  a,  d'après  les  équations  (2), 

dx  a  Cx  b  yx  c 

et  ax  fe  ol  y  cx 

Cela  posé,  il  résulte  des  équations  (3)  le  théorème 
suiyant  : 

Si  l'on  a  deux  ellipsoïdes  homogènes  qui  aient  le 
même  centre  et  les  mêmes  foyers,  l'attraction  suivant 
chaque  axe  que  l'un  des  deux  corps  exerce  sur  un 
point  situé  à  la  surface  de  l'autre,  est  à  l'attraction  de 
celui-ci  sur  le  point  correspondant  de  la  surface  du 
premier,  comme  le  produit  des  deux  autres  axes  du 
premier  ellipsoïde  est  au  produit  des  deux  autres  axes 
du  second. 

108.  Lorsque  deux  ellipsoïdes  différens  ont,  comme 
on  le  suppose,  le  même  centre  et  les  mêmes  foyers, 
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l'un  des  deux  est  entièrement  compris  dans  l'autre  ; 
par  conséquent ,  si  le  point  0  est  extérieur  par  rap- 
port au  premier  ellipsoïde,  le  point  0,  sera  intérieur 
par  rapport  au  second.  Pour  déterminer,  au  moyen 
du  théorème  précédent,  l'attraction  d'un  ellipsoïde 
donné  sur  un  point  extérieur  0  aussi  donné ,  on  fera 
donc  passer  par  ce  point  la  surface  d'un  second  ellip- 
soïde ayant  le  même  centre  et  les  mêmes  foyers  que  le 
premier  ;  par  les  formules  relatives  aux  points  inté- 
rieurs, on  déterminera  les  trois  composantes  AI5  Bn  C,, 
de  l'attraction  de  ce  second  corps  sur  le  point  0,  de  la 
surface  du  premier,  correspondant  du  point  0  ;  les 
équations  (5)  feront  ensuite  connaître  les  composantes 
A ,  B ,  C ,  de  l'attraction  de  l'ellipsoïde  donné  sur  le 
point  donné.  Ainsi  tout  se  réduira  à  trouver  les  va- 
leurs des  trois  demi-axes  ax ,  bX7  cX9  du  second  ellip- 
soïde, d'après  ceux  du  premier  qu'on  a  représentés 
par  a,  b,  c,  et  d'après  les  coordonnées  a,  ê,  y,  du 
point  donné  0. 

Pour  fixer  les  idées,  je  suppose  que  a  soit  la  plus 
petite  des  trois  quantités  a,  b,  c;  ce  qui  rendra  posi- 
tives les  quantités  h  et  k  du  numéro  précédent.  J'ap- 
pelle u  le  carré  de  a3  ;  on  aura 

ax  =  \/u,        bx  =  s/u  +  hy        cx  =  \/u-\-k; 

et  il  ne  restera  plus  qu'à  déterminer  cette  inconnue  u, 
qui  devra  être  réelle  et  positive.  Or,  en  vertu  de  la 
seconde  équation  (i),  nous  aurons 

1     u  -f  h     'a  -f  k  >  vM 
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équation  du  troisième  degré  par  rapport  k  u9  qui  a 
au  moins  une  racine  réelle  et  positive  ;  car  en  faisant 
croître  u  depuis  zéro  jusqu'à  l'infini,  son  premier 
membre  est  d'abord  plus  grand  et  ensuite  plus  petit 
que  le  second  ;  en  sorte  qu'il  y  a  au  moins  une  va- 
leur positive  de  u  qui  les  rend  égaux.  Je  dis  de  plus 
qu'il  n'y  en  a  qu'une;  car  en  supposant  qu'il  y  en  ait 
deux,  u  et  u!  9  il  faudrait  qu'on  eût  à  la  fois  ~ 


u  u  -f-  h     '     u  +  k 

et  en  retranchant  ces  équations  l'une  de  l'autre,  et 
supprimant  le  facteur  u1  —  u9  commun  à  tous  les 
termes ,  il  en  résulterait 

<     ,  '  £2 . r_ 

ull<   "T-   (u+h)  (tt'-f  h)    T    (u  -f-  A)  (u'  +  k)  °> 

ce  qui  est  évidemment  impossible.  Donc  il  n'existe 
qu'un  seul  ellipsoïde  qui  ait  le  même  centre  et  les 
mêmes  foyers  qu'un  ellipsoïde  donné,  et  qui  passe  en 
outre  par  un  point  donné.  La  quantités,  d'où  dépen- 
dent ses  trois  demi-axes  al9  bx9  ct9  est  déterminée 
par  l'équation  (4)  ;  ce  qu'il  s'agissait  de  trouver. 

109.  Nous  ferons  remarquer  que  le  théorème  du 
n°  107  convient  également  à  toutes  les  lois  d'attrac- 
tion en  fonction  de  la  distance  ;  car  la  démonstration 
qu'on  vient  d'en  donner  est  fondée  sur  la  forme  que 
prend  l'expression  de  R2  ?  qui  se  trouve  identique 
pour  les  deux  points  0  et  0, ,  et  non  sur  la  forme 
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de  la  fonction  de  R,    qui  exprime  îa  loi  de  l'at- 
traction. 

Si  les  deux  ellipsoïdes  sont  des  sphères  concentri- 
ques, l'attraction  de  chacune  d'elles  sera  la  même  sur 
tous  les  points  de  îa  surface  de  l'autre,  et  il  ne  sera 
plus  nécessaire  que  les  points  0  et  0,  soient  corres- 
pondans.  En  appelant  a  et  al  les  rayons  de  ces  deux 
sphères,  D  l'attraction  de  la  sphère  du  rayon  a  sur 
un  point  de  la  surface  sphérique  du  rayon  ax ,  et 
Da  celle  de  îa  sphère  du  rayon  ax  sur  un  point  de 
la  surface  sphérique  du  rayon  a,  lesquelles  forces 
seront  dirigées  suivant  les  rayons  des  points  attirés, 
on  aura 


:  D,   ::   a*  :  a 


i  ? 


quelle  que  soit  la  loi  de  l'attraction  en  fonction  de  la 
distance. 

Cette  proportion  est  facile  à  vérifier  dans  le  cas 
ordinaire  où  l'attraction  est  en  raison  inverse  du 
carré  dé  la  distance.  En  effet ,  d  après  les  résul- 
tats du  n°  101,  si  Ton  suppose  a  >  ax9  l'attrac- 
tion D  de  la  sphère  du  rayon  a  sur  un  point  in- 
térieur, situé  à  une  distance  ax  de  son  centre  et 
dont  jul  est  la  masse ,  sera 

3      ' 

l'attraction  Dl  de  la  sphère  du  rayon  a,  sur  un  point 
extérieur,  dont  p  est  aussi  la  masse  et  qui  se  trouve 
à  la  distance  a  de  son  centre,  aura  pour  valeur 
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D,  = 


4*Hft*i3 


3a 


a       ? 


et  en  comparant  ces  valeurs  de  D  et  D,,  on  voit 
qu'elles  sont  entre  elles  comme  les  carrés  des  rayons 
a  et  ax. 


ft/V>/VV\'VV*'VV\A<\*<VVVVV\.VV\lVVS\MVV\*/VVVV%/VVVW 


LIVRE  DEUXIÈME. 


PREMIÈRE    PARTIE. 


CHAPITRE  PREMIER. 

DU  MOUVEMENT  RECTILIGNE  ET  DE  LA  MESURE  DES 

FORCES. 


§  ier.  Formules  du  mouvement  recliligne. 

no.  Le  mouvement  le  plus  simple  que  puisse 
prendre  un  point  matériel  est  celui  qui  a  lieu  en  ligne 
droite,  et  dans  lequel  le  mobile  décrit  des  espaces 
égaux  en  temps  égaux.  C'est  ce  mouvement  rectiligne 
que  Ion  appelle  uniforme _,  et  qui  sert  de  terme  de 
comparaison  à  tous  les  autres  mouvemens. 

Quand  le  rapport  des  espaces  parcourus  aux  temps 
employés  à  les  décrire  change  continuellement,  le 
mouvement  est  varié ;  si  ce  changement  n'avait  lieu 
qu'à  des  intervalles  de  temps  finis,  le  mouvement 
ne  serait  qu'une  succession  de  mouvemens  uniformes. 
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Dans  un  mouvement  quelconque,  l'espace  parcouru 
par  le  mobile,  ou,  plus  généralement,  sa  distance  à 
un  point  fixe  pris  sur  la  ligne  qu'il  décrit,  est  une 
fonction  du  temps  écoulé  depuis  une  époque  con- 
venue. Ainsi,  en  appelant  t  ce  temps,  et  x  cette 
distance,  on  aura,  dans  tous  les  cas, 

x  =  Ft; 

et  les  diverses  sortes  de  mouvemens  différeront  entre 
elles  par  la  forme  de  cette  fonction  Ft.  La  variable  t 
pourra  être  positive  ou  négative  :  ses  valeurs  posi- 
tives répondront  à  des  époques  postérieures  à  celle 
d'où  l'on  compte  le  temps,  et  ses  valeurs  négatives,  à 
des  époques  antérieures. 

Dans  le  mouvement  uniforme,  si  l'on  appelle  a 
l'espace  parcouru  dans  chaque  unité  de  temps ,  et  b 
la  distance  du  mobile  au  point  fixe ,  à  l'origine  du 
temps  t,  c'est-à-dire,  la  valeur  de  x  qui  répond  à 
£  =  o,.on  aura,  à  un  instant  quelconque, 

x  =  b  +  at; 

car,  d'après  la  définition  de  ce  mouvement,  l'espace 
x  —  b  décrit  dans  le  temps  t  doit  être  égal  à  l'espace 
constant  a,  répété  autant  de  fois  que  t  renferme 
d'unités. 

m.  On  ne  définit  ni  le  temps  ni  l'espace;  mais 
il  suffit  à  la  Géométrie  et  à  la  Dynamique  que  nous 
puissions  mesurer  les  dimensions  des  corps  et  les  du- 
rées de  leurs  mouvemens.  La  mesure  des  longueurs 
est  fondée  sur  la  superposition ,  et  se  conçoit  sans  au- 
cune difficulté;  celle  du  temps  exige  quelque  expli- 
cation. 
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On  ferait  un  cercle  vicieux  si  l'on  disait,  d'une 
part,  que  le  mouvement  uniforme  est  celui  dans  le- 
quel les  espaces  parcourus  sont  proportionnels  au 
temps,  et,  d'un  autre  côté,  que  le  temps  a  pour  me- 
sure le  mouvement  uniforme,  c'est-à-dire  qu'il  est 
proportionnel  aux  espaces  parcourus  dans  ce  mou- 
vement. Mais  la  notion  des  temps  égaux  et  la  me- 
sure du  temps  ne  sont  fondées  nécessairement  sur  au- 
cune loi  particulière  de  mouvement,  et  l'on  peut, 
en  conséquence,  les  supposer  dans  la  définition  du 
mouvement  uniforme  et  de  toute  autre  sorte  de  mou- 
vemens. 

Concevons,  en  effet,  que  des  corps  parfaitement 
identiques  se  meuvent  successivement,  et  que,  pen- 
dant toute  la  durée  de  son  mouvement,  chacun  des 
mobiles  se  trouve  exactement  dans  le  même  état  que 
celui  qui  l'a  précédé  :  il  est  évident  que  tous  ces 
mouvemens ,  dont  la  loi  n'est  pas  donnée ,  s'exécute- 
ront en  temps  égaux,  et  que  leur  nombre  pourra 
servir  de  mesure  au  temps.  Ainsi,  par  exemple,  si 
ces  corps  sont  pesans  et  retenus  par  un  axe  fixe  hori- 
zontal, qu'on  les  écarte  tous  également  de  leur  po- 
sition d'équilibre ,  et  qu'on  les  abandonne  ensuite  à 
eux-mêmes ,  de  sorte  que  le  mouvement  du  second 
commence  dès  que  le  premier  est  revenu  à  cette  po- 
sition, celui  du  troisième  aussitôt  que  le  second  y 
est  revenu  de  même,  et  ainsi  de  suite,  il  n'y  aura 
aucune  différence  possible  entre  tous  ces  mouvemens 
successifs  qui  s'achèveront  en  temps  égaux.  On  prou» 
vera  par  la  suite  qu'il  n'est  pas  nécessaire  pour  cela 
que  ce  soient  différens  mobiles  qui  se  succèdent,  et 
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que  les  oscillations  successives  d'un  même  corps ,  de 
part  et  d'autre  de  sa  position  d'équilibre,  sont  aussi 
isochrones ,  ou  d'égale  durée;  mais  la  considération 
précédente,  qui  ne  suppose  la  solution  d'aucun  pro- 
blème de  Mécanique,  suffit  à  l'objet  que  nous  nous 
sommes  proposé. 

Les  astronomes  ont  reconnu,  par  les  observations 
les  plus  précises  et  le  plus  souvent  répétées,  l'inva- 
riabilité de  la  révolution  apparente  de  la  sphère  cé- 
leste autour  de  la  terre;  et,  effectivement,  la  théorie 
n'indique  aucune  inégalité  sensible  dans  le  mouve- 
ment de  rotation  de  la  terre  qui  donne  lieu  à  cette 
apparence.  On  appelle  jour  sidéral  la  durée  cons- 
tante de  cette  révolution,  laquelle  durée  est  moindre 
que  celle  de  la  révolution  diurne  du  soleil.  Celle-ci 
n'est  pas  exactement  la  même  à  toutes  les  époques 
de  l'année;  et  c'est  sa  grandeur  moyenne  que  l'on 
prend  pour  unité  de  temps  dans  les  usages  ordinaires, 
et  que  l'on  appelle  le  jour  moyen.  Nous  adopterons, 
dans  cet  ouvrage,  la  division  du  jour  en  24  heures, 
de  l'heure  en  60  minutes,  et  de  la  minute  en  60 
secondes  ;  en  sorte  que  la  seconde  sera  la  86400e 
partie  du  jour  moyen.  Le  jour  sidéral  ne  contient 
que  86164,09  secondes;  d'où  il  résulte  que  pour 
exprimer  en  jours  sidéraux  un  temps  donné  en 
jours  moyens,  il  faudra  le  multiplier  par  le  rapport 
de  86400  à  86164*09,  ou  par  le  nombre  constant 
1,0027379. 

ii2.  Un  mouvement  uniforme  diffère  d'un  autre 
par  la  grandeur  de  l'espace  parcouru  dans  l'unité  de 
temps.  Dans  chaque  mouvement  uniforme,  cet  es- 
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pace  constant  est  ce  qu'on  appelle  la  vitesse  du  mo- 
bile ;  mais ,  pour  parler  exactement ,  cet  espace  n'est 
que  la  mesure  de  la  vitesse,  et  non  pas  la  vitesse  elle- 
même.  La  vitesse  d'un  point  matériel  en  mouvement 
est  une  chose  qui  réside  dans  ce  point ,  dont  il  est 
animé,  qui  le  distingue  actuellement  d'un  point  ma- 
tériel en  repos,  et  n'est  pas  susceptible  d'une  autre 
définition.  La  vitesse  exprimée,  dans  le  mouvement 
uniforme,  par  l'espace  que  le  mobile  décrit  dans 
chaque  unité  de  temps,  suppose  qu'on  prend  pour 
unité  de  vitesse  celle  du  mobile  qui  parcourt  l'unité 
linéaire  dans  l'unité  de  temps. 

Dans  un  mouvement  varié  quelconque,  la  vitesse 
du  mobile  varie  par  degrés  infiniment  petits,  et  elle 
est  une  fonction  du  temps  qui  se  déduit ,  ainsi  qu'on 
le  verra  tout  à  l'heure ,  de  celle  qui  exprime  l'espace 
parcouru:  mais,  auparavant,  il  est  nécessaire  de  con- 
naître le  genre  de  mouvement  que  prendra  un  point 
matériel  en  vertu  de  sa  vitesse  acquise  ,  si  la  force 
qui  lui  a  imprimé  cette  vitesse ,  par  son  action  con- 
tinuée pendant  un  certain  temps ,  vient  à  cesser 
d'agir ,  et  que  ce  mobile  soit  abandonné  à  lui- 
même. 

11 3,  Il  est  d'abord  évident  que  si  le  mobile  s'est 
mu  jusque  là  en  ligne  droite,  il  continuera  à  se 
mouvoir  suivant  le  prolongement  de  la  ligne  qu'il 
décrivait;  car  il  n'y  aurait  aucune  raison  pour  que 
ce  point  matériel  s'écartât  de  la  direction  qu'il  a  reçue 
plutôt  d'un  côté  que  de  l'autre.  Mais  nous  ne  pouvons 
pas  affirmer,  à  priori ,  que  la  vitesse  qui  lui  a  été 
imprimée  ne  se  ralentira  pas  d'elle-même,  et  ne  fï- 
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nira  pas  par  s'éteindre  entièrement  ;  ce  n'est  que  par 
l'expérience  et  l'induction  que  cette  question  peut 
être  décidée. 

Or,  à  mesure  que  les  obstacles  à  l'état  de  mouve- 
ment des  corps ,  tels  que  les  frottemens  et  les  résis- 
tances des  milieux  qu'ils  traversent,  diminuent  d'in- 
tensité, nous  les  voyons  persévérer  de  plus  en  plus 
dans  cet  état  ;  et ,  toutes  les  fois  que  nous  apercevons 
une  altération  dans  leur  vitesse ,  nous  reconnaissons 
que  cet  effet  peut  être  attribué  à  une  cause  étrangère. 
Nous  sommes  donc  conduits  à  conclure  que  s'il  était 
possible  qu'un  point  matériel,  après  avoir  été  mis  en 
mouvement,  ne  fût  plus  sollicité  par  aucune  force, 
et  ne  rencontrât  aucun  obstacle,  son  mouvement  se- 
rait rectiligne  et  uniforme,  c'est  à-dire,  le  plus  simple 
de  tous  les  mouvemens. 

Ainsi,  par  exemple,  si  une  parcelle  de  fer  est  mise 
en  mouvement  dans  le  vide,  sur  un  plan  horizontal 
et  sans  frottement,  par  la  seule  action  du  pôle  d'un 
aimant ,  et  que  tout  a  coup  on  détruise  le  pouvoir 
attractif  de  ce  pôle,  en  y  juxtaposant  un  pôle  égal  et 
contraire ,  cette  parcelle  continuera  de  se  diriger  vers 
ce  point;  mais  son  mouvement  deviendra  uniforme, 
et  sa  vitesse  sera  plus  ou  moins  considérable,  selon 
qu'on  aura  laissé  agir  la  force  attractive  plus  ou  moins 
long- temps. 

L'impossibilité  où  sont  tous  les  points  matériels  de 
se  mettre  en  mouvement  ou  de  changer  le  mouve- 
ment qui  leur  a  été  communiqué,  sans  le  secours 
d'une  force ,  est  ce  qu'on  entend  par  Y  inertie  de  la 
matière.  Ce  mot  ne  signifie  pas  que  la  matière  soit 
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incapable  d'agir;  car,  au  contraire,  chaque  point 
matériel  trouve  toujours  dans  Faction  d'autres  points 
matériels,  mais  jamais  en  lui-même,  le  principe  de 
son  mouvement. 

n4»  Au  bout  du  temps  t,  et  quand  le  mobile 
se  trouve  à  la  distance  x  d'un  point  fixe  pris  sur 
la  droite  qu'il  décrit,  soit  v  sa  vitesse  acquise,  c'est- 
à-dire  ,  la  vitesse  du  mouvement  uniforme  qui  aurait 
lieu,  si,  a  cet  instant,  la  force  qui  agit  sur  le  mo- 
bile venait  à  cesser  d'agir.  L'action  de  cette  force 
continuant,  l'espace  dx  que  le  mobile  parcourra 
dans  l'instant  dt  sera  décrit  en  vertu  de  cette  ac- 
tion et  de  la  vitesse  v  ;  la  partie  de  dx  correspon- 
dante à  cette  vitesse,  qui  serait  décrite  d'un  mou- 
vement uniforme  ,  aura  vdt  pour  valeur.  En  appe- 
lant donc  e  la  partie  de  cet  espace  qui  répond  à 
l'action  de  la  force  pendant  Finstant  dt ,  nous  au- 
rons 

dx  =  vdt  -f-  g. 

Or,  la  vitesse  variant  par  degrés  infiniment  petits, 
et  ses  variations  étant  uniquement  dues  à  l'action  de 
la  force  "appliquée  au  mobile ,  il  s'ensuit  que  dans 
le  temps  dt  cette  action  ne  peut  produire  qu'une  vi- 
tesse infiniment  petite;  par  conséquent,  cette  même 
action  ne  peut  faire  décrire  qu'un  espace  infiniment 
petit  du  second  ordre,  moindre  que  celui  qui  se- 
rait décrit  uniformément  par  le  mobile,  s'il  rece- 
vait au  commencement  de  dt  toute  la  vitesse  qui 
sera  produite  pendant  la  durée  de  cet  instant.  On 
peut  donc  négliger  e  par  rapport  à  vdt  dans  l'équa- 

i4 


2i6  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE, 

ticm  précédente;  et  alors  on  aura 

dx 


v=  w> 


pour  l'expression  de  la  vitesse  dans  un  mouvement 
quelconque. 

Si  l'on  voulait  connaître  la  partie  g  de  l'espace  par- 
couru par  le  mobile  dans  le  temps  dt ,  en  vertu  de 
l'action  de  la  force  qui  le  sollicite ,  il  faudrait  con- 
server les  puissances  de  dt  supérieui^es  à  la  première. 
Or,  en  appelant  x'  la  distance  du  mobile  au  point 
fixe ,  au  bout  du  temps  t  -f-  dt ,  on  aura  ,  par  le 
théorème  de  Taylor, 

.  dx    1t    ,    i  dx    lgn 

x'  —  x  =  ^dt  +  -—dt*-jr  etc., 

pour  l'expression  complète  de  l'espace  parcouru  dans 
cet  instant  dt.  Le  premier  terme  ,  égal  à  vdt ,  est 
l'espace  dû  a  la  vitesse  acquise  au  bout  du  temps  t-, 
si  donc  on  néglige  les  termes  du  troisième  et  des 
ordres  supérieurs  par  rapport  à  ceux  du  second , 
on  aura 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 

<•  =  \dvdt , 

pour  la  partie  de  l'espace  x1  —  x  que  l'action  de  la 
force  a  fait  parcourir.  La  vitesse  produite  en  même 
temps  par  cette  action  étant  dv ,  on  voit  que  l'es- 
pace que  le  mobile  décrirait  uniformément,  pen- 
dant ce  temps  dt,  s'il  recevait  au   commencement 
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toute  cette  augmentation  de  vitesse,  serait  égal  au 
produit  de  dv  et  dt ,  ou  double  de  l'espace  g  qu'il 
décrit  réellement. 

ii  5.  Lorsque  l'espace  parcouru  sera  donné  en 
fonction  du  temps,  on  en  déduira  immédiatement 
la  vitesse  correspondante ,    au  moyen  de  l'équation 

v  =  -=-.  Par  exemple,  îes  mobiles,  dans  la  machine 

RAthood,  décrivant  des  espaces  qui  croissent  comme 
les  carrés  du  temps,  on  en  peut  conclure  que  leurs 
vitesses  acquises  doivent  être  proportionnelles  aux 
temps  pendant  lesquels  ces  espaces  sont  parcourus; 
ce  que  cette  machine  fournit ,  en  effet ,  le  moyen  de 
vérifier. 

Réciproquement,  si  la  vitesse  est  donnée  en  fonc- 
tion du  temps  par  la  définition  du  mouvement,  on 
en  déduira,  par  l'intégration,  l'expression  de  l'es- 
pace parcouru.  Ainsi,  après  le  mouvement  uniforme, 
le  plus  simple  est  celui  dans  lequel  la  vitesse  aug- 
mente ou  diminue ,  de  quantités  égales ,  en  temps 
-  égaux  y  et  qu'on  appelle  ,  pour  cette  raison  ,  unifor- 
mément accéléré  ou  retardé.  Si  donc  on  appelle  g 
l'accroissement  constant,  positif  ou  négatif,  de  la  vi- 
tesse dans  chaque  unité  de  temps ,  et  a  la  vitesse  du 
mobile  quand  t  =  o  ,  la  vitesse  v  à  un  instant  quel- 
conque sera,  dans  ce  mouvement, 

v  =  a  +  gî;  ; 

et  en  multipliant  par  dt  et  intégrant,  on  aura 

x  =  b  +  at  +  ±gt*, 

pour  la  distance  du  mobile  à  un   point  fixe  de  Ja 

14.. 
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droite  qu'il  décrit  ;  b  étant  cette  distance  à  l'origine 

du  temps  t. 

Lorsque  les  deux  constantes  a  et  b  seront  nulles, 
on  aura  simplement 

v  =  gt,       oc  —  ±gt*. 

L'espace  parcouru  est  donc  alors  proportionnel  au 
carré  du  temps  ;  et  la  vitesse  acquise  au  bout  d'un 
temps  quelconque  t  est  telle  qu'en  vertu  de  cette 
seule  vitesse  le  mobile  décrirait,  en  un  temps  égal 
à  t,  un  espace  vt  double  de  celui  qu'il  a  parcouru. 
Il  s'ensuit  que  si  l'on  connaît  l'espace  parcouru  dans 
la  première  unité  de  temps,  on  aura,  en  le  dou- 
blant, la  valeur  de  la  vitesse  constante  g,  par  la- 
quelle un  mouvement  uniformément  accéléré  diffère 
d'un  autre  mouvement  de  la  même  nature. 

Ce  mouvement  est  celui  des  corps  pesans  qui  tom- 
bent dans  le  vide.  En  un  même  lieu,  la  vitesse  g 
est  égale  pour  tous  leurs  points;  en  sorte  qu'ils  dé- 
crivent tous,  d'un  même  mouvement  de  cette  espèce, 
des  droites  verticales.  Cette  vitesse  varie  d'un  lieu 
à  un  autre;  en  prenant  la  seconde  pour  unité  de 
temps,  et  le  mètre  pour  unité  linéaire,  on  a  con- 
clu de  l'expérience 

g  =  9m,8o896, 

à  l'Observatoire  de  Paris. 

La  force  qui  produit  des  vitesses  égales  en  temps 
égaux  est  pour  nous  une  force  constante.  Ainsi ,  la 
pesanteur  est  une  force  constante;  ce  qui  signifie 
ici  qu'elle  agit  avec  la  même  intensité  sur  les  corps 
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déjà  animés  de  vitesses  quelconques ,  et  non  pas 
seulement,  comme  dans  le  n°  69,  que  son  inten- 
sité est  la  même  dans  toute  l'étendue  d'un  corps  de 
dimensions  ordinaires. 

116.  Les  lois  de  l'équilibre  ne  supposent  aucune 
relation  particulière  entre  les  forces  et  les  vitesses 
correspondantes;  et,  pour  résoudre  les  problèmes 
de  Statique  ,  il  suffit  de  connaître  les  rapports  nu- 
mériques des  forces ,  tels  qu'ils  ont  été  définis  dans 
le  n°  5.  Les  lois  du  mouvement ,  au  contraire ,  dé- 
pendent du  rapport  qui  doit  exister  entre  les  grau- 
deurs  des  vitesses  produites  par  des  forces  données  :  et 
ce  rapport,  dont  la  connaissance  est  indispensable 
pour  la  solution  des  problèmes  de  Dynamique ,  est 
le  même  que  celui  des  forces,  ainsi  qu'on  va  le  dé- 
montrer. 

Soient  toujours  x  et  v  l'espace  parcouru  et  la  vi- 
tesse acquise  par  un  point  matériel  au  bout  du  temps  t. 
Supposons  qu'à  cette  époque  deux  forces  données  f 
et  f  agissent  simultanément  sur  le  mobile  ,  suivant 
la  direction  de  son  mouvement;  désignons  par  u  la. 
vitesse  infiniment  petite  que  la  force  y  imprimerait 
au  mobile,  si  elle  agissait  seule  pendant  un  temps  r 
infiniment  petit,  et  par  z/ celle  qui  serait  produite 
par  la  force  j'9  dans  le  même  temps,  si  la  force  J  n'exis- 
tait pas.  Je  dis  que  la  simultanéité  de  ces  deux  forces 
ne  modifiera  pas  les  vitesses  dont  elles  sont  capables 
séparément,  et  que  la  vitesse  produite  par  la  force 
f  -\-  f  sera  u  -{-  u,  c'est-à-dire  qu'au  bout  du 
temps    t  -f-  t  ,    la  vitesse  du  mobile  sera  devenue 

f>  + M  +  II'.. 
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En  effet,  l'augmentation  de  vitesse  du  mobile  ne 
pourra  dépendre  que  du  temps  r  auquel  elle  sera 
proportionnelle,  et  de  l'état  de  ce  point  matériel, 
ou,  autrement  dit,  de  sa  position  et  de  sa  vitesse 
pendant  ce  même  temps  r  ;  ce  ne  serait  donc  qu'en 
influant  sur  cet  état  que  l'action  de  la  force  f  pour- 
rait modifier  la  vitesse  qui  sera  produite  par  la  force/! 
Or,  pendant  le  temps  r ,  la  distance  du  mobile  à  un 
point  fixe  et  sa  vitesse  ne  peuvent  varier  que  de  quan- 
tités infiniment  petites ,  négligeables  par  rapport  à  x 
et  v;  ses  variations  de  distances  à  d'autres  points  fixes 
ou  mobiles ,  d'où  peuvent  émaner  les  forces  f  et  f, 
sont  également  négligeables;  par  conséquent,  la  vi- 
tesse que  produira  la  force  f ,  pendant  cet  intervalle 
de  temps  r,  ne  saurait  être  modifiée  en  aucune  ma- 
nière par  l'action  simultanée  de  la  force  f;  et  il  en 
sera  de  même  à  l'égard  de  la  vitesse  due  à  la  force  f  f 
qui  ne  sera  pas  non  plus  changée  par  l'aclion  de  f . 
Donc   la   vitesse  totale  imprimée   au  mobile  pen- 
dant le  temps  r,  par  la  force  f~hff9  sera  égaie  à 
u  -f-  u! . 

On  verra  de  même  que  si  la  force  f  agit  dans  le 
sens  de  la  vitesse  p,  et  la  force  y7  en  sens  contraire, 
l'augmentation  de  vitesse  produite  par  la  force/" — f , 
sera  égale  à  u  —  uf. 

Quelle  que  soit  la  nature  de  chacune  des  forces  f 
et  y ,  si  elles  sont  capables  d'une  même  vitesse  u 
dans  un  même  temps  infiniment  petit,  ce  sont  pour 
nous  des  forces  égales.  Appliquées  en  sens  contraire 
l'une  de  l'autre,  elles  ne  changeront  pas  la  vitesse  du 
mobile,  s'il  est  déjà  en  mouvement;  il  y  aura  équi- 


DYNAMIQUE,  PREMIÈRE  PARTIE.  2i5 

libre,  si  ce  point  matériel  est  en  repos;  ce  qui  rentre 
dans  la  définition  des  forces  égales  du  n°  5. 

Lorsque  la  force  qui  agit  sur  le  mobile  dans  le  sens 
de  la  vitesse  acquise,  deviendra  double,  triple,  qua- 
druple,.... la  vitesse  qu  elle  produira  dans  le  temps  r 
croîtra  suivant  la  même  proportion.  Réciproquement, 
quand  cette  force  se  réduira  à  moitié,  au  tiers,  au 
quart , , . . .  la  vitesse  qui  sera  produite  diminuera  de  la 
même  manière;  et,  généralement,  les  vitesses  infini- 
ment petites  produites  pendant  des  instans égaux,  dans 
le  sens  ou  en  sens  contraire  de  la  vitesse  acquise  ,  ou 
imprimées  à  un  point  matériel  en  repos,  seront  entre 
elles  comme  les  intensités  des  forces  correspondantes. 

C'est  sur  ce  principe  général  qu'est  fondée  la  me- 
sure des  forces  dans  la  Dynamique.  On  a  coutume  de 
le  présenter  comme  une  hypothèse;  nous  le  don- 
nons ici  comme  une  conséquence  nécessaire  de  ce 
que  les  vitesses  imprimées  par  des  forces  quelcon- 
ques ,  dans  des  intervalles  de  temps  infiniment  petits, 
sont  toujours  infiniment  petites,  et  de  ce  qu'en 
même  temps  les  déplacernens  des  mobiles  sont  aussi 
infiniment  petits. 

1 17.  Si  les  forces  que  l'on  veut  comparer  l'une  à 
l'autre  sont  des  forces  constantes,  de  sorte  que  cha- 
cune d'elles  produise ,  pendant  toute  la  durée  du  mou- 
vement, des  vitesses  égales  en  temps  égaux  (n°  1 15), 
leurs  intensités  seront  entre  elles  comme  les  vitesses 
qu'elles  impriment  en  un  même  temps  quelconque  à 
un  même  point  matériel.  Lors  donc  que  ces  vitesses 
seront  données  par  l'observation,  on  en  conclura  le 
rapport  des  forces;  et,  réciproquement,   quand  ce 
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rapport  sera  donné  à  priori,  on  pourra  le  prendre 
pour  celui  des  vitesses. 

Désignons,  par  exemple,  par  <zsr  et  <sr;  les  intensi- 
tés de  la  pesanteur  à  deux  latitudes  différentes ,  et 
supposons  qu'on  ait  déterminé,  en  ces  deux  lieux  de 
la  terre ,  les  vitesses  g  et  g',  acquises  en  une  seconde 
par  les  corps  qui  tombent  verticalement  dans  le  vide; 
on  aura 

g?  :  <©■'  ::  g  :  g- 

Le  rapport  de  ces  forces  <zêr  et  <sr'  sera  aussi  celui  des 
poids  d'un  même  corps,  ou  de  deux  corps  homogènes 
et  d'un  même  volume,  à  ces  deux  latitudes.  L'obser- 
vation a  fait  connaître  que  les  vitesses  dues  à  la  pe- 
santeur augmentent  en  allant  de  l'équateur  au  pôle  , 
et  que  l'accroissement  total  est  à  peu  près  ^-5-  de  la 
plus  petite.  Il  s'ensuit  donc  que  le  poids  d'un  même 
corps,  transporté  de  l'équateur  au  pôle,  augmentera 
de  -^-,  et  que,  pour  mettre  en  équilibre  les  poids  de 
deux  corps  homogènes  placés  en  ces  deux  lieux  de 
la  terre,  il  faudra  que  le  volume  du  corps  situé  à 
l'équateur  excède  de  -^  celui  du  corps  situé  au 
pôle. 

Soient  encore  fur  l'intensité  de  la  pesanteur  dans  le 
sens  vertical,  et  <5rl  sa  composante  suivant  une  droite 
qui  fait  avec  sa  direction  un  angle  et.  D'après  la  règle 
du  parallélogramme  des  forces,  nous  aurons 

<mx  =  <zir  cos  et  ; 

et  si  l'on  appelle  g  et  gt  les  vitesses  qui  seront  pro- 
duites dans  l'unité  de  temps  par  ces  deux  forces  cons- 
tantes ,  agissant  séparément  sur  un  même  point  ma- 
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tériel ,  la  proportion 

g  :  gt  ::  <&  :  <srP , 

donnera  aussi 

gi  =  g  cos  c6- 

Si  ce  point  matériel  pesant  est  posé  sur  un  plan  in- 
cliné, qui  fasse  avec  le  plan  horizontal  un  angle  égal 
à  900  —  et ,  la  force  <sr  se  décomposera  en  deux  au- 
tres, l'une  perpendiculaire  au  plan  donné  et  qui  sera 
détruite  par  sa  résistance ,  l'autre  dirigée  suivant  ce 
même  plan  et  qui  sera  la  force  <srt.  C'est  cette  der- 
nière force  qui  produira  le  mouvement  dans  le  vide, 
abstraction  faite  du  frottement  du  mobile  contre  le 
plan  incliné.  Ce  mouvement,  dû  à  une  force  cons- 
tante, sera  donc  uniformément  accéléré;  et  si  l'on 
appelle  xx  et  pt  l'espace  parcouru  et  la  vitesse  acquise 
au  bout  du  temps  t,  on  aura 

équations  dans  lesquelles  on  devra  mettre  la  valeur 
précédente  de  gt. 

Cet  exemple  est  très  propre  à  montrer  la  nécessité 
de  connaître  à  priori  le  rapport  des  vitesses  dues  à 
des  forces  dont  le  rapport  est  connu  ;  car  si  l'on  ne 
savait  pas  déduire  gl  de  la  vitesse  g  donnée  par  l'ob- 
servation, et  qu'il  fallût,  pour  faire  usage  de  ces  der- 
nières équations,  déterminer  aussi  par  l'expérience  la 
valeur  de  g,  qui  répond  à  chaque  valeur  de  l'angle  es , 
la  Dynamique  se  trouverait  à  peu  près  réduite  à  une 
science  expérimentale. 
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ii  8.  Pour  mesurer  une  force  variable,  il  faut  en 
considérer  l'effet  pendant  un  temps  infiniment  petit, 
durant  lequel  on  peut  la  considérer  comme  constante. 
Soit  donc  <p,  dans  un  mouvement  rectiligne  quel- 
conque ,  la  force  qui  agit  sur  le  mobile  au  bout  du 
temps  t,  et  que  nous  regarderons  comme  une  quan- 
tité positive  ou  négative,  selon  que  cette  force  agira 
dans  le  sens  de  la  vitesse  acquise  ou  en  sens  opposé. 
Cette  vitesse  étant  v  au  même  instant,  elle  sera 
v  +  dv  au  bout  du  temps  t-\-dt;  en  sorte  que  la 
force  <p  aura  imprimé  une  vitesse  dv  au  mobile  dans 
l'instant  dt.  Si  donc  on  désigne  par  <ar  une  force  cons- 
tante et  connue,  capable  d'une  vitesse  g  dans  l'unité 
de  temps,  et  qui  puisse,  conséquemment,  imprimer 
au  mobile  une  vitesse  gdt  dans  le  temps  dt,  on  aura 

<p  :  <&   ::   dv  :  gdt  ; 

d'où  l'on  tire 

mds> 
*   ~"~  gdt' 

Après  avoir  choisi  arbitrairement  une  unité  linéaire 
et  une  unité  de  temps,  on  exprimera  en  nombres  la 

constante  g  et  la  valeur  de  ->-  qui  a  lieu    au  bout 

d'un  temps  donné.  Cette  formule  fera  ensuite  con- 
naître, au  même  instant,  le  rapport  numérique  de  la 
force  <p  à  la  force  connue  <ar  ;  et  si  celle-ci  est  la  pe- 
santeur ,  ce  rapport  sera  celui  de  la  force  <p  au  poids 
du  mobile  sur  lequel  elle  agit;  en  sorte  que  ce  point 
matériel  étant  pesant  et  sollicité  par  la  force  <p  en  sens 
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contraire  de  la  pesanteur,  demeurerait  en  équilibre, 

si  Ion  trouvait,  par  exemple,   -  -?-  ===  1. 

On  simplifiera  la  formule  précédente,  en  prenant 
(&r  et  g  pour  unités;  ce  qui  la  réduira  à 

dv 

Q  —  ïï- 

L'unité  de  force  sera  alors  la  force  constante  qui 
imprimerait  au  mobile,  dans  l'unité  de  temps,  une 
vitesse  représentée  par  l'unité  linéaire,  de  manière 
que  si  ces  deux  dernières  unités  sont  la  seconde  et 
le  mètre ,  l'unité  de  force  sera  à  peu  près  le  dixième 
du  poids  du  mobile ,  d'après  la  valeur  de  g  du 
n°  n5. 

On  peut  remarquer  que  cette  mesure   -7-    de   la 

force  variable  <p  est  la  vitesse  que  produirait,  dans 
l'unité  de  temps,  une  force  constante  qui  conser- 
verait pendant  ce  temps  la  même  intensité  que  la 
force  <p  pendant  l'instant  dt.  Ainsi ,  dans  le  mouve- 
ment d'une  parcelle  de  fer  vers  le  pôle  d'un  aimant , 
que  nous  avons  déjà  pris  pour  exemple  (n°  ïi3),  la 
force  <p  dépend  de  la  distance  au  pôle,  et  est  par 
conséquent  variable  ;  mais  si  l'on  suppose  qu'à  un 
instant  donné  le  pôle  recule  devant  le  mobile,  de 
manière  que  la  distance  de  l'un  à  l'autre  devienne 
constante,  la  force  <p  le  deviendra  aussi,  le  mouve- 
ment se  changera  en  un  mouvement  uniformément 
accéléré,  et  l'augmentation  de  vitesse  qui  aura  lieu 
dans  l'unité  de  temps  sera  la  mesure  de  cette  force  à 
l'instant  où  elle  est  devenue  constante. 
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En  ayant  égard  à  la  valeur  de  s  trouvée  dans  le 
n°  n4>  on  peut  aussi  écrire 

2ê 

<P   =   TV 

ïl  suit  donc  de  cette  formule  et  de  la  précédente 
qu'une  force  a  également  pour  mesure  la  vitesse 
qu'elle  produit  dans  un  temps  infiniment  petit,  divi- 
sée par  ce  temps,  ou  bien  le  double  de  l'espace  qu'elle 
fait  parcourir,  divisé  par  le  carré  de  ce  même  temps. 
Dans  le  mouvement  uniformément  accéléré,  ces  deux 
manières  équivalentes  de  mesurer  la  force  ont  encore 
lieu,  sans  qu'il  soit  nécessaire  que  le  temps  soit  infi- 
niment petit. 

119.  Nous  avons  maintenant 

^  dx  dv 

pour  les  formules  générales  du  mouvement  recti- 
ligne.  Elles  montrent  les  rapports  qui  existent,  dans 
un  mouvement  quelconque ,  entre  l'espace  parcouru , 
la  vitesse  acquise  et  la  force  qui  agit  sur  le  mobile , 
et  comment  ces  trois  fonctions  du  temps  peuvent  se 
déduire  l'une  de  l'autre,  soit  par  la  différentiation , 
soit  par  l'intégration. 

En  éliminant  v  entre  les  deux  dernières,  on  a 

d'2x 

*  =  IF' 

ce  qui  suppose  qu'on  prenne  le  temps  t  pour  la  va- 
riable indépendante,  et  que  sa  différentielle  dt  soit 
constante;  hypothèse  que  nous  ferons  de  même,  dans 
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toute  la  suite  de  cet  ouvrage,  sans  que  nous  ayons 
besoin  de  le  répéter. 

Par  l'élimination  de  dt ,  on  aura  aussi 

1    d.v* 


1 


dx 


ce  qui  servira  à  déterminer  v  quand  la  force  <p  sera 
donnée  en  fonction  de  x ,  et ,  réciproquement ,  cette 
force  lorsque  la  \itesse  sera  connue  en  fonction  de 
l'espace  parcouru. 

Nous  donnerons ,  dans  le  chapitre  suivant,  diverses 
applications  de  ces  formules  générales. 

§  IL  Mesure  des  forces  en   ajant   égard  aux 

masses. 

120.  Avant  de  montrer  comment  on  devra  tenir 
compte  des  masses  dans  la  comparaison  des  forces  qui 
agissent  sur  des  mobiles  différens ,  il  importe  de  rec- 
tifier une  expression  inexacte,  que  Ton  emploie  sou- 
vent, et  qui  tient  à  une  confusion  d'idées. 

Concevons  qu'un  corps  soit  posé  sur  un  plan  hori- 
zontal, et  qu'il  n'y  soit  retenu  par  aucun  frottement. 
Si  je  veux  le  faire  glisser  sur  ce  plan,  il  faudra  néan- 
moins, à  cause  de  l'inertie  de  la  matière,  que  j'exerce 
un  effort  quelconque;  si  à  ce  corps  on  en  joint  un 
second,  puis  un  troisième,  etc.,  il  faudra  que  je  dé- 
ploie, pour  produire  le  même  mouvement,  une  force 
de  plus  en  plus  considérable.  J'aurai,  dans  chaque 
cas,  le  sentiment  de  l'effort  que  je  serai  obligé  de 
faire;  mais  je  ne  devrai  pas  en  conclure  que  la  ma- 
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tière  oppose  aucune  résistance  à  cet  effort  ,  et  qu'il 
existe  dans  les  corps  ce  qu'on  appelle  très  impropre- 
ment une  force  d'inertie.  Quand  on  s'exprime  ainsi , 
on  confond  la  sensation  que  l'on  a  éprouvée,  et  qui 
résulte  de  l'effort  qu'on  a  exercé,  avec  la  sensation 
d'une  résistance  qui  n'existe  réellement  pas. 

Lorsque  le  corps  frotte  contre  le  plan ,  il  y  a  effec- 
tivement une  résistance  au  mouvement  horizontal , 
et  je  ne  peux  pas  déplacer  le  mobile  sur  ce  plan  sans 
exercer  un   effort  supérieur  à  cette   résistance.  De 
même,  quand  je  veux  soulever  le  mobile  verticale- 
ment, il  y  a  aussi  une  résistance  à  ce  mouvement, 
que  je  dois  vaincre  par  un  effort  qui  la  surpasse. 
Dans  les  deux  cas,  je  ne  produirai  aucun  mouve- 
ment tant  que  je  ne  ferai  pas  un  effort  plus  grand 
que  le  poids  du  corps ,  ou  que  son  adhésion  au  plan 
horizontal  ;  mais  si  l'on  ne  suppose  ni  pesanteur  ni 
frottement,  je  mettrai  le  corps  en  mouvement,  quel- 
que faible  que  soit  l'effort  que  j'exercerai,  et  quel- 
que grande  que  soit  la  masse  du  mobile  :  alors ,  si 
j'éprouve  qu'il  faut  faire  un  plus  grand  effort  pour 
communiquer  le  même  mouvement  à  un  corps  qu'à 
un  autre ,  j'en  conclurai  que  le  premier  se  compose 
d'une  plus  grande  quantité  de  matière  que  le  second  ; 
et  si  je  pouvais  comparer  avec  précision  les  gran- 
deurs des  efforts  que  j'aurai  exercés,  leur  rapport  se- 
rait celui  des  masses  de  ces  deux  mobiles.  C'est  sut- 
une    semblable    considération  qu'est   fondée ,    ainsi 
que  nous  allons  l'expliquer ,  la  mesure  des  masses 
d'après    les   grandeurs   des   forces  qui    les   mettent 
en   mouvement ,    et ,    réciproquement ,    la   mesure 
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des  forces  en  ayant  égard  aux  masses  et  aux  vi- 
tesses. 

121.  Deux  points  matériels,  appartenant  à  des  corps 
qui  peuvent  être  de  nature  différente,  ont  des  masses 
égales  ou  inégales,  selon  que  des  forces  qu'on  sup- 
pose égales  leur  impriment,  dans  un  même  temps,  la 
même  vitesse  ou  des  vitesses  différentes.  Supposons , 
pour  fixer  les  idées,  que  les  forces  appliquées  à  ces 
deux  points  soient  verticales,  et  qu'après  les  avoir, 
placées  dans  les  deux  plateaux  d  une  balance ,  il  v  ait 
équilibre.  Ces  forces  seront  égales  dans  celte  hypo- 
thèse; et  cela  étant,  si  les  deux  points  sont  rendus 
entièrement  libres,  et  que  les  mêmes  forces  les  met- 
tent en  mouvement,  leurs  masses  seront  égales  ou 
inégales,  selon  qu'ils  prendront,  dans  le  premier 
instant,  des  vitesses  infiniment  petites ,  égales  ou 
inégales. 

Lorsque,  de  cette  manière,  les  masses  de  différens 
points  matériels  auront  été  reconnues  égales ,  en  les 
réunissant  on  formera  d'autres  points  dont  les  masses 
auront  entre  elles  des  rapports  quelconques.  Ainsi, 
en  appelant  ^  la  masse  de  chacun  des  points  égaux , 
m  et  m' les  masses  de  deux  autres  points  formés  de  n 
et  n'  des  premiers,  m  et  m'  seront  entre  elles  comme 
ces  nombres  n  et  n'9  et  l'on  aura 

m  =  nfJLy      m'  =  n'jt/,. 

Maintenant,  soient  u,  v  yv\  des  vitesses  infiniment 
petites ,  i  et  i  des  nombres  entiers ,  et 
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Si  deux  forces  f  et  f  impriment  aux  masses  m  et 
iri  les  vitesses  v  et  v'  dans  un  même  instant ,  je  dis 
qu'on  aura 

f  :  f1  ::  mv  :  772V. 

En  effet,  on  peut  regarder  la  force  f  comme  la 
somme  d'un  nombre  n  de  forces  égales  qui  impri- 
ment la  même  vitesse  v  à  chacun  des  n  points  égaux 
dont  m  se  compose  ;  de  sorte  qu'en  appelant  k  lune 
de  ces  forces  égales,  on  aura 

f  =  nk. 

Soit,  en  outre ,  h  la  force  qui  imprimerait  la  vitesse  u 
à  chacun  de  ces  points  égaux ,  pendant  le  même  ins- 
tant que  la  force  k  lui  imprime  la  vitesse  v.  Ces  forces 
agissant  sur  un  même  point  matériel,  seront  entre 
elles  comme  les  vitesses  u  et  v  (n°  1 16  )  ;  et,  à  cause 
de  p=  ùiy  il  en  résultera 

k  =  ïh. 
Nous  aurons  de  même 

f  =  n'k',    k'  =  m, 

en  regardant  jr  comme  la  somme  de  n'  forces  k'  ca- 
pables d'imprimer  la  vitesse  v'  à  chacun  des  points 
e'^aux  dont  se  compose  m',  et  appelant  h!  la  force  qui 
imprimerait  à  chacun  de  ces  mêmes  points  la  vi- 
tesse u.  Or,  li  et  N  étant  des  forces  capables  d'impri- 
mer dans  un  même  instant  une  même  vitesse  u  à 
deux  points  égaux  en  masse ,  savoir,  à  deux  des  points 
dont  la  masse  commune  a  été  représentée  par  ju,  ,  il 
suit  de  ce  qui  précède  qu'on  doit  avoir  hf=h.  D'après 
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les  équations  précédentes,  on  aura  alors 

f  =  irih>       f  ==  i'n'h; 

et,  en  ayant  égard  aux  valeurs  de  m,  m!,  v,  v\  il  en 
résultera  la  proportion  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 
122.  Cela  posé,  considérons  un  corps  de  grandeur 
et  de  forme  quelconques ,  dont  tous  les  points  décri- 
vent des  droites  parallèles ,  avec  une  vitesse  com- 
mune qui  peut  d'ailleurs  varier  avec  le  temps.  Parta- 
geons ce  corps  en  une  infinité  de  points  matériels 
égaux  en  masse,  tels  qu'on  vient  de  les  définir.  On 
pourra  attribuer  le  mouvement  de  tous  ces  points  à 
des  forces  qui  seront  égaies  et  parallèles  dans  toute 
l'étendue  du  mobile  ;  leur  résultante ,  pour  une  par- 
tie quelconque  de  ce  corps,  sera  égale  à  leur  somme, 
et  appliquée  au  centre  de  gravité  de  cette  même  par- 
tie. Les  forces  correspondantes  à  deux  parties  quel- 
conques seront  donc  entre  elles  comme  leurs  masses; 
par  conséquent,  si  l'on  appelle  f  la  force  totale  qui 
agit  sur  le  mobile,  m  sa  masse,  et  <p  la  force  qui  ré- 
pond à  une  partie  de  cette  masse  prise  pour  unité 
on  aura 

j  =  mtp. 

Quant  à  la  force  <p ,  elle  sera  proportionnelle  à  l'ac- 
croissement de  la  vitesse  des  points  du  mobile  pen- 
dant un  temps  infiniment  petit  ;  et  si  l'on  appelle  v 
cette  vitesse  au  bout  du  temps  t,  on  pourra  prendre 
pour  sa  mesure,  comme  dans  le  n°  118, 


i5 
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Il  en  résultera  donc 

r  dv 

f=mTt' 

pour  l'expression  de  la  force  dans  un  mouvement 
quelconque ,  en  ayant  égard  à  la  masse  du  mobile  , 
et  supposant  tous  ses  points  animés  d'une  même  vi- 
tesse. 

Cette  force  f,  qui  est  la  résultante  ou  la  somme 
des  forces  infiniment  petites  qu'on  peut  supposer  ap- 
pliquées à  tous  les  points  dont  le  corps  est  composé, 
se  nomme  force  motrice;  le  facteur  <p  de  sa  valeur  m(p 
s'appelle  force  accélératrice ,  et  n'est  autre  chose  que 
la  force  motrice  rapportée  à  l'unité  de  masse. 

La  force  motrice  se  change  en  une  pression  lorsque 
la  masse  sur  laquelle  elle  agit  est  appuyée  contre  un 
plan  fixe,  perpendiculaire  à  sa  direction.  Une  pres- 
sion et  une  force  motrice  ne  diffèrent  donc  l'une  de 
l'autre  qu'en  ce  que  les  vitesses  infiniment  petites 
qu'une  pression  tend  à  produire  sont  incessamment 
détruites  par  la  résistance  du  plan  fixe  qui  la  sup- 
porte ,  tandis  que  celles  qui  sont  effectivement  pro- 
duites pendant  chaque  instant  par  la  force  motrice 
s'accumulent  dans  le  mobile ,  et  qu'il  en  résulte  une 
vitesse  finie  après  un  temps  fini.  Deux  pressions  sont 
entre  elles  comme  les  masses  multipliées  par  les  vi- 
tesses infiniment  petites  qu'elles  tendent  à  leur  im- 
primer dans  un  même  instant ,  et  qu'elles  leur  im- 
primeraient, en  effet,  si  ces  masses  étaient  libres. 

123.  Si  le  mouvement  commun  à  tous  les  points 
d'un  mobile  est  uniformément  accéléré ,  et  qu'on  ap- 
pelle g  l'augmentation  de  vitesse  qui  a  lieu  dans 
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chaque  unité  de  temps,  on  a 

9  —  ê>    f  —  ms- 

Pour  une  autre  force  constante  f9  agissant  sur  une 
masse  m! ,  et  produisant  une  vitesse  g'  dans  l'unité 
de  temps ,  on  aura  de  même 

/'  =  m'g'- 

Or,  l'observation  a  prouvé  que  deux  corps  pesans, 
quelle  que  soit  la  différence  des  matières ,  acquiè- 
rent la  même  vitesse  en  tombant  dans  le  vide  pen- 
dant un  même  intervalle  de  temps.  Dans  le  cas  de  la 
pesanteur,  on  a  donc  g  =  gr  ;  et,  conséquemment, 
les  poids  f  et  f  de  deux  corps  quelconques  sont 
entre  eux  comme  leurs  masses  m  et  m',  ainsi  que 
nous  l'avons  supposé  dans  le  n°  60.  Le  seul  fait , 
constaté  par  une  expérience  journalière ,  que  des 
corps  hétérogènes  ont  des  poids  égaux  sous  des  vo- 
lumes différens,  ne  suffisait  pas  pour  décider  si  leurs 
masses  sont  égales  ou  inégales;  il  fallait  savoir,  de 
plus,  que  la  pesanteur  leur  imprime  le  même  mou- 
vement, pour  pouvoir  conclure,  de  l'égalité  des 
poids,  l'égalité  des  quantités  de  matière. 

Le  poids  d'un  corps  pesant  qui  tombe  dans  le  vide 
est  sa  force  motrice ,  et  la  pesanteur  est  sa  force  accé- 
lératrice. Pour  abréger ,  on  appelle  souvent  pesan- 
teur ou  gravité  la  vitesse  g ,  qui  n'est  que  la  mesure 
de  cette  force. 

124.  Si  des  forces  données  agissent  à  }a  surface  ou 
sur  d'autres  parties  d'un  corps  solide,  et  qu'il  en  ré- 
sulte pour  tous  ses  points  des  vitesses  égales  et  pa- 

i5.. 
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rallèles,il  faudra  que  ces  forces  aient  une  résultante 
unique,  qui  coïncidera,  en  grandeur  et  en  direction , 
avec  la  force  motrice ,  telle  qu'on  vient  de  la  définir, 
et  dont  on  déduira  la  force  accélératrice  en  la  divisant 
par  la  masse  entière  du  mobile. 

Supposons,  par  exemple ,  qu'un  corps  pesant  tombe 
dans  l'air ,  dans  l'eau ,  ou  dans  tout  autre  fluide ,  et 
que  sa  forme  et  sa  densité,  s'il  n'est  pas  homogène , 
soient  symétriques  autour  d'un  axe  vertical.  Il  est 
évident  que  tout  étant  semblable  autour  de  cet  axe , 
tous  les  points  du  mobile  décriront  des  droites  verti- 
cales ;  ce  qui  exige  >  puisqu'il  s'agit  d'un  corps  solide., 
qu'ils  aient  tous  la  même  vitesse  à  chaque  instant. 
La  résistance  du  milieu ,  qui  s'exerce  à  la  surface  de 
ce  corps ,  se  réduira  donc  à  une  force  dirigée  suivant 
son  axe  de  figure.  Je  désignerai  par  R  son  intensité  à 
un  instant  quelconque,  par  «\J,  la  partie  correspon- 
dante de  la  force  accélératrice  du  mobile,  et  par  m 
sa  masse  ;  on  aura  alors 

4  =  -- 

T  772 

Comme  cette  force  agit  en  sens  contraire  de  la  gra- 
vité pendant  la  chute  du  corps,  la  force  accélératrice 
totale  sera  g  —  >[/.  Si  le  mobile  était  lancé  verticale- 
ment de  bas  en  haut ,  les  deux  forces  agiraient  dans 
le  même  sens,  et  la  force  accélératrice  totale  serait 
négative  et  égale  à  —  g  —  ^. 

La  théorie  de  la  résistance  des  fluides  est  encore 
trop  peu  avancée  pour  qu'on  puisse  déterminer,  à 
priori,  la  valeur  de  R ,  laquelle  peut  dépendre  de  la 
vitesse  v  dont  le  mobile  est  animé,  de  sa  forme,  de 
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la  densité  et  de  la  nature  du  fluide.  Le  plus  commu- 
nément, on  la  suppose  proportionnelle  au  carré  de  v 
et  à  la  densité  du  fluide ,  que  je  représenterai  par  p , 
de  sorte  que  l'on  a 

<7  étant  un  coefficient  qui  ne  peut  plus  dépendre  que 
de  la  forme  et  des  dimensions  du  corps  ,  de  la  nature 
du  fluide ,  liquide  ou  aériforme  ,  et  de  sa  tempé- 
rature. 

Dans  le  cas  d'une  sphère ,  on  regarde  le  coeffi- 
cient cr  comme  proportionnel  à  sa  surface  ou  au  carré 
de  son  diamètre.  En  désignant  donc  par  r  son  rayon  , 
et  par  D  sa  densité ,  de  sorte  que  sa  masse  soit 


il  en  résultera 


772  .===  yDr3, 


4  =  -d^; 


y  désignant  un  coefficient  numérique  qui  sera  le 
même  pour  toutes  les  sphères,  et  dont  la  valeur  de- 
vra être  déterminée  par  l'expérience  pour  chaque 
nature  de  fluide.  A  cause  que  cette  quantité  <\  est  de 
la  même  nature  que  g,  il  s'ensuit  que  si  l'on  désigne 
par  k  une  vitesse  donnée  9  il  faudra  qu'on  ait 

Dr  £2 


y?  '      s  ' 


afin  que  l'expression  de  4  prenne  la  forme 

+  —  "F* 
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conformément  au  principe  de  l'homogénéité  des  quan- 
tités (n°  1 5). 

125.  Une  même  force  constante,  agissant  succes- 
sivement sur  des  masses  différentes,  produira  des 
mouvemens  uniformément  accélérés ,  dans  lesquels 
la  force  accélératrice ,  ou  l'accroissement  constant  de 
la  vitesse  dans  chaque  unité  de  temps,  sera  en  raison 
inverse  de  la  masse. 

Ainsi,  par  exemple,  f  étant  le  poids  mg  d'une 
masse  m ,  si  Ton  suspend  cette  masse  à  l'extrémité 
d'un  fîl  qui  soit  attaché  par  son  autre  bout  à  une 
autre  masse  m'  posée  sur  un  plan  horizontal ,  il  est 
évident  que  ces  deux  masses  prendront  un  même 
mouvement  uniformément  accéléré ,  et  dti  à  la  force 
motrice  f,  abstraction  faite  du  frottement  et  du  poids 
de  la  partie  verticale  du  fil.  Si  donc  on  appelle  g'  la 
force  accélératrice  de  ce  mouvement ,  on  aura 

ou ,  ce  qui  est  la  même  chose , 

g'  =  g  cos  ct7 

en  désignant  par  et  un  angle  tel  que  l'on  ait 

m  ===  {jn  +  rn!)  cos  et. 

Par  conséquent ,  le  mouvement  dont  il  s'agit  sera  le 
même  que  celui  d'un  corps  pesant  sur  un  plan  in- 
cliné, qui  fait  l'angle  a  avec  la  verticale  (n°  117). 

Tous  les  corps  étant  mobiles  et   susceptibles  de 
prendre  des  vitesses  en  raison  inverse  de  leurs  masses, 
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lorsqu'ils  sont  soumis,  pendant  un  même  temps ,  a 
l'action  d'une  même  force ,  il  s'ensuit  qu'il  n'existe 
pas  de  corps  réellement  fixes  ;  ceux  qu'on  appelle 
ainsi  sont  des  corps  qui  ont  de  très  grandes  masses 
par  rapport  à  celles  dont  dépendent  les  forces  mo- 
trices qu'on  leur  applique,  et  qui  ne  reçoivent, 
conséquemment ,  de  l'action  de  ces  forces  que  des 
vitesses  extrêmement  petites.  A  la  surface  de  la  terre, 
ce  sont  les  corps  attachés  à  cette  surface  qui  ne  font 
qu'une  seule  masse  avec  celle  du  globe  terrestre  ; 
et,  en  effet,  en  prenant  cette  masse  pour  m'  dans 
l'exemple  précédent,  on  voit  que  la  vitesse  gf  qui 
lui  sera  imprimée  dans  l'unité  de  temps ,  par  un 
poids  mg  correspondant  à  une  masse  m  de  gran- 
deur ordinaire ,  pourra  être  regardée  comme  tout-à- 
fait  insensible. 

126.  On  a  coutume  d'appeler  quantité  de  mou- 
vement d'un  corps  le  produit  de  sa  masse  par  sa  vi- 
tesse. Pour  me  conformer  à  l'usage  ,  j'emploierai  cette 
expression ,  à  laquelle  il  serait  toutefois  plus  correct 
de  substituer  celle  de  quantité  de  vitesse _,  puisque 
c'est  la  vitesse  qui  réside  dans  le  mobile ,  et  que 
le  mouvement  n'en  est  qu'un  effet  subséquent. 

Il  n'y  a  aucune  force  qui  produise  instantanément 
une  quantilé  finie  de  mouvement.  Le  choc  d'un  corps 
solide  en  mouvement  contre  un  corps  solide  en  re- 
pos imprime  à  celui-ci,  dans  un  temps  très  court, 
mais  non  pas  infiniment  petit,  une  vitesse  qui  peut 
être  quelquefois  très  grande  ;  et ,  pendant  cet  inter- 
valle de  temps,  les  deux  corps  ne  se  déplacent  pas  sen- 
siblement. Quelque  durs  qu'on  les  suppose,  ils  se  com- 
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priment  toujours  un  tant  soit  peu;  la  vitesse  passe  de 
l'un  à  l'autre  par  degrés  infiniment  petits  ;  et  si  Ton  fait 
abstraction  de  l'élasticité  de  ces  deux  corps,  leur  ac- 
tion mutuelle  cesse  dès  qu'ils  ont  des  vitesses  égales. 
Cette  communication  rapide  de  la  vitesse,  sans  dé- 
placement sensible  des  masses,  est  ce  qu'on  appelle  une 
percussion  ou  une  impulsion;  elle  équivaut,  comme 
on  voit,  à  une  force  motrice  agissant,  pendant  un 
temps  très  court,  avec  une  très  grande  intensité. 

En  considérant  ainsi  la  percussion  comme  la  somme 
des  actions  infiniment  petites  d'une  force  motrice,  on 
en  conclut  qu'elle  se  décompose  en  deux  autres  per- 
cussions ,  suivant  des  directions  données,  par  la  règle 
du  parallélogramme  des  forces ,  comme  chacune  de 
ces  actions  successives.  Si,  par  exemple,  on  exerce 
sur  la  tête  d'un  coin  une  percussion  normale  que  j'ap- 
pellerai P,  elle  se  décomposera  en  deux  autres  per- 
cussions perpendiculaires  à  ses  deux  faces;  et  si  l'on 
représente  par  Q  et  Q'  les  deux  composantes ,  par  K 
et  K'  les  longueurs  des  faces  auxquelles  elles  répon- 
dent, et  par  H  celle  de  la  tête  du  coin,  il  est  aisé  de 
voir  qu'on  aura,  d'après  la  règle  citée, 

Q  :  P  ::  K  :  H, 
Q'  :  P  ::  K'  :  Hf 


d'où  l'on  tire 


^  —  h  >     y-       h 


Ainsi ,  en  supposant  que  cette  percussion  P  provienne 
d'une  masse  m  qui  vient  frapper  la  tête  du  coin  avec 
une  vitesse  a?  ses  deux  faces,  ou  plutôt  les  obstacles 
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fixes  contre  lesquels  elles  s'appuient,  seront  dans  le 
même  cas  que  s'ils  étaient  frappés  normalement 
par  la  même  masse  m,  animée  de  vitesses  propor- 

tionnelles  à  leurs  longueurs,  et  exprimées  par  -^ 

et  ir. 

127.  Si  un  corps  solide  en  repos  est  frappé  à  la 
fois,  en  sens  opposés,  par  deux  autres  corps  dont  les 
masses  sont  m  et  m! 9  et  les  vitesses  v  et  v' ;  que  ces 
trois  corps  soient  symétriques  autour  d'un  même 
axe  quant  à  leur  forme  et  quant  à  leur  densité ,  et 
que  tous  les  points  des  deux  derniers  se  meuvent  pa- 
rallèlement à  cette  droite,  leurs  percussions  sur  le 
corps  intermédiaire  se  feront  équilibre ,  lorsque  les 
quantités  de  mouvement  mv  et  m V  seront  égales , 
c'est-à-dire  que  ces  quantités  de  mouvement  passe- 
ront, pendant  un  temps  très  court,  dans  le  corps  in- 
termédiaire ,  et  s'y  détruiront  sans  que  ce  corps  soit 
déplacé  d'une  manière  sensible. 

L'équilibre  aura  lieu  également  si  Ton  supprime 
le  corps  intermédiaire,  et  que  la  communication  de 
la  vitesse  se  fasse  immédiatement  entre  les  deux  au- 
tres corps.  Ainsi,  deux  corps  solides  qui  vont  au-de- 
vant l'un  de  l'autre  se  réduisent  au  repos ,  abstrac- 
tion faite  de  l'élasticité,  lorsqu'ils  viennent  à  se  cho- 
quer ,  et  que  leurs  masses  sont  en  raison  inverse  de 
leurs  vitesses;  et,  réciproquement,  les  produits  des 
masses  et  des  vitesses  sont  égaux  quand  il  y  a  équi- 
libre dans  le  choc  de  deux  corps  solides.  On  suppose 
ici,  comme  on  vient  de  le  dire,  les  deux  mobiles 
symétriques  autour  d'une  même  droite,  et  les  vitesses 
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de  tous  leurs  points  parallèles  à  cette  droite,  laquelle 
est  celle  qui  passe  par  les  centres  de  gravité  des  deux 
masses.  La  condition  d'équilibre  dans  le  choc  de  ces 
corps  est  donc  l'égalité  de  leurs  quantités  de  mouve- 
ment, ou  l'équation 


mv  =  m'v' 


m  et  m'  étant  leurs  masses,  et  v  et  v'  leurs  vitesses. 
Nous  déterminerons  par  la  suite  les  mouvemens  qui 
auront  lieu  après  le  choc,  quand  ces  conditions  rela- 
tives aux  grandeurs  et  à  la  direction  des  vitesses,  et 
à  la  forme  des  mobiles,  ne  seront  pas  remplies,  ou 
bien  quand  on  aura  égard  à  leur  élasticité. 

Il  résulte  de  cette  loi  de  l'équilibre  dans  le  choc 
que  la  percussion  fournirait  le  moyen  le  plus  direct 
de  mesurer  la  masse  des  corps.  On  imprimerait  une 
vitesse  connue  a  à  tous  les  points  d'un  corps  dont  la 
masse  serait  prise  pour  unité  ;  et  si  l'on  pouvait  dé- 
terminer exactement  la  vitesse  v  dont  tous  les  points 
d'un  autre  corps  devraient  être  animés  ,  pour  qu'il 
fît  équilibre  au  premier,  en  le  choquant  en  sens  con- 
traire de  son  mouvement,  la  masse  de  ce  second 
corps  aurait  alors  pour  valeur  numérique  le  rap- 
port -;  mais  il  est  inutile  de  dire  que  ce  moyen  est 

impraticable,  et  que  c'est  toujours  aux  poids  des 
corps  qu'il  faut  recourir  pour  mesurer  leurs  masses. 

Il  s'ensuit  aussi  que  deux  percussions,  exercées  sur 
un  corps  solide,  devront  être  regardées  comme  équi- 
valentes, lorsqu'elles  répondront  à  des  quantités  égales 
de   mouvement;  en  sorte  que,  dans  l'exemple  du 
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numéro  précédent ,  la  tête  et  les  deux  faces  du  coin 
éprouveront  les  mêmes  effets,  ou  seront  frappées  avec 
la  même  énergie ,  si  la  masse  m  et  la  vitesse  a  sont 
remplacées  par  une  masse  m'  et  une  vitesse  a',  telles 
que  Ton  ait  ma  5=  m'ar. 

128.  Lorsque  deux  percussions,  provenant  de  vi- 
tesses en  raison  inverse  des  masses,  seront  exercées 
simultanément  sur  les  deux  plateaux  dune  balance  , 
il  y  aura  équilibre;  la  balance  remplaçant  ici  le  corps 
intermédiaire  que  nous  avons  considéré  dans  le  nu- 
méro précédent.  Ce  cas  sera ,  par  exemple,  celui  de 
deux  corps  pesans ,  dont  les  masses  sont  m  et  m',  et 
qui  tombent  au  même  instant  sur  ces  deux  plateaux , 
après  avoir  acquis  des  vitesses  v  et  /,  telles  que  Ton 


ait  mv  =  jnfvf. 


Si  la  masse  m  est  en  repos  dans  l'un  des  deux  pla- 
teaux, son  poids  y  exercera  une  pression  qui  sera 
généralement  vaincue  par  la  percussion  de  l'autre 
masse  ;  mais  il  n'est  point  exact  de  dire,  comme  on 
le  fait  ordinairement,  que  cela  aura  toujours  lieu, 
quelque  grande  que  soit  la  pression  dans  son  es- 
pèce, et  quelque  petite  que  soit  la  percussion  dans 
la  sienne. 

En  effet,  on  peut  remplacer  la  percussion  de  m! 
par  une  force  motrice  agissant  sur  Fun  des  deux 
plateaux  sans  le  déplacer  sensiblement,  pendant  un 
temps  très  court  que  je  représenterai  par  r.  En  dé- 
signant par  m'udt  la  quantité  infiniment  petite  de  vi- 
tesse dont  cette  force  variable  est  capable  pendant 

l'instant  dt}  le  produit  m!  I  *  udt  sera  la  quantité 
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de  vitesse  qu'elle  communiquera  à  la  balance  pendant 
le  temps  r.  Pendant  ce  même  temps,  le  poids  de  m 
produira  une  quantité  de  mouvement  exprimée  par 
mgr ,  en  représentant  par  g  la  gravité.  Pour  qu'il  y 
ait  équilibre  dans  le  système,  il  faudra  donc  que  l'in- 
tégrale   /     udt  soit  toute  la  vitesse  v1  dont  la  masse 

m!  est  animée  à  l'instant  où  la  percussion  commence, 
de  sorte  qu'il  ne  lui  reste  plus  aucun  degré  de  vi- 
tesse quand  le  choc  est  fini;  et,  cela  étant ,  il  suffira 

que  les  quantités  de  mouvement  mgr  et  m'  I     udt  f 

imprimées  en  sens  contraire  à  la  balance  pendant,  la 
durée  du  choc,  soient  égales  entre  elles.  La  condi- 
tion de  cet  équilibre  sera  donc  exprimée  par  l'é- 
quation 

m!vf  =  mgr  ; 

et  selon  qu'on  aura ,  au  contraire ,  m!vr  >  mgr  ou 
??zV  <  mgr>  ce  sera  la  percussion  qui  l'emportera 
sur  la  pression,  ou  la  pression  sur  la  percussion. 
Or,  quoique  le  temps  r  soit  extrêmement  petit,  ce 
dernier  cas  est  possible,  en  supposant  la  masse  m 
suffisamment  grande  à  l'égard  de  m'  :  pour  qu'il  fût 
impossible,  il  faudrait  que  la  durée  de  la  percus- 
sion fût  infiniment  petite  ;  ce  qui  n'a  pas  lieu  dans 
la  nature. 

La  Dynamique  sera  une  application  continuelle 
des  principes  que  nous  avons  exposés  en  détail  dans 
ce  chapitre,  et  dont  il  est  nécessaire  de  se  former 
une  idée  précise ,  avant  d'essayer  de  résoudre  les  di£? 
férens  problèmes  relatifs  au  mouvement  des  corps. 
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CHAPITRE  IL 

EXEMPLES  DU  MOUVEMENT  RECTILÏGNE. 

129.  Diaprés  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n°  119,  les 
équations  du  mouvement  rectiiigne  d'un  point  maté- 
riel sont  celles-ci  : 

ds  dv  d2x  ,   N 

dont  la  dernière  est  une  suite  des  deux  autres ,  et 
dans  lesquelles  on  a  désigné,  au  bout  d'un  temps 
quelconque  t ,  par  x  la  distance  du  mobile  à  un  point 
fixe  de  la  droite  qu'il  décrit,  par  v  sa  vitesse  acquise, 
et  par  <p  la  force  qui  le  sollicite  ;  <p  étant  une  quantité 
positive  ou  négative,  selon  que  cette  force  agira  dans 
le  sens  ou  en  sens  contraire  de  la  vitesse  v.  Ces 
équations  s'appliqueront  non-seulement  à  un  point 
matériel  isolé ,  mais  aussi  à  un  corps  solide  de  gran- 
deur quelconque,  dont  tous  les  points  décriront  des 
droites  parallèles,  et  auront,  par  conséquent,  un 
mouvement  commun  :  <p  sera  alors  la  force  accélé- 
ratrice, égale  à  la  force  motrice  divisée  par  la  masse 
du  mobile. 

La  valeur  de  <p  sera  donnée  dans  chaque  problème; 
et  la  question  consistera  à  en  déduire ,  par  l'intégra- 
tion ,  les  expressions  de  v  et  x  en  fonctions  de  t.  Elles 
contiendront  deux  constantes  arbitraires ,  dont  on  dé- 
terminera les  valeurs  d'après  celles  de  x  et  p  à  l'ori- 
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gine  du  mouvement,  qui  devront  être  données  dans 
chaque  exemple.  Dorénavant,  nous  supposerons  tou- 
jours que  Ton  compte  le  temps  t  à  partir  de  cette 
origine  ;  en  sorte  que  les  valeurs  données  de  oc  et  v 
répondront  à  £=o. 

L'intégration  ne  sera  généralement  possible  sous 
forme  finie,  que  quand  <p  ne  dépendra,  comme  nous 
le  supposerons  dans  les  exemples  suivans,  que  d'une 
seule  des  quantités  t,  v,  x.  Lorsque  la  valeur  donnée, 
de  <p  les  contiendra  toutes  trois,  ou  deux  seulement, 
les  valeurs  de  oc  et  s>  ne  pourront  s'exprimer  que  par 
les  séries. 

i3o.  Supposons  d'abord  que  la  force  <p  soit  cons- 
tante ,  et  qu'il  s'agisse ,  par  exemple  ,  du  mouve- 
ment vertical  d'un  corps  qui  tombe  dans  le  vide  en 
vertu  de  la  pesanteur. 

En  désignant  cette  force  par  g,  nous  aurons 

à?x  _ 

d'où  l'on  tire 

v  =  gt,     x  =  \gt% 

et,  par  conséquent, 

0*  =    2gX, 

en  supposant  que  la  distance  x  soit  comptée  du  point 
d.e  départ  du  mobile,  et  que  la  vitesse  initiale  soit 
nulle,  de  sorte  qu'on  ait  xz=o  et  y=o,  quand 
t  =  o. 

Si  Ton  appelle  a  la  vitesse  acquise  en  tombant 
d'une  hauteur  h,  on  aura 
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a  =  s/zgh  ; 

ce  qui  fournit  une  expression  commode  d'une  vi- 
tesse quelconque,  au  moyen  de  la  hauteur  d'où 
un  corps  pesant  devrait  tomber  pour  l'acquérir ,  et 
de  la  vitesse  constante  g.  Le  temps  de  la  chute  de 
cette  hauteur  h  étant  représenté  par  6,  on  aura 
aussi 

g       v   g  °         *g 

Si  le  corps  est  lancé  verticalement  de  bas  en  haut, 
l'équation  de  son  mouvement  dans  le  vide  sera 

dzx 

IF  ~~         #' 

g  étant  la  même  vitesse  constante  que  dans  le  cas 
précédent ,  parce  que  l'on  suppose  l'action  de  la 
pesanteur  sur  les  corps  en  mouvement ,  indépen- 
dante du  sens  dans  lequel  ils  se  meuvent,  aussi  bien 
que  de  la  grandeur  de  leur  vitesse.  En  supposant  que 
a  soit  la  vitesse  initiale ,  on  en  déduira 

v  ■=  a  —  gi  9     œ  =  at  —  \  gt* , 

pour  la  vitesse  et  l'espace  parcouru  à  un  instant 
quelconque.  Il  est  évident  que  le  mobile  s'élèvera 
jusqu'à  ce  que  cette  vitesse  soit  nulle.  Si  donc  on 
appelle  6'  le  temps  de  son  élévation ,  et  h'  la  hauteur 
à  laquelle  il  parviendra,  on  aura 

g  *g 

et  comme  ces  valeurs  coïncident  avec  celles  de  6  et  h 
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du  cas  précédent ,  on  en  conclut  qu'un  corps  pesant , 
lancé  de  bas  en  haut  avec  une  vitesse  a  ,  s'élève  dans 
le  vide  à  la  hauteur  d'où  il  devrait  tomber  pour 
acquérir  cette  même  vitesse,  et  que  le  temps  de 
son  élévation  est  le  même  que  celui  de  sa  chute. 

Communément  on  appelle  h  la  hauteur  due  à  la 
vitesse  a,  et ,  réciproquement,  a  la  vitesse  due  à  ]a 
hauteur  h. 

i3i.  Soit  que  le  mobile  monte  ou  descende,  il 
suffira,  pour  former  les  équations  de  son  mouve- 
ment sur  un  plan  incliné  ,  de  mettre  dans  les  pré- 
cédentes g  cos  et  à  la  place  de  g,  en  désignant, 
comme  dans  le  n°  117,  par  et  le  complément  de 
l'inclinaison  du  plan  donné  sur  un  plan  horizontal. 

Dans  le  cas  de  la  chute  9  on  aura  donc 

v  =  gt  cos  et  ,      X  =  \  gt*  COS  CL  ,      V*  =  2gOC  cos  et  ; 

mais  en  appelant  l  la  longueur  du  plan  incliné ,  et  h 
sa  hauteur  ,  on  a 

h  =  Icoset  ; 

si  donc  on  indique  par  k  la  vitesse  acquise  par  le 
mobile,  quand  il  aura  parcouru  toute  cette  longueur, 
on  aura 

k%  =  2gl  cos  et  ===  2gh; 

ce  qui  montre  que  cette  vitesse  k  est  la  même  que  si 
le  mobile  fût  tombé  par  la  verticale  h. 

Soit  ABC  (  fig.  34  )  la  circonférence  d'un  cercle 
dont  le  plan  est  vertical.  Supposons  que  ÀB  repré- 
sente son  diamètre  vertical,  et  cherchons,  d'après 
les  équations  précédentes  ,  le  temps  qu'un  point  ma- 
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lériel  pesant  emploiera  à  parcourir  îa  corde  AC,  abou- 
tissante à  l'extrémité  supérieure  de  ce  diamètre.  En 
abaissant  du  point  C  la  perpendiculaire  CD  sur  AB  , 
on  aura,  dans  ce  cas, 

AC  =  Z,     AB  =  k; 

mais  si  l'on  désigne  par  ô  le  temps  demandé  ,  on 


aura 


l  =  4^0*  cos  et  z=z 


#0** 


»&  il    > 

d'après  une  propriété  connue  du  cercle,  on  a  d'ail- 
leurs 

l*  =  hb, 

en  appelant  b  le  diamètre  AB  ;  d'où  l'on  conclut 

Or ,  ce  temps  est  le  même  que  celui  de  la  chute  par 
une  hauteur  verticale  b  ;  il  en  résulte  donc  que  la 
corde  AC  sera  parcourue  dans  le  même  temps  que 
le  diamètre  AB. 

On  trouvera  le  même  résultat ,  en  considérant  le 
mouvement  sur  la  corde  CB  qui  aboutit  à  l'extré- 
mité inférieure  de  AB,  et  sera  aussi  parcourue  dans 
le  même  temps  que  ce  diamètre  vertical. 

Ce  théorème ,  indépendant  de  la  longueur  de  la 
corde  parcourue,  subsistera  encore  lorsqu'elle  devien- 
dra infiniment  petite  ;  ce  qui  tient  à  ce  qu'en  même 
temps  la  composante  de  la  gravité ,  qui  agit  suivant 
cette  longueur ,  ne  sera  plus  une  quantité  finie. 

i32.  Considérons  actuellement  le  mouvement  d'un 
i*  1.6 
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corps  solide  pesant  qui  tombe  ou  qui  est  lance  de 

bas  en  haut  dans  un  milieu  résistant ,  et  dont  tous 

les  points  décrivent  des  droites  verticales.  Pour  que 

la  force  accélératrice  ne  dépende  que  de  la  vitesse  \ 

nous  supposerons  que  le  milieu  ait  partout  la  même 

densité. 

Dans  le  cas  de  la  chute,  on  aura 

en  supposant  la  résistance  proportionnelle  au  carré 
de  la  vitesse  (  n°  124  )  ,  et  désignant  par  k  une  vitesse 
constante  et  donnée.  Cette  valeur  de  (pétant  une  fonc- 
tion de  v ,  il  faudra  faire  usage  de  la  seconde  équa- 
tion (1),  et  l'on  en  déduira 

,    __        k*dv  k  (    dv  dv    \ 

En  intégrant  et  supposant  nulle  la  vitesse  initiale,  de 
sorte  qu'on  ait  v  =  o  quand  t  =  o,  il  en  résulte 

1  7   ,       k  -j-  v 
8*  =  3  *  loS  T=-  > 

et  ?  réciproquement , 


k  —  v                  k 
k  +  i> ~6           > 

d'où  l'on  tire 

v 

k  -  ,            h 
e     -f-  e 

(?) 
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Je  désigne  ici  par  e  la  hase  des  logarithmes  népé- 
riens, et  par  log  un  logarithme  de  celte  espèce.  Il 
en  sera  de  même  dans  toute  la  suite  de  cet  ouvrage; 
ce  qui  n'empêchera  pas  d'employer  quelquefois  la 
lettre  e  à  représenter  d'autres  quantités ,  dans  des 
formules  où  la  base  de  ces  logarithmes  n'entrera  pas. 
Elle  a  pour  valeur  approchée 

e  =  2,7182818  ; 

et  celle  du  module  constant  par  lequel  il  faut  multi- 
plier le  logarithme  népérien  d'un  nombre  quelconque, 
pour  en  déduire  le  logarithme  ordinaire  de  ce  nombre, 
est 

0,4542945. 

A  cause  de  dx  =  vdt ,  on  aura 

x  =  —  log  -  V  e 

en  intégrant  et  supposant  x  =  o  quand  t 
aussi 

et,  par  conséquent , 

^~ç^g^dzi?>      (4) 

pour  la  valeur  de  x  en  fonction  de  v. 

i33.  Ces  formules  renferment  la  solution  com- 
plète du  problème.  On  en  déduit  cette  conséquence, 
que  le  temps  augmentant  sans  cesse,  le  mouvement 

16.. 
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approche  de  plus  en  plus  de  l'uniformité  ,  et  qui! 
est  sensiblement  uniforme  quand  la  vitesse  gt,  pro- 
duite par  la  pesanteur,  est  devenue  très  grande  par 
rapport  à  k.  En  effet,  en  négligeant  alors  l'exponen- 

tielle  e    k ,  qui  est  une  très  petite  fraction,  on  a 

k* 

v  =  k,      <P  =  o,      oc  =  kt—  -log  2. 

La  résistance  du  fluide  étant  une  force  qui  s'exerce 
à  la  surface  du  mobile,  la  force  motrice  qui  en  ré- 
sulte est  indépendante  de  la  masse ,  et  serait  la  même, 
soit  que  le  mobile  fût  formé  d'une  matière  très  dense, 
soit  qu'on  enlevât  la  matière  intérieure,  et  qu'on  le 
réduisît  à  une  enveloppe  très  mince.  Or,  la  force 
accélératrice  se  déduisant  de  la  force  motrice,  en 
la  divisant  par  la  masse  du  corps,  il  s'ensuit  que 
la  première  de  ces  deux  forces  sera,  toutes  choses 
d'ailleurs  égaies,  en  raison  inverse  de  cette  masse, 
et,  par  conséquent,  k  en  raison  directe  de  sa  ra- 
cine carrée.  C'est  pour  cela  que  le  mouvement 
final,  dans  un  milieu  résistant,  est  le  plus  rapide 
pour  le  corps  pesant  dont  la  densité  est  la  plus 
grande  ;  la  forme  et  l'étendue  de  la  surface  restant 
les  mêmes. 

Quand  la  densité  du  milieu  est  très  faible  par  rap- 
port à  celle  du  mobile ,  la  quantité  k  est  très  gi^ande  ; 
et  ce  n'est  qu'après  un  temps  très  long  que  le  mou- 
vement peut  approcher  de  l'uniformité.  Tant  que  la 
vitesse  gt  n'est  pas  devenue  très  considérable,  on  a, 
en  séries  convergentes , 
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,  a  \  e     —  e       /  —  k  -f  yp  -T  Ll<-> 
l(ef+e-ï)=H-Sl+-gJ4  +  etc, 

log  i(  fi  +  e~ *3  =  C|  -  ^|  +  etc.,. 
et  les  formules  (2)  et  (3)  deviennent 


§ 


£4 


Elles  se  réduisent,  comme  cela  doit  être,  à  celles  du 
mouvement  uniformément  accéléré,  lorsque  la  den- 
sité du  milieu  est  tout-à-fait  nulle,  ce  qui  rend  la 
quantité  k  infinie. 

i34«  Dans  le  cas  où  le  mobile  est  lancé  de  bas  en 
haut ,  on  a 

Si  sa  surface  supérieure  est  la  même  que  sa  surface  in- 
férieure, la  constante  k  sera  aussi  la  même  que  dans 
le  cas  de  la  chute;  mais  si  ces  deux  portions  de  sur- 
face sont  différentes,  les  valeurs  de  k  le  seront  éga- 
lement; et,  par  exemple,  s'il  s'agit  d'un  cône  dont  la 
base  soit  horizontale,  la  quantité  k  sera  beaucoup 
plus  grande  ou  beaucoup  plus  petite  dans  son  mou- 
vement ascensionnel  que  dans  sa  chute,  selon  que  son 
sommet  sera  situé  au-dessus  ou  au-dessous  de  sa  base. 
Pour  fixer  les  idées,  je  supposerai  qu°  le  mobile  soit 
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une  sphère  homogène;  en  appelant  rson  rayon,  D  sa 

densité  et  p  celle  du  milieu,  on  aura  alors  (n°  124) 

*•  =  % 

y? 

y  étant  une  constante  qui  ne  peut  plus  dépendre  que 
de  la  nature  du  milieu ,  liquide  ou  fluide  aériforme, 
et  de  sa  température. 

En  substituant  cette  valeur  de  <p  dans  la  seconde 
équation  (1),  on  aura 

kdv  gdt 

le  +  v*  ~F  ? 

et  en  intégrant  et  désignant  par  a  la  vitesse  initiale 
du  mobile,  il  en  résulte 

arc  f  tang  =  j-  J  =  arc  f  tang  =  7-)  —  f> 

La  valeur  de  v  qu'on  en  déduit  peut  facilement  s'é- 
crire sous  la  forme  : 

k  (a cos  ^r  —  k  sin ¥-  J 

Cri  fft 

a  sin  2-  -)-  k  cos  ^ 

En  multipliant  par  dt  et  intégrant  de  nouveau,  de 
manière  qu'on  ait  «r  =  o  quand  t  =  o  ?  on  en  conclut 

x==yloHismT+cosi> 

On  aura  aussi 


k^vdv 
k"  -f-  i 


,** 
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et,  par  conséquent, 

Àa  ,        te  -f~  «a 


x 


=  W2  lo8  F 


2g-  O    £a  ~f-    Ua 

Si  l'on  fait  -7-=a,  et  que  l'on  suppose  ensuite  a, =o, 

pour  appliquer  ces  formules  au  cas  du  vide,  elles  se 

présentent  sous  la  forme  -;  et,  par  la  règle  ordinaire, 

on  trouve,  comme  cela  doit  être, 

v  •=  a — gt,       x=at — i  gt*  ; 

résultat  qu'on  obtient  aussi  par  le  développement  en 
série,  comme  dans  le  numéro  précédent. 

i55.  Appelons  A  la  plus  grande  hauteur  à  laquelle 
le  mobile  parviendra,  et  qui  répond  à  y  =  o;  nous 


aurons 


te  ,        te  -\-  a? 
h  =  —  lor 


ig       9         te 

Soit  aussi  8j  le  temps  qu'il  emploiera  pour  y  parvenir; 
sa  valeur  sera 

6.  =  -  arc  (tang  =  0 

Parvenu  à  cette  hauteur,  le  mobile  retombera,  et 
son  mouvement  sera  exprimé  par  les  formules  du 
n°  i32.  Si  l'on  représente  par  a!  sa  vitesse,  lorsqu'il 
sera  retombé  de  toute  cette  hauteur  h,  on  aura,  d'a- 
près l'équation  (4) , 

À*a                  te 
hz=z  —  lo£  r- ra  ,* 

en  égalant  cette  valeur  de  h  à  la  précédente,  on  a 

k2__  te  -f-  a? 

te  — "ô7*  ~T2"     " 
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et,  par  conséquent, 

à1 te 
si  a    : • 

a      —  a*  +  k*' 

d'où  l'on  conclut  a'  <^a;  en  sorte  que  la  vitesse  du 
mobile,  quand  il  sera  revenu  à  son  point  de  départ, 
se  trouvera  moindre  que  sa  vitesse  initiale. 

Soit  aussi  6'  le  temps  de  la  chute  totale,  lequel  ré- 
pondra à  vz=.d .  On  aura 

g'  —   L  log  hr±^„ 
zg      a   h  —  a 

ou  bien ,  en  mettant  pour  a'  sa  valeur, 

A/  *    i      *  V<*  +  te  +  a 

ïï  =  —  loe      ._  ' — ; 

valeur  différente  de  celle  du  temps  0,  de  l'élévation. 

En  multipliant  par  \/a*  -f-  k*  —  a,  le  numérateur 
et  le  dénominateur  de  la  fraction  comprise  sous  le  lo- 
garithme, on  aura,  plus  simplement, 

8*  =  -  log 


$      &    \/a*  +  te  —  a 

et  si  l'on  appelle  8  le  temps  total  8'  +  8,  de  l'allée  et 
du  retour  du  projectile,  on  en  conclura 


arc  (tang  =  r-  )  +  lo 


k 

or 


gê  _ 

Si  le  mobile  est  un  boulet  lancé  dans  l'air  par  un 
canon  vertical,  on  pourra,  malgré  la  rapidité  de  ce 
mouvement,  mesurer  le  temps  6  avec  quelque  préci- 
sion; et  si  Ton  connaît,  en  outre,  la  vitesse  de  pro*- 
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jection  a ,  l'équation  précédente  servira  à  déterminer 
la  valeur  de  k,  relative  au  rayon  r  du  boulet.  En  dé- 
signant par  k1  ce  que  devient  k  par  rapport  à  un 
autre  boulet  de  la  même  matière  et  d'un  rayon  r ,  on 
aura 

d'après  l'expression  de  k*  du  numéro  précédent. 

i56.  Dans  le  cas  où  Ton  fait  abstraction  de  la  pe- 
santeur, et  où  Ton  suppose  la  résistance  du  milieu 
proportionnelle  à  une  puissance  de  la  vitesse  dont 
l'exposant  est  moindre  que  l'unité,  la  solution  du  pro- 
blème présente  une  singularité  qui  mérite  d'être  re- 
marquée. 

Supposons  qu'on  ait,  par  exemple, 


0 


—     2§Vk; 


g  et  k  étant  toujours  la  gravité  et  une  vitesse  cons- 
tante et  donnée.  L'équation  du  mouvement  sera 

dv  !  v 

en  en  tirant  la  valeur  de  gdt,  intégrant  et  désignant 
par  a  la  vitesse  initiale ,  il  vient 

gt  ==  Vk  {\fa  —  vff )  i 
et,  par  conséquent, 

En  multipliant  par  dt ,  et  intégrant  de  nouveau,  de 


25o  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE. 

sorte  qu'on  ait  x  =  o  quand  t  =  o ,  on  trouve 

pour  l'espace  parcouru  à  un  instant  quelconque. 

D'après  la  valeur  de  v ,  la  vitesse  diminue  depuis 
l'origine  du  mouvement  jusqu'à  l'instant  qui  répond 

à  £=  — ;  à  cet  instant,  la  vitesse  est  nulle:  au- 
-- 
delà, le  mouvement  continue  dans  le  même  sens 
qu'auparavant,  et  la  vitesse  augmente  indéfiniment. 
Mais  la  vitesse  étant  nulle  à  un  certain  instant,  la 
force  accélératrice  est  nulle  en  même  temps  ;  par 
conséquent,  le  mobile  doit  s'arrêter  à  cet  instant  et 
demeurer  en  repos.  Or,  il  faut  remarquer  que  l'é- 
quation du  mouvement  admet  une  solution  parti- 
culière v  =  o  ;  en  sorte  que  sa  solution  complète  est 
l'ensemble  de  son  intégrale  et  de  cette  équation  v=:o; 
il   s'ensuit  donc  que  le  problème  est  résolu  depuis 

\/~ak 
t  =  o  jusqu'à  t  = ,    par  l'intégrale  de  Féqua- 

s 

tion  du  mouvement,  et  au-delà  de  cette  valeur  de  t, 
par  la  solution  particulière.  Pendant  le  premier  in- 
tervalle de  temps,  le  mobile  décrit,  d'un  mouve- 
ment continuellement  retardé,    une    ligne   égale   à 

—7; ,  à  l'extrémité  de  laquelle  il  s'arrête  et  demeure 

3g-  n 

en  repos. 

Cet  exemple,  purement  hypothétique,  suffit  pour 
montrer  la  nécessité  d'avoir  égard  aux  solutions  par- 
ticulières des  équations  différentielles  du  mouvement, 
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s'il  en  existait;  ce  qui  n'arrive  pas  réellement,  d  après 
les  expressions  des  forces  en  fonctions  de  la  vitesse 
acquise  et  de  l'espace  parcouru ,  qui  ont  lieu  dans  la 
nature. 

137.  Donnons  maintenant  des  exemples  de  mou- 
vemens  dans  lesquels  la  force  accélératrice  variera 
avec  l'espace  parcouru. 

Le  cas  le  plus  simple  a  lieu,  lorsqu'il  s  agit  d'un 
point  matériel  attiré  vers  un  centre  fixe,  en  raison 
directe  de  la  distance  à  ce  point,  que  Ton  suppose 
situé  sur  la  droite  que  ce  mobile  décrit.  Au  bout  du 
temps  t,  soit  z  cette  distance  ;  à  une  distance  donnée  a, 
supposons  que  la  force  accélératrice  soit  égale  à  la 
gravité  g;  on  aura,  d'après  îa  loi  donnée, 

pour  sa  valeur  à  un  instant  quelconque.  Si  x  est  l'es- 
pace parcouru  au  même  instant,  et  que  le  mobile 
soit  parti  du  point  situé  à  une  distance  c  du  centre 
d'attraction,  en  se  dirigeant  vers  ce  centre,  on  aura 

aussi 

dz 
9  dt' 

et  la  troisième  équation  (1)  deviendra 

de  ~        a2" 
Son  intégrale  complète  est 

.  z  =  A  cos  t  y£  +  B  sin  t  \J *L . 
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A  et  B  désignant  les  deux  constantes  arbitraires.  En 
supposant  nulle  la  vitesse  initiale  du  mobile,  on  aura 
à  la  fois 

dz 


t       =       O,                      Z      ===       Cy 

Tt   =  °' 

d'où  Ton  conclut 

A  =  c,       B 

=  o, 

et,  par  conséquent, 

1 — 

z  =  c  cos  t  \ 

A. 

Cette  formule  montre  que  la  distance  z  sera  nulle 
ou  que  le  mobile  atteindra  le  centre  d'attraction ,  au 
bout  d'un  temps  indépendant  de  la  distance  c  de  son 

point  de  départ,  et  égal  à  -it  \J  -  :  il  fera  ensuite, 

2  V     g 

de  part  et  d'autre  de  ce  centre,  des  oscillations  dont 
l'amplitude  et  la  durée  constantes  seront,  cette  dis- 
tance c  et  ce  temps  -  tt*  \l  -. 

i38.  Pour  un  autre  exemple  ,  considérons  le  mou- 
vement d'un  corps  pesant  dans  le  vide;  nous  suppo- 
sons qu'il  tombe  d'une  assez  grande  hauteur  pour 
qu'on  doive  avoir  égard ,  pendant  sa  chute  ,  à  la 
variation  de  la  pesanteur. 

Soient  BAE  (fîg.  55)  un  grand  cercle  vertical  de 
la  terre,  D  le  point  de  départ  du  mobile  dans  ce 
plan,  M  sa  position  au  bout  du  temps  t,  sur  la  droite 
DC  qui  aboutit  au  centre  C  de  la  terre ,  et  rencontre 
en  A  sa  surface.  Appelons  r  son  rayon  CA ,  h  la  hau- 
teur AD,  «r  l'espace  DM  parcouru  par  le  mobile,  z  sa. 
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distance  CM  au  centre  C;  en  sorte  qu'on  ait 

z  =  r  +  h  —  x. 

La  force  accélératrice  <p  sera  la  pesanteur  au  point  M; 
en  la  désignant  toujours  par  g  à  la  surface  de  la  terre, 
c'est-à-dire,  au  point  À ,  et  supposant  que  son  inten- 
sité varie  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  au 
centre  C,  on  aura  donc 

<p  :  g   ::   ra  :  z*; 
d'où  l'on  tire 

^        IF  ' 

au  moyen  de  quoi  la  troisième  équation  (i)  de- 
viendra 

d2x  gr2 

~dF  (r-i-h  —  x)*' 

Je  multiplie  ses  deux  membres  par  2dœ;  j'intègre 
ensuite;  puis  je  détermine    la   constante    arbitraire 

de  manière  qu'on  ait  -g  =  o,  quand  t=  o;  il  vient 


dx" 

HT* 


—  28r\r  +  h  —  X         r  +  k)> 


ce  qui  fera  connaître  la  vitesse  acquise  par  le  mobile, 
à  une  distance  quelconque  x  de  son  point  de  départ. 
Au  point  A,  où  Ton  a  x  =Zî,  cette  vitesse  sera 


Sjigh  \/ 


r+h1 

et,  par  conséquent,  moindre,  comme  cela  devait 
être,  que  si  la  gravité  avait,  dans  toute  la  hauteur  h, 
la  même  intensité  qu'à  la  surface. 
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L'équation  précédente  donne 

.  /jgr?    ^  (r  -f  h  —  g  cfo 

Or,  en  comparant  cette  équation  différentielle  à  l'é- 
quation (a)  du  n°  75,  on  voit  que  si  l'on  construit 
une  demi  -  cycloïde  DOC,  qui  ait  son  sommet  au 
point  D  et  son  origine  au  point  0 ,  situé  sur  la  per- 
pendiculaire CO  à  la  droite  CD ,  et  dont  le  cercle  gé- 
nérateur ait  pour  diamètre  cette  droite  CD  égaie  à 
r+  A;  que  l'on  mène  ensuite  par  le  point  M  une 
perpendiculaire  MN  à  la  droite  DC,  qui  rencontre  la 
cycloïde  au  point  N,  on  aura 


MN 


w 


r+h9 


en  sorte  que  l'ordonnée  MN  du  point  N  fera  connaître 
le  temps  t,  employé  à  parcourir  l'abscisse  DM,  et  ré- 
ciproquement. Sous  forme  finie,  on  aura 

'  \Zt+P  =  V<r+k)x-*-+\  (r  +  h)  arc(cos = g*t=^ ) 

en  intégrant,  et  en  observant  que  «rzzzo  quand  £==o. 
Lorsque  la  hauteur  h  et,  conséquemment ,  la  dis- 
tance œ ,  seront  très  petites  par  rapport  à  r,  cette  for- 
mule devra  différer  très  peu  de  celle  qui  répond  à  la 
pesanteur  constante.  En  effet,  on  a 

arc  («>s  ==  -7+I-)  =  arc  Csm  = 7+h. )' 

le  sinus  étant  très  petit,  on  peut  le  prendre  à  la  place 
de  l'arc  5  ce  qui  rend  d'abord  le  second  terme  de  Ja 
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formule  précédente  égal  au  premier.  On  peut  aussi 
mettre  le  rayon  r  au  lieu  de  r+  h  —  x ,  et  réduire, 
par  conséquent,  leur  somme  à  2  S/ roc;  et,  de  cette 
manière ,  la  formule  dont  il  s'agit  deviendra 

ou  simplement 

x  =  ±gt*, 

en  négligeant  h  par  rapport  à  r. 

Je  me  contenterai  d'indiquer,  comme  exemple  de 
calcul,  le  cas  où  le  mobile  soumis  à  une  pesanteur 
variable  est  lancé  de  bas  en  haut;  et,  pour  dernier 
exemple  du  mouvement  rectiligne ,  je  vais  consi- 
dérer le  mouvement  d'un  point  matériel  attiré  vers 
deux  centres  fixes,   situés  sur  la  droite  qu'il  décrit. 

i3g.  Soient  A  et  B  (  fig.  36),  les  deux  centres 
d'attraction  ,  M  la  position  du  mobile  au  bout  du 
temps  t ,  et  D  son  point  de  départ.  On  suppose  , 
pour  fixer  les  idées,  que  le  mouvement  a  lieu  entre 
les  deux  centres  d'attraction ,  et  de  A  vers  B  ; 
faisons 

DM  =  x,     AM  =  z,     AB  =  a,     BM  =  c  —  z  ; 

en  sorte  que  x  soit  l'espace  parcouru ,  z  la  distance 
du  mobile  au  point  A ,  et  la  distance  initiale ,  et  c 
la  longueur  de  la  droite  AB.  En  supposant  toujours 
les  attractions  en  raison  inverse  du  carré  des  dis- 
tances, et  désignant,  à  l'unité  de  distance,  par  a* 
et  b*  les  intensités  des  forces  qui  émanent  des  cen- 

très  A  et  B ,   nous  aurons  —  et  — pour   leurs 

Z  [C  ■       Zj 
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intensités  quand  le  mobile  est  en  M.  La  force  accé- 
lératrice <p  sera  l'excès  de  la  seconde  force  qui  tend 
à  augmenter  l'espace  x ,  sur  la  première  qui  tend  à 
le  diminuer  ;  donc,  à  cause  de  dac  =  dz9  on  aura 

d*z  b*  a?  f   v 

â?.  —  (C  _  zy         z*  9  W 

dz 
pour  ce  que  devient  la  troisième  équation  (i)  ,  et  ~jt 

pour  la  vitesse  v  du  mobile  au  point  M. 

En  multipliant  l'équation  {ci)  par  idz  et  intégrant , 

on  a 

dz*  2.b*         .      ia%  ,*. 

y  étant  la  constante  arbitraire.  Pour  la  déterminer , 
je  désigne  par  À*  la  vitesse  initiale  qui  répond  à  zz=zct; 
on  aura 

y  = k\ 

*  c  —  a  a. 


En  retranchant  cette  équation  de  la  précédente,  il  en 
résultera 

de  ~         \C  —  Z         C  —  ctj  \*       zP v   ' 

ce  qui  fera   connaître  la   vitesse   du  mobile,   dans 
une  position  quelconque  entre  les  deux   points  A 

et  B. 

izjo.  Il  y  a,  sur  la  droite  AB,  un  certain  point  C, 
dans  lequel  les  deux  forces  d'attraction  sont  égales; 
en  sorte  que  si  l'on  y  plaçait  le  mobile ,  ou  qu'il 
y  parvînt  sans  aucune  vitesse  acquise ,  il  y  demeure- 
rait en  équilibre.  En  appelant  h  la  distance  AC,  on  a 
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«J 


(c—  hy 


On  tire  de  là  deux  valeurs  de  h  9  dont  l'une  appar- 
tient au  point  C  situé  entre  A  et  B ,  et  l'autre  à  un 
point  situé  sur  le  prolongement  de  AB ,  du  côté  du 
centre  de  la  moindre  attraction.  La  première  de  ces 
deux  valeurs  est 


7»  ac 


a-\-  b 

Appelons  /la  plus  petite  vitesse  initiale  qu'il  faut 
imprimer  au  mobile  pour  qu'il  arrive  au  point  C,  de 
sorte  que ,  parvenu  à  ce  point ,  sa  vitesse  soit  nulle  ; 
on  aura  à  la  fois 

*-.*=*/*     z  =  h,      ~   =  o; 

et ,  en  vertu  de  l'équation  (c)  et  de  la  valeur  de  h , 
il  en  résultera 

f%  —  — —  -f-   —  —  ^±A2        (d) 

^  c  —  et  &  c  *    ' 

Si  la  vitesse  initiale  h  est  moindre  que^,  le  mobile 
retombera  sur  A  ;  si  elle  est  plus  grande ,  il  dépas- 
sera le  point  C ,  et  ira  tomber  sur  B.  Dans  le  cas 
de  k  ^=-f,  le  mobile  emploierait  un  temps  infini  à 
atteindre  le  point  C ,  à  cause  qu'à  une  distance  infi- 
niment petite  de  ce  point,  il  ne  serait  plus  animé  que 
d'une  vitesse  infiniment  petite ,  et  sollicité  par  une 
force  qui  le  serait  également. 

i4i.  Si  A  et  B  sont  les  centres  de  deux  sphères 
homogènes ,  ou  composées  de  couches  concentriques, 
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on  pourra  supposer  que  les  attractions  que  l'on  con- 
sidère sont  celles  de  ces  deux  sphères  ;  et  alors  leurs 
intensités  a2  et  b%  h  1  unité  de  distance  ,  seront  entre 
elles  comme  leurs  masses  (n°  101).  En  supposant , 
par  exemple ,  que  A  soit  le  centre  de  la  lune  et  B 
celui  de  la  terre,  et  négligeant  la  non-sphéricité  de 
ces  deux  corps,  on  aura 

car  la  masse  de  la  lune ,  conclue  de  son  action  pour 
soulever  les  eaux  de  la  mer ,  est  -^  de  celle  de  la 
terre.  On  aura  donc 

h  = —  =  (o,io552)  c  ; 

en  sorte  que  le  point  également  attiré  par  la  terre  et 
par  son  satellite  se  trouve,  à  peu  près,  au  dixième 
de  leur  distance  mutuelle  à  partir  de  la  lune. 

Soit  r  le  rayon  de  la  terre  ;  on  pourra  prendre  6or 
pour  la  distance  c  de  la  lune  à  la  terre  ;  et  si  le  mobile 
est  parti  de  la  surface  de  la  lune ,  on  aura  en  même 

temps  a  =  — ,  d'après  le  rapport  connu  du  rayon  de 

la  lune  à  celui  de  la  terre.  Au  moyen  de  ces  valeurs 

de  r  et  * ,  et  de  a  =  —   ?  l'équation  (d)  devient 

/■  =  (0,044894)^. 
En  désignant  par  g  l'attraction  de  la  terre  à  sa  sur- 
face, on  aura 
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b*  =  gr*  , 

pour  cette  force   à  l'unité  de  distance.  Si  donc   on 

fait 

(0,044894  )r  =  iJ, 

il  en  résultera 

P  =  2gr'- 

Or ,   l'attraction  g  peut  être  prise  pour  la  pesanteur 

dont  elle  est  la  partie  principale  ;  par  conséquent , 

f  est  la  vitesse  due  à  une  hauteur  i*  ;  et  à  cause  de 

g  =  9' ,80896,     irr  —  2Qoooooom, 
sa  valeur  est 

La  lune  n'ayant  pas  d'atmosphère  dont  la  résis- 
tance puisse  diminuer  la  vitesse  des  corps  partis  de 
sa  surface,  il  s'ensuit  que  si  la  terre  et  la  lune 
étaient  en  repos ,  un  corps  lancé  de  la  surface  de  3a 
lune  vers  la  terre  ,  avec  une  vitesse  plus  grande 
que  236i  mètres  par  seconde,  dépasserait  le  point 
d'égale  attraction ,  et  viendrait  tomber  sur  la  surface 
de  la  terre.  Dans  le  mouvement  de  la  lune  autour  de 
la  terre ,  la  droite  AB  qui  va  d'un  centre  a  l'autre 
rencontre  constamment  la  surface  de  la  lune  en  un 
même  point,  qui  devrait  être  le  point  D  ,  d'où  le 
mobile  serait  lancé  suivant  la  direction  DB  ;  mais , 
pendant  une  seconde,  le  point  D  parcourt  sur  le 
cercle  décrit  du  centre  de  la  terre,  une  longueur  d'en- 
viron iooom  par  seconde;  par  conséquent,  la  vi- 
tesse absolue  du  mobile  serait,   en  grandeur  et  en 

17.. 
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direction  ,  la  résultante  d'une  vitesse  dirigée  suivant 
DB ,  et  d'une  vitesse  de  iooom  perpendiculaire  à  DB. 
'Cela  étant ,  le  corps  ne  restera  pas  sur  la  droite 
mobile  AB  ;  il  décrira  une  courbe  dans  l'espace,  les 
formules  précédentes  ne  s'appliqueront  plus  à  son 
mouvement ,  et  il  ne  viendra  plus  tomber  sur  la  sur- 
face de  la  terre,  comme  dans  le  cas  de  l'immobilité 
de  la  lune. 

142.  En  résolvant  l'équation  (b)  par  rapport  à  dt  \ 
on  a 

,  y  cz —  z*dz 

dt  =  —  — 

yicfc  —  (2a2  —  ib%  -f  cy)z-\-  yz* 

L'intégrale  de  cette  formule  s'exprimera  toujours 
au  moyen  des  fonctions  elliptiques;  en  sorte  que 
l'on  pourra  calculer,  au  moyen  des  tables  de  ces 
fonctions ,  le  temps  qui  répond  à  une  distance  don- 
née z ,  et  réciproquement.  Mais  indépendamment  des 
cas  où  l'une  des  deux  attractions  est  nulle ,  il  en  est 
d'autres  pour  lesquels  l'intégrale  de  la  formule  pré- 
cédente peut  encore  s'obtenir  sous  forme  finie.  Ces 
cas  ont  lieu  lorsque  la  quantité  comprise  sous  le 
radical  est  un  carré  parfait  ;  ce  qui  exige  qu'on  ait 

(2a*  —  2b*  -f-  cy)%  =  8a*cy; 

équation  d'où  l'on  tire 


y  =  -(aàz  b)\ 


En  égalant  cette  valeur  à  celle  de  y  du  n°  1 3g ,  il 
vient 

,  ib*  o.az  2  (a  dz  &.)* 


a  a 
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L'une  de  ces  deux  valeurs  de  k*  est  celle  de/'  ;  l'autre 
est  évidemment  plus  grande.  Il  s'ensuit  donc  que 
quand  aucune  des  deux  quantités  a  et  b  n'est  zéro , 
on  peut  exprimer  le  temps  sous  forme  finie  en  fonc- 
tion de  z ,  lorsque  le  mobile  a  reçu  la  plus  petite 
vitesse/avec  laquelle  il  peut  atteindre  îe  point  G,  et 
lorsqu'on  lui  a  imprimé  une  certaine  vitesse  plus 
grande  que  celle-là. 

Je  substitue  la  double  valeur  de  y  dans  l'expres- 
sion de  dt;  il  vient 


sj 


2.    _,  y  cz —  z-dz. 

ac  —   {a  ±  b)  z  ' 


formule  que  l'on  rendra  rationnelle  et  qu'on  inté- 
grera, sans  difficulté,  par  les  règles  ordinaires.  La  dif- 
férentielle dt  doit  toujours  être  positive  ;  la  différen- 
tielle dz  est  positive  pendant  quejie  mobile  s'avance 
de  D  vers  B,  et  négative  lorsqu'il  revient  vers  A. 
Dans  le  premier  cas,  on  prendra  donc  le  radical 
\/cz  —  za,  avec  le  même  signe  que  le  dénomina- 
teur ac —  (a±  b)z,  et,  dans  le  second  cas,  avec 
un  signe  contraire. 

i43.  Soit  que  l'on  suppose  b  =  o  ou  c  ===  00 ,  le 
mobile  ne  sera  plus  soumis  qu'à  l'attraction  du  cen- 
tre A.  L'équation  (c)  se  réduira  à 

§  =  **—  e-9;      (e) 

la  valeur   de  dt  qu'on   en    déduit  s'intégrera  sous 
forme  finie,  et  fera  connaître  t  en  fonction  de  2. 

dz 
Si  l'on  fait  -j  =  o,  on  aura  l'équation 
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—  —  k*  =  — 
a,  z     ' 


pour  déterminer  la  distance  z  à  laquelle  le  mobile 
s'arrêtera.  Dans  le  cas  de  2a*=  fra,  cette  distance  sera 
infinie;  ce  qui  signifie  que  le  mobile  ne  s'arrêtera 
'pas.  Il  en  sera  de  même  dans  le  cas  de  ia*  <^k%et  , 
d'où  il  résulterait  pour  z  une  valeur  négative  qui 
ne  peut  appartenir  à  aucun  point  de  la  droite  indé- 
finie DB,  suivant  laquelle  le  mobile  a  été  lancé.  Dans 
ces  deux  cas  le  mouvement  approchera  de  plus  en 
plus  de  l'uniformité ,  à  mesure  que  le  mobile  s'éloi- 
gnera de  A. 

Quand  la  distance  z  sera  devenue  très  grande  et 
le  mouvement  sensiblement  uniforme,  sa  vitesse, 
d'après   l'équation  (  e  ) ,   sera    à    peu   près    égale   à 


k* ,  ou  à  s/k* —  2g&,  en  supposant  qu'on 

a  a*  =  gct,*,  c'est-à-dire,  en  supposant  que  le  corps  soit 
parti  de  la  surface  d'une  sphère,  d'un  rayon  a,  et  où 
l'attraction  était  égale  à  g.  Ce  qui  montre  que  la  di- 
minution de  la  vitesse  initiale  k  sera  d'autant  plus 
grande  que  cette  force  et  ce  rayon  seront  plus  con- 
sidérables. 
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CHAPITRE  IIL 

DU  3IOUVEMENT  curviligne. 


§  Ier,  Formules  générales  de  ce  mouvement. 

t44»  ï^ans  le  mouvement  curviligne,  la  courbe 
décrite  par  le  mobile  est  ce  qu'on  appelle  la  trajec- 
toire de  ce  point  matériel.  Au  bout  d'un  temps  quel- 
conque t,  soit  M  (fîg.  37)  la  position  du  mobile.  Si 
l'on  appelle  s  l'arc  CM  de  la  trajectoire  compris  entre 
le  mobile  et  un  point  fixe  C,  pris  arbitrairement  sur 
cette  même  courbe,  s  sera  une  fonction  de  t;  en  sorte 
que  l'on  aura ,  dans  un  mouvement  curviligne  quel- 
conque , 

s  =  Ft. 

Si  Ton  désigne,  au  même  instant,  par  x,  y,  z,  les 
trois  coordonnées  rectangulaires  du  mobile,  ces  va- 
riables seront  aussi  des  fonctions  de  t ,  et  l'on  aura 
également 

*=fi,      J—f't,       z=f"t- 

Lorsque  ces  trois  dernières  équations  seront  con- 
nues, on  en  déduira,  par  l'élimination  de  t ,  les  deux 
équations  en  x,  y,  z,  de  la  trajectoire.  Au  moyen 
des  équations  de  cette  courbe,  on  déterminera  s  en 
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fonction  de  lune  des  trois  coordonnées,  et,  par  suite, 
en  fonction  de  t;  ce  qui  fera  connaître  la  loi  du  mou- 
vement sur  la  trajectoire.  Chacune  des  trois  équations 
précédentes  est  celle  du  mouvement  rectiligne  de  la 
projection  du  mobile  sur  l'un  des  axes  des  coordon- 
nées ;  il  s'ensuit  donc  que  la  détermination  complète 
du  mouvement  curviligne  d'un  point  matériel  dans 
l'espace  se  réduira  à  celle  de  trois  mouvemens  recti- 
lignes,  qui  seront  les  mouvemens  de  ses  projections 
sur  les  trois  axes  Ooc ,  Oy,  0z?   des  coordonnées. 
Quand  ces  trois  mouvemens  seront  uniformes ,  celui 
du  mobile  sera  aussi  rectiligne  et  uniforme,  et  réci- 
proquement. 

i45.  Pendant  l'instant  dt,  le  mobile  décrira  l'élé- 
ment ds  de  sa  trajectoire;  en  négligeant,  dans  cet  in- 
tervalle de  temps  infiniment  petit,  l'action  des  forces 
qui  le  sollicitent,  on  pourra  considérer  son  mouve- 
ment comme  rectiligne  et  uniforme.  Si  donc  on  ap- 
pelle v  la  vitesse  acquise  au  bout  du  temps  t,  on 
aura 

ds 

dt' 

Si  ces  forces  cessaient  réellement  d'agir  à  l'instant 
que  l'on  considère,  le  mobile  continuerait  de  se  mou- 
voir avec  cette  vitesse  *>,  et  suivant  le  prolongement 
MT  de  l'élément  ds,  c'est-à-dire,  suivant  la  tangente 
à  la  trajectoire,  puisque  en  vertu  de  l'inertie  de  la 
matière  il  ne  pourrait  alors  changer  ni  la  direction  de 
son  mouvement  ni  la  grandeur  de  sa  vitesse  (n°  1 15). 
On  peut  donc  considérer  un  point  matériel  qui  dé- 
crit une  ligne  courbe  quelconque  comme  étant  animé; 
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à  chaque  instant,  d'une  vitesse  dirigée  suivant  la 
tangente  à  cette  courbe,  et  exprimée  par  le  rapport 
de  son  élément  différentiel  à  l'élément  du  temps. 

En  représentant ,  au  bout  du  même  temps  t ,  par 
p ,  q ,  r,  les  vitesses  des  projections  du  mobile  sur 
les  trois  axes  des  x ,  y,  z ,  on  aura  aussi ,  dans  ces 
trois  mouvemens  rectilignes, 

dx  dj  dz 

P—di'     $  ~  Tt>      r  ~  dt' 

Mais  si  l'on  désigne  par  cl,  £ ,  y9  les  angles  que  fait 
la  tangente  à  la  trajectoire,  ou  la  direction  de  la  vi- 
tesse v ,  avec  des  parallèles  aux  axes  des  x ,  y ,  z,  on 
a  (n°  17) 

dx  &  dr  dz 

d'où  l'on  conclut 

pz=zv  cos  cl  ,     q  =  p  cos  S  ,     r  =  e  cos  y  ,     (  1) 
et  en  même  temps 

v*  =  p*  +  q"  +  r3. 

Le  temps  t  croissant  continuellement,  sa  différen- 
tielle est  toujours  positive.  Les  vitesses p,  q,  r,  sont 
positives  ou  négatives,  selon  que  les  coordonnées  x  , 
y,  zy  croissent  ou  décroissent.  Dans  les  équations  (1), 
on  peut  regarder  la  vitesse  v  comme  une  quantité 
positive  ;  le  sens  de  cette  vitesse ,  ou  la  partie  MT  de 
la  tangente  à  la  trajectoire ,  suivant  laquelle  elle  sera 
dirigée ,  se  déterminera  alors  par  les  signes  de  p  , 
q%  r ,  qui  feront  connaître  si  les  angles  ct,Ç>,y,  sont 
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ds 
aigus  ou  obtus.  Dans  l'équation  v  =  —  5  on  considé- 
rera la  vitesse  v  comme  positive  ou  comme  négative, 
selon  que  l'arc  s  croîtra  ou  décroîtra. 

On  appelle  composantes  de  la  vitesse  v  d'un  point 
matériel  les  vitesses  p,  q,  r,  de  ses  trois  projections 
sur  des  axes  rectangulaires;  et  chacune  de  ces  trois 
composantes  est  ce  que  l'on  entend  par  la  vitesse  du 
mobile ,  parallèlement  à  l'axe  auquel  elle  répond.  En 
comparant  les  équations  (i)  à  celles  du  n°  5i,  on  voit 
que  cette  composition  des  vitesses  se  fera  suivant  les 
mêmes  règles  que  celle  des  forces.  D'après  cette  ana- 
logie, si  l'on  mène  par  le  point  M  une  droite  quel- 
conque MA,  qui  fasse  avec  les  parallèles  aux  axes 
des  œ,  y,  z,  menées  par  le  même  point,  des  angles 
a,  b,  c9  aigus  ou  obtus,  la  composante  de  la  vi- 
tesse v  suivant  cette  droite  MA  aura  pour  expres- 
sion générale 

p  cos  a  +  q  cos  b  -f-  r  cos  c. 

La  quantité  de  mouvement  (n°  126)  d'un  point 
matériel  isolé ,  et  celle  d'un  corps  dont  tous  les 
points  sont  animés  de  vitesses  égales  et  parallèles, 
se  décomposeront  en  d'autres  quantités  de  cette  na- 
ture ,  et  celles-ci  se  réduiront  à  une  seule ,  suivant 
les  mêmes  règles  que  les  vitesses  qu'elles  ont  pour 
facteur. 

146.  Au  bout  du  temps  t  -|-  dt ,  soient  p  +  p', 
q  -|-  qr9  r  -f-  r\  ce  que  deviennent  les  trois  compo- 
santes de  la  vitesse  du  mobile,  parallèles  aux  axes 
des  x ,  j ,  z  ;  en  sorte  que  pf,  q',  r\  représentent 
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les  augmentations  infiniment  petites  de  vitesse  qui 
ont  lieu  suivant  ces  directions  pendant  l'instant  dt. 
L'accroissement  de  vitesse  suivant  la  droite  MA  sera 

p  cos  a  -f-  q'  cos  b  +  r.  cos  c. 

Or,  quelles  que  soient  les  quantités  p' ,  q' ,  r',  si 
l'on  fait 

u%  =  pf>  +  q"  +  r'% 

et  qu'on  regarde  u  comme  une  quantité  positive  , 
on  pourra  toujours  trouver  trois  angles  a! ,  £',  y', 
aigus  ou  obtus,  tels  que  l'on  ait 

p  =.  u  cos  a,' ,     q'z=zucos&',     r'=ucosyf  ; 

au  moyen  de  quoi  l'accroissement  de  vitesse  suivant 
MA  deviendra 

u  (cos  a  cos  cl'  +  cos  b  cos  Q'  +  cos  c  cos  y'). 

De  plus ,  la  quantité  comprise  entre  les  parenthèses 
est  le  cosinus  d'un  certain  angle  que  j'appelle  o\  L'ac- 
croissement dont  il  s'agit  est  donc  égal  à  u  cos  a  ; 
par  conséquent ,  u  est  sa  plus  grande  valeur,  et  elle 
répond  à  la  direction  de  la  droite  MA  ,  pour  la- 
quelle les  angles  a,  b ,  c,  sont  les  mêmes  que  a\ 
&',  y',  ce  qui  rend  le  coefficient  de  u  égal  à  l'unité. 
Dans  toute  autre  direction ,  l'accroissement  de  vi- 
tesse sera  égal  au  maximum  u,  multiplié  par  le  co- 
sinus de  l'angle  a  que  fait  celte  direction  quelcon- 
que avec  celle  du  maximum;  d'où  il  résulte  qu'il 
sera  nul  par  rapport  à  toutes  les  directions  perpen- 
diculaires à  celles  de  sa  plus  grande  valeur. 
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Quelle  que  soit  la  variation  de  vitesse  du  mobile ,. 
en  grandeur  et  en  direction ,  pendant  l'instant  dt , 
il  y  a  donc  toujours  une  certaine  direction  pour  la- 
quelle l'augmentation  de  vitesse  est  la  plus  grande, 
et  qui  jouit  de  cette  propriété,  que,  suivant  toutes 
les  directions  perpendiculaires  à  celle-là,  la  Vitesse* 
n'est  ni  augmentée  ni  diminuée. 

147.  La  direction  d'une  force  qui  agit  sur  un  point 
matériel  en  mouvement  est  la  droite  suivant  laquelle 
elle  augmente  ou  diminue  la  vitesse  acquise ,  et  per- 
pendiculairement à  laquelle  elle  n'y  produit  aucune 
altération.  Ainsi,  quand  nous  disons  que  la  pesanteur 
d'un  corps  en  mouvement  dans  un  sens  quelconque  est 
verticale,  comme  celle  d'un  corps  en  repos,  nous  enten- 
dons par  là  que  cette  force  augmente  la  vitesse  ver- 
ticale ,  et  n'altère  aucunement  la  vitesse  horizontale. 

Cela  étant ,  désignons ,  au  bout  du  temps  t ,  par 
U,  U',  U",  etc.,  les  intensités  des  différentes  forces 
qui  agissent  sur  le  point  matériel  dont  nous  considé- 
rons le  mouvement  curviligne  ;  par  a,  b,  c,  a',  b',  c' ', 
a!',  b'f9  c",  etc.,  les  angles  que  font  leurs  directions 
données  avec  des  parallèles  aux  axes  des  x ,  y ,  z  ;  et 
par  X,  Y,  Z,  les  sommes  de  leurs  composantes  sui- 
vant ces  axes;  nous  aurons  d'abord  (n°  32) 

X  =  U  cos  a  +  U'  cos  d  +'  U"  cos  a"  +  etc.,. 
Y  =  U  cos  b  +  U'  cos  b'  +  U"  cos  U'  +  etc., 
Z  =  U  cos  c  +  U'  cos  c'  +  D"  cos  c"  +  etc. 

Soient  ensuite  n,  u' ,  urr,  etc. ,  les  vitesses  infiniment 
petites  que  ces  forces  U,  U',  U",  etc.,  produiraient, 
pendant  l'instant  dt,  suivant  leurs  directions  respec- 
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îives,  si  chacune  d'elles  agissait  seule  sur  le  mobile 
anime  de  la  vitesse  v.  On  verra  ,  comme  dans  le 
n°  n6,  que  la  simultanéité  de  ces  forces  n'influera 
nullement  sur  les  grandeurs  et  les  directions  des  vi- 
tesses qui  seront  réellement  produites  ;  par  consé- 
quent, si  l'on  continue  d'appeler  p1 ',  q',  r,  les  quan- 
tités infiniment  petites  dont  les  vitesses  p,  q,  r,  des 
projections  du  mobile  sur  les  axes  des  x,y ,  z,  s'ac- 
croîtront dans  l'instant  dt ,  ces  quantités  seront  les 
sommes  des  composantes  de  u,  11 ,  uu,  etc. ,  suivant 
ces  trois  axes;  en  sorte  que  nous  aurons 

p'  =  u  cos  a  +  u'  cos  a'  -f-  u"  cos  a!'  +  etc. , 
qf  =  u  cos  b  +  u'  cos  h'  -f-  ii'  cos  b'r  -f-  etc. , 
r!  =  u  cos  c  +  u'  cos  c'  +  u"  cos   c"  +  etc. 

Mais  en  appliquant  à  chacune  des  forces  li  ,  u'  , 
u",  etc.,  ce  qu'on  a  trouvé  (n°  118)  pour  la  mesure 
d'une  force  d'après  la  vitesse  dont  elle  est  capable , 
on  a  aussi 

u  ==  Udt,     u    =  U'dt,     u"  =  \J"dt,     etc; 

en  comparant  les  valeurs  de  p',  q',  r',  à  celles  de  X  . 
Y,  Z ,  il  en  résulte  donc 

p'  =  Xdt,    y  =  Ydt,     r'  =  Zdt; 

ce  qui  montre  que  l'accroissement  de  la  composante 
de  la  vitesse  du  mobile  suivant  chaque  axe,  dans 
l'instant  dt,  est  la  vitesse  produite ,  pendant  cet  ins- 
tant, par  la  composante  totale  suivant  ce  même 
axe,  des  forces  données  qui  agissent  sur  ce  point 
matériel. 


27o  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE. 

Ce  résultat  tient  à  ce  que  les  forces  sont  propor- 
tionnelles aux  vitesses  qu'elles  impriment  au  mobile 
dans  un  même  temps  infiniment  petit ,  lesquelles  vi- 
tesses infiniment  petites  ne  changent  pas ,  soit  que 
ces  forces  agissent  isolément ,  soit  que  leurs  actions 
aient  lieu  simultanément.  Il  s'ensuit  aussi  que  si  les 
forces  appliquées  au  mobile  sont ,  par  exemple ,  au 
nombre  de  trois ,  non  comprises  dans  un  même  plan  ; 
que  l'on  prenne  sur  les  directions  de  ces  trois  forces 
U,  U',  Ur/,  à  partir  de  leur  point  d'application,  des 
droites  de  grandeurs  finies  qui  soient  entre  elles 
comme  les  vitesses  correspondantes  u ,  u' ,  u"  ;  et  que 
l'on  achève  le  parallélépipède  dont  ces  trois  droites 
seront  les  côtés  adjacens,  la  résultante  de  ces  forces 
sera  dirigée  suivant  la  diagonale,  et  sa  grandeur  sera 
à  celle  de  chacune  de  ces  forces  comme  la  diagonale 
est  au  côté  correspondant. 

148.  Si  les  forces  qui  agissent  sur  le  mobile  sont 
indépendantes  de  sa  vitesse  et  de  sa  position  dans 
l'espace,  les  mouvemens  de  ses  trois  projections  sur 
les  axes  des  coordonnées  seront  indépendans  entre 
eux;  en  sorte  que  sa  projection  sur  chaque  axe  se 
trouvera,  au  bout  d'un  temps  quelconque,  au  même 
point ,  et  aura  la  même  vitesse  que  si  les  forces  et  les 
vitesses  étaient  nulles  parallèlement  aux  deux  autres 
axes.  Il  n'en  sera  plus  de  même,  en  général,  quand 
les  forces  données  varieront,  en  grandeur  ou  en  direc- 
tion ,  soit  avec  la  position  du  mobile ,  soit  avec  sa 
vitesse  acquise;  mais  on  pourra  toujours  déterminer 
sa  vitesse  et  sa  position ,  à  chaque  instant ,  de  la  ma- 
nière suivante. 
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Puisque  toutes  les  forces  qui  agissent  sur  le  mobile 
peuvent  toujours  être  re'duites  à  une  seule,  suppo- 
sons que  U,  capable  de  la  vitesse  u,  soit  cette  force 
unique,  et  désignons  par  6  l'espace  qu'elle  fera  par- 
courir au  mobile  pendant  l'instant  dt ,  suivant  sa  di- 
rection, indépendamment  de  la  vitesse  v  de  ce  point 
matériel  au  bout  du  temps  t.  D'après  ce  qu'on  a  vu 
dans  le  n°  n4>  nous  aurons 

g  7=1  \  udt. 

Mais,  en  vertu  de  cette  vitesse  acquise  v  et  de  l'action 
de  la  force  U  ou  de  ses  composantes ,  les  espaces  par- 
courus par  les  projections  du  mobile  sur  les  axes  des 
x ,  y ,  z,  pendant  l'instant  dt,  seront 

pdt  -f-  \pdt ,     qdt  -f-  £  q'dt ,     rdt  H-  f  r'dt  ; 

donc,  à  cause  de 

p'  z=u  cos  a  ,     q' =zu  cos  b ,     r  =s=  u  cos  c  , 

et  en  ayant  égard  aux  équations  (1)  et  à  la  valeur 
de  g ,  on  aura 

x'  —  œ  =  CO  cos  cl  -f-  g  cos  a, 

J"'  —  JT  =  co  cos  ë  +  g  cos  b , 

2'  —   z  =  co  cos  3/  +  g  cos  c  ; 

co  étant  l'espace  vdi  qui  serait  décrit  par  le  mo- 
bile dans  l'instant  dt,  en  vertu  seulement  de  la  vi- 
tesse v,  et  x',  jf,  z',  ses  trois  coordonnées  au  bout 
du  temps  t-+-dt,  qui  étaient  x ,  y,  z,  au  bout  du 
temps  t. 

Cela  posé ,  soient  toujours  M  (  fig.  37  )  le  point 
de  la  trajectoire  dont  x,  y,  z,  sont  les  trois  coor- 
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données,  et  MT  la  direction  de  la  vitesse  t\  Soit 
aussi  MA  celle  de  la  force  U.  Prenons  sur  MA  et 
MT  des  droites  MH  et  MK,  égales  à  e  et  où  ,  et 
achevons  le  parallélogramme  MHM'K,  dont  ces 
droites  sont  les  deux  côtés  adjacens.  L'extrémité  M' 
de  sa  diagonale  sera  ,  en  vertu  des  équations  précé- 
dentes, le  point  dont  les  coordonnées  sont  oc' ,  y' ,  z! > 
ou  la  position  du  mobile  au  bout  du  temps  t-\-dt. 

Appelons  v'  la  vitesse  du  mobile  au  point  M', 
laquelle  vitesse  sera  dirigée  suivant  le  prolonge- 
ment M'T'  de  la  droite  MM',  et  aura  pour  valeur 
la  composante  de  v  suivant  MM',  augmentée  de  la 
vitesse  produite  suivant  cette  direction  par  l'action 
de  la  force  U  pendant  l'instant  dt.  L'espace  e  étant 
infiniment  petit  par  rapport  à  a> ,  il  s'ensuit  que 
l'angle  TMM'  est  aussi  infiniment  petit  ;  la  compo- 
sante de  v  est  donc  cette  vitesse  même,  en  négli- 
geant les  infiniment  petits  du  second  ordre.  De  plus, 
si  l'on  désigne  par  a  l'angle  AMM'  que  fait  la  di- 
rection de  la  force  U  avec  le  côté  MM'  de  la  tra- 
jectoire, on  aura  u  cos  £  pour  l'augmentation  de 
vitesse  qui  sera  produite  par  l'action  de  cette  force; 
il  en  résultera  donc 

v!  =  v  +  u  cos  é\ 

Je  fais  v'  dt-=  co' ,  et  je  prends  sur  M'T'  une  partie 
M'K'  égale  à  &';  je  désigne  par  M'A'  la  direction  de 
la  force  qui  agit  sur  le  mobile  quand  il  est  parvenu 
en  W;  sur  cette  droite,  je  prends  une  partie  M'H', 
égale  à  l'espace  que  cette  force  peut  faire  parcourir 
au  mobile  dans  un  instant  dt;  j'achève  le  parallélo- 
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gramme  M'H'Mr/K';  et  l'extrémité  M"  de  la  diagonale 
sera  un  troisième  point  de  la  trajectoire. 

En  commençant  cette  suite  de  constructions  au 
point  de  départ  du  mobile,  où  Ton  doit  connaître  sa 
vitesse  en  grandeur  et  en  direction,  il  est  évident 
que  l'on  déterminera  successivement  tous  les  points 
de  sa  trajectoire  plane  ou  à  double  courbure,  et,  en 
même  temps,  la  vitesse  dont  il  sera  animé  en  cha- 
cun de  ces  points.  Si  les  intervalles  de  temps,  qu'on  a 
supposés  infiniment  petits  et  désignés  par  dt ,  sont 
seulement  très  petits,  on  obtiendra  une  suite  de 
points  qui  seront  les  sommets  d'un  polygone  y  d'au- 
tant moins  différent  de  la  trajectoire,  que  ses  côtés 
seront  plus  petits.  En  regardant  la  vitesse  comme 
constante  sur  chaque  côté,  et  prenant  pour  sa  valeur 
la  demi-somme  des  vitesses  qu'on  aura  trouvées  aux 
deux  extrémités,  on  pourra  calculer  le  temps  em- 
ployé à  parcourir  une  portion  quelconque  du  poly- 
gone ;  par  conséquent,  on  connaîtra  de  cette  manière 
la  courbe  décrite  par  le  mobile,  ainsi  que  sa  vitesse  et 
sa  position  à  un  instant  donné  sur  cette  courbe,  à 
tel  degré  d'approximation  qu'on  voudra  ;  mais  il  vaut 
mieux  faire  dépendre  les  valeurs  des  coordonnées  du 
mobile  en  fonctions  du  temps ,  d'équations  différen- 
tielles que  l'on  intégrera  ensuite  s'il  est  possible. 

i49-  Ces  équations  différentielles  du  mouvement 
curviligne  sont  une  suite  immédiate  du  principe  éta- 
bli dans  le  n°  147. 

En  effet,  les  composantes  de  la  vitesse  du  mobile,  pa- 
rallèles aux  axes  de  ses  coordonnées  x,y,  z,  étant  -=-} 

1.  18 
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— ,  ~,   au  bout  du  temps  quelconque  t,  leurs  ac- 

croissemens  ,    pendant  l'instant  dt  ,   seront   d  .  -=-  f 

d  JL     d.  -r  ;  et   comme  chacun   d'eux  est  dû  uni- 

dt7         dt7 

quement  à  la  composante  suivant  l'axe  correspon- 
dant, de  la  force  qui  agit  à  cet  instant  sur  le  mobile, 
il  s'ensuit  qu'en  appelant  toujours  X,  Y,  Z,  les 
composantes  de  cette  force,  parallèles  aux  axes  des 
coordonnées  x ,  y,  z ,  nous  aurons 

dM  =  Xdt,    dM  =  Xdt,    d.%  —  Zdt, 

dt  7  dt  '  dt  ' 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 

d2x  Y         dy    Y         d2z  rj  r\ 

dF  =  X>    W  ~Y>     dï  =  Z'       W         I 

Le  problème  consistera,  dans  chaque  cas,  à  in- 
tégrer ces  trois  équations  du  mouvement;  et  l'on 
peut  considérer,  pour  cette  intégration,  le  procédé 
du  n°  précédent  comme  une  méthode  générale  d'ap- 
proximation. Leurs  intégrales  contiendront  six  cons- 
tantes arbitraires,  que  Ton  déterminera  au  moyen 
des  trois  coordonnées  du  mobile  à  l'origine  du  mou- 
vement, et  des  trois  composantes  de  la  vitesse  ini- 
tiale ,   c'est-à-dire  ,  au  moyen  des   valeurs  des  six 

quantités  x,  y,  z9  -jt,  ~ft>  &>  ^  seront données 
pour  t  =  o.  Ces  intégrales  et  leurs  différentielles 
premières  feront  ensuite  connaître  la  position  du 
mobile  à  un  instant  quelconque ,  et  sa  vitesse  en 
grandeur  et  en   direction.  En  éliminant  entre  elles 
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îe  temps  t ,  on  aura  les  deux  équations  de  la  tra- 
jectoire. Quand  on  saura  d'avance  que  cette  courbe 
est  plane  ,  on  pourra  prendre  son  plan  pour  celui 
des  x  et  y,  par  exemple;  ce  qui  réduira  les  trois 
équations  précédentes  aux  deux  premières. 

i5o.  Au  bout  du  temps  t,  soient  a,  b,  c ,  les 
trois  coordonnées  d'un  second  point  matériel ,  à  la 
position  duquel  on  veut  comparer  celle  du  premier. 
Les  axes  de  ces  coordonnées  étant  ceux  des  x,  y, 
zy  je  fais 

x  =  a  +  x,    y  =  b  +  yf,     z  =  c  -f-  z'; 

les  variables  xf ,  y,  z',  feront  connaître  à  chaque 
instant  la  position  du  premier  point  par  rapport  au 
second;  et  d'après  les  équations  (2),  on  aura 

^E.'--X        -È         ÙL  -      V    J^h         ^'_7 d°c 

de  ~~  de  '      ~dë  d?'      ~dF —  Jê> 

pour  les  déterminer  en  fonctions  du  temps. 

Quand  le  mouvement  du  second  point  ne  sera 
pas  connu,  mais  que  Ton  donnera  seulement  les 
composantes  A ,  B ,  C ,  parallèles  aux  axes  des  coor- 
données, delà  force  qui  le  sollicite,  on  aura 

d7a  »  d2b  jy  d2c  p 

dF  ~      >     ~dê  ~      >     ~dë  =  L> 
et  il  en  -résultera 

Ï=x-A>  ?=Y-B'  S:=z-c> 

pour  les  équations  du  mouvement  relatif  du  pre- 
mier point. 

Si  la  force  dont  A,  B,  C,  sont  les  composantes 

18.. 
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agit  à  la  fois  sur  les  deux  mobiles,  ces  composantes 
entreront  aussi  dans  les  valeurs  de  X,  Y.,  Z,  et 
disparaîtront  de  ces  dernières  équations.  C'est  ce 
qui  arrivera,  par  exemple,  à  l'égard  des  corps  qui 
se  meuvent  à  la  surface  de  la  terre,  et  dont  on 
rapporte  les  positions  à  des  points  déterminés  de 
cette  surface  :  les  forces  relatives  à  ces  points  et 
provenant  du  mouvement  diurne  de  la  terre,  n'en- 
trent pas  dans  les  équations  des  divers  mouvemens 
que  l'on  considère  à  sa  superficie  ;  et  l'on  en  fait  com- 
plètement abstraction ,  en  formant  ces  équations. 

Toutefois,  cela  ne  veut  pas  dire  que  les  mou- 
vemens que  nous  observons  soient  tous  indépen- 
dans  de  la  vitesse  de  rotation  de  la  terre.  Elle 
influe  pour  une  petite  partie  sur  l'intensité  de  la 
pesanteur,  et,  conséquemment ,  sur  les  mouve- 
mens verticaux.  De  plus  ,  quand  un  corps  tombe 
d'une  hauteur  considérable  ,  la  vitesse  de  rotation 
dont  il  est  animé  à  son  point  de  départ  est  un 
peu  plus  grande  que  celle  qui  a  lieu  au  pied  de  la 
verticale  menée  par  ce  point;  d'où  il  est  aisé  de 
conclure  que  le  mobile  doit  s'écarter  un  peu  de  cette 
droite  ?  et  venir  rencontrer  la  terre  à  une  petite  dis- 
tance de  son  extrémité  inférieure.  Cette  déviation  , 
qui  a  été  effectivement  observée,  rend  sensible,  par 
une  expérience  directe,  le  mouvement  de  la  terre 
autour  de  son  axe. 

Les  mouvemens  indépendans  de  cette  rotation  sont 
ceux  que  produit  le  choc  des  corps,  et  aussi  ceux 
qui  sont  dus  à  l'action  musculaire  des  hommes  et  des 
.animaux. 
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idi.  Les  équations  (2)  sont  celles  du  mouvement 
d'un  point  matériel  entièrement  libre;  mais  il  est 
facile  de  les  étendre  à  un  point  matériel  assujetti  à 
se  mouvoir  sur  une  surface  donnée.  Il  suffira  pour 
cela  ,  comme  dans  le  cas  de  l'équilibre  (n°  56),  de 
joindre  aux  forces  données  qui  agissent  sur  le  mo- 
bile ,  une  force  de  grandeur  inconnue ,  qui  repré- 
sentera la  résistance  de  la  surface.  Cette  force  sera 
normale  à  la  surface  donnée  ;  je  la  représenterai  par  N, 
et  par  A,  /u ,  v  ,  les  angles  qu'elle  fait  avec  les  prolon- 
gemens  des  coordonnées  x,  y,  z,  du  mobile;  les 
équations  du  mouvement  seront  alors 

^  =  X  +  N  cosA,.j 

g  =  Y  +  N  cos/*,  (       (3) 

§  =  Z+Ncos,.     ) 

En  représentant  par  L  =  o  l'équation  de  la  surface 
donnée  ,  et  faisant ,  pour  abréger  , 

v  =  ±  (d^  +  m  +  ^rf> 

\dx*   ~     df   nr    dz>  ) 
on  aura  (n°2i),  en  même  temps  , 

«7   dh  -wj    dh  TT   d\j 

COSA    =    V     y-,       COSiW    =    V     -j-  ,       COS  V   =   V   -r. 
dx  7  '  dj"  7  dz 

Après  avoir  substitué  ces  valeurs  dans  les  équa- 
tions (3) ,  on  éliminera  entre  elles  le  produit  NV  ; 
les  deux  équations  qui  en  résulteront,  jointes  à  L=o , 
serviront  à  déterminer  x,  y,  s,  en  fonctions  de  t.  On 
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tirera  ensuite  de  Tune  des  équations  (5),  ou  d'une 
combinaison  quelconque  de  ces  équations  ,  la  valeur 
de  KV  ;  et  comme  N  doit  toujours  être  une  quantité 
positive ,  le  signe  de  cette  valeur  fera  connaître  celui 
de  V;  au  moyen  de  quoi  la  force  normale  N  et  le 
sens  dans  lequel  elle  agit  seront  complètement  déter- 
minés. 

Si  le  mobile  est  assujetti  à  se  mouvoir  sur  deux 
surfaces  données ,  ou  sur  leur  courbe  d'intersection , 
on  le  considérera  encore  comme  entièrement  libre, 
après  avoir  joint  aux  forces  données  deux  forces 
inconnues  N  et  N' ,  normales  à  ces  surfaces  ;  et  en 
désignant  par  X,  fx ,  v ,  les  angles  qui  détermineront 
les  directions  de  la  première  par  rapport  aux  axes  des 
oc  ,  y,  z ,  et  par  à' ,  jjl  ,  /,  les  angles  qui  répondront 
à  la  seconde ,  il  en  résultera 

=  X  -f-  NcosA  +  N'cosà', 


de 
dp 

d'z 

~dp 


=  Y  -j-  Ncosu  +  N'cos^',  }  (4) 
=  Z   +  Ncos  v  +  N'cos  ?' , 


pour  les  équations  du  mouvement.  SiL=o  est  l'équa- 
tion de  la  surface  dont  N  est  la  résistance  ,  et  qu'on 
représente  par  L'=o  celle  de  la  surface  à  laquelle  N' 
correspond ,  les  valeurs  de  cos  x ,  cos  /&,  cos  v ,  seront 
les  mêmes  que  précédemment,  et  celles  de  cos  X9 
cos/uJ,  cos  /,  s'en  déduiront  par  le  changement  de  V 
et  L  en  V  et  1/.  Après  avoir  substitué  les  unes  et  les 
autres  dans  les  équations  (4) ,  on  éliminera  les  pro- 
duits NV  et  N'Y'.  L'équation  qui  en  résultera,  et  les 
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équations  données  L  =  o  et  1/  =  o  ,  serviront  à  dé- 
terminer les  valeurs  de  x ,  y,  z ,  en  fonctions  de  t. 
Cela  fait ,  on  tirera  de  deux  des  équations  (4) ,  les 
valeurs  de  NV  et  JVV,  dont  les  signes  seront  ceux 
de  V  et  V;  et,  de  cette  manière,  on  connaîtra  les 
forces  normales  N  et  N',  et  le  sens  dans  lequel  elles 
agissent  :  leur  résultante  sera  ,  en  grandeur  et  eu 
direction ,  la  résistance  de  la  courbe  sur  laquelle  le 
mobile  est  astreint  à  se  mouvoir. 

i52.  Pour  donner  une  forme  plus  simple  aux 
équations  (4) ,  soient  m  la  masse  du  mobile  et  jîiP  la 
pression  qu'il  exercera,  dans  son  état  de  mouvement, 
sur  la  courbe  qu'il  est  forcé  de  décrire.  Désignons 
par  <ar,  m' ,  &r* ',  les  angles  que  fait  la  direction 
de  cette  force  avec  les  prolongemens ,  dans  le  sens 
positif,  des  coordonnées  oc ,  y,  z,  de  ce  point  ;  la  ré- 
sistance que  la  courbe  oppose  au  mouvement  du  mo- 
bile, considérée  comme  une  force  accélératrice,  sera 
égale  et  contraire  à  Pj  en  la  joignant  aux  forces 
données  X,  Y,  Z,  qui  agissent  sur  le  mobile,  nous 
aurons,  au  lieu  des  équations  (4), 

=    X    —   P  COS<Z3*9 


de 

d*y_ 

de 

d2z 

IF 


=  Y   —  Pcos/sr7,  )     (5) 
=   Z  ■ —  Pcos<arf/. 


La  direction  de  la  force  P  n'est  pas  connue  à  priori  : 
on  sait  seulement  qu'elle  est  normale  à  la  courbe 
donnée;  d'où  il  résulte  que  le  cosinus  de  l'angle 
compris  entre  cette  direction  et  la  tangente  à  la  tra- 
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jectoire  doit  être  égal  à  zéro;  ce  qui  donne 

dx  djr  ,  dz  r,  ,n. 

-j-  cos m  +  ^-  cos  <ar    +  -r  cos  <ar  =  o.     (6) 

Les  angles  <ar,  <&' 9  <&",  seront,  en  outre,  liés  entre 
eux  par  l'équation  ordinaire 

cosa  <&  +  cosa  farf  +  cosa  <sr"  =  i . 

On  éliminera  P,  <gt9  <ar',  gt",  entre  ces  équations,  en 
ajoutant  les  équations  (5),  après  les  avoir  multipliées 

Par  ~is>  £'  Ts;  en  a^ant  e§ard  a  1?e'quation  (6)> 

et  en  faisant,  pour  abréger, 


on  a  alors 

dxd*x  +  dyd*y  -+-  dzrf^z 


=   <p. 


En  différentiant  l'équation  identique 
dir9  +  c?jr2  -I-  dz%  _        <&2 


et  divisant  par  2dî,  on  voit  que  le  premier  membre  de 

d? 


Téquation  précédente  est  la  même  chose  que  -j^  ;  on 


aura  donc  simplement 

d2s  ,   x 

.    de  =  *•  (7) 

La  force  <p  est  la  somme  des  composantes  des  forces 
données,  suivant  la  tangente  à  la  trajectoire,  les- 
quelles composantes  seront  regardées  comme  posi- 
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tives  ou  comme  négatives,  selon  qu'elles  tendront  à 
augmenter  ou  à  diminuer  Tare  s  décrit  par  le  mo- 
bile. L'équation  (7)  signifie  donc  que  dans  le  mou- 
vement curviligne ,  comme  dans  le  mouvement  rec- 
tiligne,  la  force  qui  agit  sur  le  mobile  dans  le  sens 

de  son  mouvement  est  égale  au  second  coefficient 

ds 
différentiel  de  l'espace  parcouru  :  à  cause  de  v  =  -j , 

on  peut  aussi  dire  qu'elle  est  égale  au  premier  coef- 
ficient différentiel  de  la  vitesse  acquise  c. 

Celte  équation  étant  indépendante  de  la  résistance 
de  la  courbe,  convient  aussi  au  mouvement  d'un  point 
matériel  entièrement  libre  et  à  celui  d'un  point  maté- 
riel assujetti  à  demeurer  sur  une  surface  courbe;  mais 
c'est  principalement  dans  le  cas  d'un  point  matériel  qui 
se  meut  sur  une  courbe  donnée ,  que  cette  équation 
pourra  être  utile.  On  tirera  des  équations  de  cette 
courbe  les  valeurs  de  œ ,  jr9  z,  en  fonctions  de  s;  et 
après  les  avoir  substituées  dans  l'équation  (7)  ,  il  ne 
restera  plus  qu'à  intégrer  cette  équation  du  second 
ordre  entre  s  et  t.  Les  deux  constantes  arbitraires 
que  renfermera  son  intégrale  se  détermineront  au 

ds 
moyen  des  valeurs  de  s  et  -7- qui  répondent  à  t=o, 

c'est-à-dire,  au  moyen  de  la  position  et  de  la  vitesse 
initiales  du  mobile.  Quand  les  trois  coordonnées  x , 
y,  z,  auront  été  déterminées  en  fonctions  de  t, 
d'après  l'intégrale  de  l'équation  (7),  jointe  aux  deux 
équations  données  de  la  trajectoire  ,  les  équations  (5j 
feront  connaître ,  à  un  instant  quelconque ,  les  trois 
composantes  de  la  pression  P  qu'éprouvera  la  courbe 
sur  laquelle  le  mobile   est  obligé   de  se  mouvoir» 
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On  trouvera,  dans  le  chapitre  suivant,  une  déter- 
mination plus  simple  de  cette  force  en  grandeur  et 
en  direction. 

§  II.    Conséquences  principales  des  formules 
précédentes. 

i55.  Lorsque  le  mobile  est  sollicité  par  une  force 
dirigée  vers  un  centre  fixe,  on  obtient  immédiatement 
trois  intégrales  premières  des  équations  (2). 

Pour  cela,  plaçons  l'origine  des  coordonnées  x,  y,  z, 
en  ce  point;  représentons,  en  grandeur  et  en  direc- 
tion, la  force  qui  sollicite  le  mobile,  par  son  rayon 
vecteur;  et  construisons  le  parallélépipède  dont  ce 
rayon  est  la  diagonale ,  et  qui  a  ses  trois  côtés  ad- 
jacens  sur  les  axes  des  x ,  y,  z.  Les  trois  coordonnées 
x,y,  z,  du  mobile  seront  les  grandeurs  de  ces  trois 
cotés,  et  représenteront  les  trois  composantes  de  la 
force  donnée  ;  en  sorte  que  l'on  aura 

X  :  Y  :  Z   ::   x  :  y  :  z; 

d'où  l'on  tire 

Xy  =  Yx,     Zx  =  Xz,     Yz  ==  Zj. 

D'un  autre  côté ,  les  équations  (2)  peuvent  être  rem- 
placées par  celles-ci  : 

yd%x  —  xdy  =  (Sy  —  Yx)  dt% ,   1 
xd*z  —  zd*x  =  (Zx  —  Xz)  dt% ,    >  (a) 
zd2y  —yd'z  =  (Yz  —Zy)  dt\    ) 

Or,  leurs  seconds  membres  sont  nuls  en  vertu  des 
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équations  précédentes  ;  et  comme  leurs  premiers 
membres  sont  les  différentielles  de  ydx —  xdy , 
xdz —  zdx,  zdj — jdz,  on  aura,  en  intégrant, 

ydx  —  xdy  =  cdt,     i 
xdz  —  zdx  =  c'dt,    >     (b) 
zdj  — jdz  =  c"dt  ;    ) 

c,  c' ,  c1,  étant  des  constantes  arbitraires. 

i54-  Pour  énoncer  le  théorème  contenu  dans  ces 
intégrales  premières  des  équations  du  mouvement, 
considérons  la  projection  AMB  (fig.  38)  de  la  trajec- 
toire du  mobile  sur  le  plan  des  coordonnées  x  et  y, 
dont  les  axes  sont  Ox  et  Oy.  Au  bout  du  temps  t, 
soient  M  la  projection  du  mobile,  OP  et  MP  son 
abscisse  x  et  son  ordonnéejr;  et  C  étant  le  point  où  cette 
courbe  coupe  l'axe  Oy ,  appelons  u  le  secteur  COM, 
p  l'aire  COPM,  q  le  triangle  OPM;  nous  aurons 

u  =  p  —  q,        q  **  \xy. 

Si  M'  est  la  projection  du  mobile  au  bout  du  temps 
t-\-dt,  MOM/  sera  l'aire  décrite  par  le  rayon  vecteur 
de  cette  projection  pendant  l'instant  dé;  ce  sera  aussi 
la  différentielle  de  u  ou  de  p  —  q;  et  à  cause  de 

dp  =ydx ,     dq-=\  xdj  +  \jdx , 

on  aura 

du  =  -  (ydx  —  xdy)  ; 

par  conséquent,  la  première  équation  (b)  signifie  que 
l'aire  décrite  pendant  chaque  instant  dt  par  le  rayon 
vecteur  de  la  projection  M  du  mobile  est  constante 
et  égale  à  \cdt-y  donc  aussi  l'aire  décrite  pendant  un 
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temps  t  quelconque,  est  proportionnelle  à  cette  va- 
riable et  égale  à  \ct.  t^s  aires  décrites  dans  ce  même 
temps  par  les  rayons  vecteurs  des  projections  du  mo- 
bile sur  les  plans  des  x  et  z9  et  des  y  et  z9  seront  de 
même  égales  a.±c't  eï\  c'ft. 

Concluons  donc  que  quand  un  point  matériel  est 
soumis  à  une  force  constamment  dirigée  vers  un 
centre  fixe,  les  aires  décrites  autour  de  ce  point  par 
le  rayon  vecteur  de  sa  projection  sur  un  plan  quel- 
conque passant  par  ce  même  point,  sont  proportion- 
nelles au  temps  employé  à  les  décrire. 

Réciproquement,  lorsque  cette  propriété  a  lieu  par 
rapport  à  trois  plans  rectangulaires  menés  par  le 
centre  des  aires,  on  en  peut  conclure  que  la  force  ou 
la  résultante  des  forces  qui  sollicitent  le  mobile  est 
constamment  dirigée  vers  ce  centre  fixe. 

En  effet ,  si  les  équations  (b)  sont  données,  on  aura? 
en  les  différentiant , 

yd*x — xd2y~o9  xd*z — zd*x=o9  zd*y — yd*zz=z&; 

en  vertu  des  équations  (a)9  qui  sont  celles  d'un  mou- 
vement quelconque,  on  aura  donc  aussi 

"Ky  =  Yx ,  7ax  =  Xz ,  Yz  =  7y  ; 

par  conséquent ,  les  forces  X,  Y,  Z,  seront  entre  elles 
comme  les  coordonnées  x 9  jj  z9  du  mobile;  ce  qui 
suffit  pour  que  leur  résultante  soit  constamment  di- 
rigée vers  l'origine  des  coordonnées.  Au  reste,  cette 
force  peut  être  attractive  ou  répulsive ,  c'est-à-dire 
qu'elle  peut  agir  suivant  le  rayon  vecteur  du  mobile, 
ou  suivant  son  prolongement. 
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i55.  Lorsqu'un  point  matériel  est  soumis  à  une 
force  dirigée  vers  un  centre  fixe,  il  est  évident  que 
sa  trajectoire  est  une  courbe  plane,  puisqu'il  n'y  au- 
rait aucune  raison  pour  qu'il  sortît,  plutôt  d'un  côté 
que  de  l'autre,  du  pian  passant  par  la  direction  de  sa  vi- 
tesse initiale  et  par  le  centre  fixe.  C'est  aussi  ce  que  l'on 
déduit  des  équations  (b);  car  en  les  ajoutant,  après  les 
avoir  multipliées  par  z9  y>  «r,  et  divisées  par  dt}  il  vient 

cz  +  c'y  +  cvx  =  o. 

On  peut  prendre  ce  plan  pour  celui  des  où  et  y; 
Faire  décrite  par  le  rayon  vecteur  même  du  mobile, 
dans  le  plan  de  sa  trajectoire,  sera  donc  proportion- 
nelle au  temps;  et,  de  plus,  le  théorème  précédent 
se  réduira  à  cette  proportionnalité.  En  effet,  si  ellca 
lieu  pour  l'aire  décrite  sur  le  plan  de  la  trajectoire, 
elle  aura  lieu  également  pour  l'aire  décrite  par  le 
rayon  vecteur  de  la  projection  du  mobile  sur  tout 
autre  plan  ;  car  cette  autre  aire  n'est  autre  chose  que 
la  projection  de  la  première  sur  ce  pian;  et  nous  sa- 
vons (n°  10)  que  la  projection  d'une  aire  plane  a  un 
rapport  constant  avec  Faire  projetée. 

i56.  L'aire  infiniment  petite  MOM'  peut  aussi  s'ex- 
primer en  coordonnées  polaires.  Pour  cela,  désignons 
par  r  le  rayon  vecteur  OM,  et  par  8  l'angle  MOx 
qu'il  fait  avec  l'axe  des  x.  Décrivons  du  point  0, 
comme  centre  ?  Far-c  de  cercle  OMN  qui  coupe  au 
point  N  le  rayon  vecteur  OM'  correspondant  à  l'angle 
S  —  ri8,  et  qui  aura  pour  longueur  rdQ.  Le  secteur  cir- 
culaire MON  sera  égal  à  {r^cÊ,  et  pourra  être  pris 
pour  l'aire  MOM',  en  négligeant  Faire  MNM',  infinir 


286  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE. 

ment  petite  du  second  ordre.  On  devra  donc  avoir 

jdx  —  xdj  =  r*dft; 

équation  que  l'on  vérifie  effectivement  au  moyen  des 
valeurs 

x  =  rcos  6,       y  =  rsinô, 

et  de  leurs  différentielles,  qui  sont 

dx  =  cos  fi  dr-\-  r  sin  8  d$ ,  dyz=  sin  9  dr  —  r  cos  9  d&, 

a.  cause  que  celle  de  l'angle  fi  est  ici  — dQ.  De  cette 
manière,  la  première  équation  (b)  prendra  la  forme 

rft<iô  =  cdt,  i 

sous  laquelle  on  l'emploie  ordinairement. 

On  exprime  de  même  en  coordonnées  polaires  l'é- 
lément de  la  courbe.  En  désignant  l'arc  CM  par  <7  et 
cet  élément  par  dcr ,  on  aura  à  la  fois 

MM/  =  d<r ,     MN  =  rdb ,     NM'  =  dr  ; 

en  considérant  MNM'  comme  un  triangle  rectiligne 
rectangle  en  N,  on  en  conclura  donc 

dcr*  =  dr*  +  r*dfr; 

ce  qu'on  peut  aussi  déduire  de  la  formule 

do*  =  dx*  +  dy*9 

au  moyen  des  valeurs  précédentes  de  dx  et  dj. 

A  cette  occasion,  nous  ferons  remarquer  que,  dans 
une  trajectoire  plane,  les  composantes  de  la  vitesse 
du  mobile  suivant  le  prolongement  MO'  de  son  rayon 
vecteur  MO,  et  suivant  la  perpendiculaire  à  ce  rayon  9 
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sont  exprimées  par 

dr        rdù 
dt>      dt> 

car  l'angle  O'MT  que  fait  ce  prolongement  avec  la 
tangente  MT  est  complément  de  l'angle  M  du  triangle 
M'MN;  d'après  ce  triangle,  on  a  donc 

cosO'MT  =  ^,    sinO,MT=~; 

a<r  a<r 

et  en  multipliant  ce  cosinus  et  ce  sinus  par  la  vitesse 

■j  ,  dirigée  suivant  MT,  on  aura  les  composantes  dont 

il  s'agit.  Il  est  souvent  utile  d'en  faire  usage.  Elles 

diffèrent  des  composantes  -j  et  ~-  de  la  même  vitesse 

en  ce  que  les  directions  de  celles-ci  sont  fixes,  et 
que  celles  des  précédentes  varient  avec  la  position 
du  mobile. 

d$ 
La  vitesse  -y- ,  avec  laquelle  le  rayon  vecteur  OM 

décrit  l'angle  COM,  compté  à  partir  d'une  droite  fixe, 
est  ce  qu'on  appelle  la  vitesse  angulaire  du  mobile.  Elle 

se  déduit,  comme  on  voit,  de  sa  vitesse  -=?  ,  perpen- 
diculaire à  OM,  en  la  divisant  par  la  longueur  de  ce 
rayon. 

157.  Revenons  maintenant  aux    équations   diffé- 
rentielles du  mouvement. 

Ajoutons  les  équations  (5)  du  n°  i5s,  après  les 
avoir  multipliées  par  dœ  9  dy ,  dz\  en  ayant  égard  à 
l'équation  (6)  du  même  numéro,  et  observant  que 
dxcPx  +  dydy  4-  dzd2z  1     7    ds%  1     , 
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il  en  résultera 

\d.v*  =  Xdx  +  Ydy  -f-  Zdz.       (c) 

Supposons  que  les  expressions  des  forces  données 
X,  Y,  Z,  ne  renferment  explicitement  ni  le  temps  t, 
ni  la  vitesse  v 9  et  qu'en  considérant  oc,  y,  z,  comme, 
des  variables  indépendantes,  cette  formule  (c)  soit 
une  différentielle  exacte;  faisons,  en  conséquence , 

X.doc  +  Ydj  +  Zdz  =  d. F  (oc ,  y,  z); 

F  indiquant  une  fonction  donnée  :  en  intégrant  l'é- 
quation (c)  et  désignant  par  C  la  constante  arbitraire, 
nous  aurons 

v*  =  2F  (oc, y,  z)  +  C. 

Pour  éliminer  cette  constante,  soient  a,  b ,  c ,  k,  les 
valeurs  initiales  de  oc, y,  z,  v;  on  aura 

&a  =  2F  (a,  b,  c)  +  C, 

et,  en  retranchant  cette  équation  de  la  précédente, 

vl  =  £a  +  2F  (oc,  y,  z)  —  2F  (a,  b ,  c).      (d) 

Ce  résultat  étant  indépendant  de  la  résistance  N  de 
la  courbe ,  égale  et  contraire  à  la  force  P  qui  entrait 
dans  les  équations  dont  on  l'a  déduit,  il  s'ensuit  qu'il 
a  également  lieu  dans  le  mouvement  d'un  point  ma- 
tériel entièrement  libre,  et  dans  le  mouvement  sur 
une  surface  ou  sur  une  courbe  donnée. 

La  conséquence  immédiate  de  cette  équation  (d) , 
c'est  que  la  vitesse  est  constante  et  le  mouvement 
uniforme  toutes  les  fois  que  le  mobile  n'est  sollicité 
par  aucune  force  donnée  :.  car  alors  la  fonction  F  est 
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nulle,  et  Ton  a  vz=k,  soit  que  le  mouvement  ait 
lieu  sur  une  surface  ou  sur  une  courbe  donnée,  ou 
que  le  mobile  soit  entièrement  libre. 

Celte  équation  nous  montre,  de  plus,  que  dans  la 
supposition  qu'on  a  faite  sur  la  nature  des  forces  X,  Y, 
Z,  l'accroissement  du  carré  de  la  vitesse  du  mobile, 
en  passant  d'une  position  à  une  autre,  est  toujours  le 
même,  quelle  que  soit  la  courbe  qu'il  a  décrite,  et 
ne  dépend  que  des  coordonnées  a,  b ,  c,  x ,  y,  zf 
des  deux  points  extrêmes.  Lorsque  cette  courbe  sera 
donnée,  ou  seulement  lorsque  le  mobile  sera  assu- 
jetti à  se  mouvoir  sur  une  surface  donnée,  on  pren- 
dra pour  k  la  vitesse  du  mobile  tangente  à  cette  courbe 
ou  à  cette  surface.  Si  la  percussion  exercée  sur  le 
mobile  à  l'origine  de  son  mouvement  n'a  pas  cette 
direction ,  elle  se  décomposera  en  deux  autres  forces, 
l'une  normale  et  l'autre  tangentielle;  la  première  sera 
détruite  par  la  résistance  de  la  courbe  ou  de  la  sur- 
face donnée;  et  c'est  la  seconde  qui  produira  la  vi- 
tesse ky  et  qui  en  déterminera  le  sens  et  la  direction. 

Si  l'on  désigne  par  C  une  constante  arbitraire ,  l'é- 
quation 

sera  celle  d'une  surface  qui  sera  atteinte  avec  des  vi- 
tesses égales  par  tous  les  mobiles  soumis  aux  mêmes 
forces,  partis  du  point  dont  a,  b,  c,  sont  les  coor- 
données, suivant  différentes  directions  et  avec  une 
même  vitesse  k.  Lorsque,  par  exemple,  ces  mobiles 
ne  sont  sollicités  que  par  la  pesanteur,  cette  équation 
est  celle  d'un  plan  horizontal. 

1.  19 
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Dans  le  cas  d'une  courbe  donnée,  on  déduira  de 
ses  équations  les  valeurs  de  x,y,  z,  en  fonctions  de 
l'are  s;  en  les  substituant,  dans  l'équation  (d),  et  y 

ds 
mettant  —  à  la  place  de  v,  on  en  tirera 

dt  =  S  ds , 

où  S  est  une  fonction  donnée  de  s  ;  par  conséquent, 
dans  ce  cas,  la  détermination  du  temps  en  fonction 
de  l'espace  parcouru  se  trouvera  réduite  à  l'intégra- 
tion d'une  différentielle  donnée.  Mais  la  supposition 
sur  laquelle  est  fondée  l'équation  (d\  et,  conséquem- 
ment ,  cette  équation,  n'auront  pas  lieu  quand  le  mo- 
bile éprouvera  la  résistance  d'un  milieu,  qui  est  une 
force  dépendante  de  la  vitesse;  il  en  sera  de  même 
lorsqu'il  s'agira  du  mouvement  d'un  point  matériel 
attiré  ou  repoussé  par  d'autres  points  qui  seront  eux- 
mêmes  en  mouvement;  circonstance  qui  introduira 
le  temps  t  explicitement  dans  les  valeurs  de  X,  Y,  Z. 
Dans  ces  deux  cas,  si  la  trajectoire  est  une  courbe 
donnée,  on  fera  usage  de  l'équation  (c),dans  laquelle 

ds 
on  mettra  —  au  lieu  de  v«  et  oui  se  changera  dans 

dt  *  ° 

l'équation  (7)  du  n°  i5s. 

i58.  La  formule  Hdx  +  Xdy  +  Zdz  sera  une  dif- 
férentielle exacte,  comme  on  vient  de  le  supposer, 
toutes  les  fois  que  le  mobile  sera  attiré  ou  repoussé 
par  des  centres  fixes,  et  que  les  intensités  de  ces  forces 
seront  exprimées  par  des  fonctions  de  la  distance  aux 
centres  dont  elles  émanent. 

En  effet,  soient  e,  f,  g,  les  trois  coordonnées  d'un 
des  centres  fixes,  rapportées  aux  mêmes  axes  que  x, 
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y,  z.  Désignons  par  r  3a  distance  du  mobile  à  ce 
point  ;  on  aura 

r'  =  (e  -  x)'  -j-  (/_  jY  +  (g  —  z)>  ; 

et  les  cosinus  des  angles  que  cette  droite  r  fait  avec 
des  axes  menés  par  le  mobile,  suivant  les  directions 
des  x ,  y ,  z ,  positives,  seront  les  rapports  de  e —  x, 
f  —  J>  §■ — z>  ■  r-  S*  donc  on  représente  par  R  la 
force  attractive,  dirigée  du  mobile  vers  ce  centre 
fixe,  ses  trois  composantes  auront  pour  expressions 

Me  — oc)         R(/-J)  R  {g  -  z) 

r         '  r  >  r  > 

et,  conséquemment,  la  partie  de  ILdx -{-Ydy  4-  Zdz 
qui  proviendra  de  R  sera 

T> 

7  [(e  —  *)  <&  +  (/—  g)  dj  +  (g  —  z)  dz\ 
Mais  en  différentiant  la  valeur  de  ra,  on  a 

rdr  =  —  (e  —  x)  dx  —  (/ — y)  dy  —  (g  —  z)  dz  ; 

ce  qui  réduit  à  —  Rdr  la  quantité  précédente.  Si  la 
force  qui  émane  du  centre  fixe  était  répulsive,  il  suf- 
firait de  changer  le  signe  de  cette  quantité ,  qui  de- 
viendrait Rdr ,  en  considérant,  dans  tous  les  cas,  R 
comme  une  quantité  positive. 

On  conclut  de  là  que  si  le  mobile  est  soliicité  par 
un  nombre  quelconque  de  forces  R,  R',  R",  etc.,  qui 
émanent  de  centres  fixes,  dont  les  distances  à  ce  point 
matériel  sont  r,  r ,  r",  etc. ,  on  aura 

Xdx+Ydj  +  Zdz  sx  zpRrfr  qpR'dr'  qp  R"rfr"q=  etc.; 

19.. 
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les  signes  supérieurs  ayant  lieu  dans  le  cas  des  attrao*» 
tions,  et  les  signes  inférieurs  dans  le  cas  des  répul- 
sions. Or,  en  supposant  que  chacune  de  ces  forces  soit 
une  fonction  donnée  de  la  distance  correspondante , 
tous  les  termes  de  cette  valeur  de  lLdx-\-Xdy-\-7idz 
seront  des  différentielles  dépendantes  d'une  seule  va- 
riable, et,  par  conséquent,  cette  formule  sera  une 
différentielle  exacte  ;  ce  qu'il  s'agissait  de  prouver. 

On  voit  aussi  par  là,  et  d'après  l'équation  (d)9  que 
l'accroissement  du  carré  de  la  vitesse  provenant  de 
chacune  des  forces  R,  R',  Rf/,  etc.,  sera  le  même 
que  si  elle  existait  seule  :  à  l'égard  de  la  force  R, 
par  exemple,  cet  accroissement  sera  exprimé  par 
qz  2fJ\.dr,  en  prenant  l'intégrale  de  manière  qu'elle 
s'évanouisse  pour  la  valeur  initiale  de  r. 

1 5g.  Dans  le  cas  d'un  point  matériel  pesant,  qui 
se  meut,  sur  une  courbe  donnée,  dans  le  vide  et  sans 
frottement  sur  cette  courbe,  l'équation  (d)  se  ré- 
duira à 

v*  =  k*  -f  ig  (z  —  c)  , 

en  désignant  par  g  la  gravité,  et  prenant  Taxe  des  % 
positives  vertical  et  dans  le  sens  de  cette  force,  de 
sorte  qu'on  ait 


X  =  o,     Y  =  o,     Z 


8- 


Soient  ABBC  (fîg.  39)  la  courbe  donnée,  B  son 
point  le  plus  bas,  A  son  point  le  plus  élevé,  qui 
peut  n'être  pas  dans  la  même  verticale  que  B,  et  B 
le  point  de  départ  du  mobile.  Plaçons  en  ce  dernier 
point  l'origine  des  z,  et  supposons  que  la  vitesse  ini- 
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haie  k  soit  due  à  une  hauteur  h  ;  nous  aurons 

c  =  o  ,        k*  =  2g&  , 
et,  par  conséquent, 

v*  =  2g(h  *+■  z): 

Il  en  résultera  que  quand  le  mobile  arrivera  au 
point  B,  la  vitesse  maxima  sera  la  même  que  s'il  fût 
tombé  de  la  hauteur  h,  augmentée  de  celle  du  point 
D  au-dessus  du  plan  horizontal  mené  par  le  point  B. 
En  vertu  de  cette  vitesse  acquise,  le  mobile  s'élèvera 
le  long  de  BCA;  sa  vitesse  diminuera  continuelle- 
ment ;  et  si  l'on  a  h  ■=.  o ,  elle  sera  nulle  au  point  C 
situé  dans  le  même  plan  horizontal  que  D.  Parvenu 
au  point  C ,  le  mobile  redescendra  le  long  de  CB  ;  et 
il  oscillera  ainsi  indéfiniment  de  D  vers  C ,  et  de  C 
vers  D.  Lorsque  la  constante  hue  sera  pas  nulle,  le 
mobile  s'élèvera  au-dessus  du  point  C.  Si  l'élévation 
du  point  A  au-dessus  du  plan  horizontal  qui  com- 
prend D  et  C,  est  moindre  que  h,  le  mobile  n'atr 
teindra  pas  le  point  A;  il  s'arrêtera  en  un  certain 
point  C;  et  si  l'on  mène  par  C'  un  plan  horizon^- 
tal  qui  coupe  la  courbe  en  un  autre  point  D',  \e 
mobile  oscillera  indéfiniment  de  C'  vers  D',.  et  de 
D'  vers  C.  Les  oscillations  seront  toutes  isochrones 
ou  d'égale  durée.  Cela  est  évident  à  l'égard  de  celles 
qui  auront  lieu  dans  le  même  sens  ;  et  l'on  voit 
aussi  que  la  durée  de  chaque  oscillation  de  C  vers 
D'  sera  la  même  que  celle  d'une  oscillation  de  D' 
vers  C/,  en  observant  qu'un  élément  quelconque  de 
la  courbe  sera  parcouru  avec  la  même  vitesse  dans 
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les  deux  cas.  Cette  durée  commune  de  toutes  les 
osciiiations  entières  dépendra  de  la  forme  de  la 
courbe  et  de  la  grandeur  de  h. 

Lorsque  l'élévation  de  A  au-dessus  du  plan  hori- 
zontal passant  par  le  point  de  départ  sera  égale  a  h, 
le  mobile  approchera  indéfiniment  du  point  A  , 
mais  ne  l'atteindra  qu'après  un  temps  infini.  Quand 
cette  élévation  sera  plus  grande  que  h,  le  mobile 
dépassera  le  point  A ,  et  parcourra  la  circonférence 
entière  de  la  courbe  donnée.  Revenu  au  point  D , 
sa  vitesse  sera  la  même  qu'à  l'origine  du  mouve- 
ment ;  d'où  l'on  conclut  qu'il  fera  une  suite  in- 
définie de  révolutions ,  qui  auront  toutes  une  égale 
durée ,  dépendante  de  la  forme  de  la  courbe  et  de 
la  grandeur  de  h. 

Si  la  courbe  donnée  est  d'abord  comprise  dans  un 
plan  vertical,  taugent  à  un  cylindre  à  base  quel- 
conque ,  et  qu'on  enveloppe  ce  plan  sur  le  cylindre, 
de  sorte  que  la  courbe  donnée  devienne  une  ligne  à 
double  courbure,  le  mouvement  oscillatoire  ou  révo- 
lutif  du  mobile  ne  changera  nullement ,  en  suppo- 
sant, toutefois,  que  son  point  de  départ  et  sa  vitesse 
initiale  restent  les  mêmes  ;  car  alors  la  valeur  de  t 
en  fonction  de  <?,  déterminée  comme  il  a  été  dit  pré- 
cédemment (n°  157),  ne  dépendra  que  de  celle  de  z 
en  fonction  de  s ,  qui  ne  changera  pas,  quelle  que 
soit  la  base  du  cylindre  vertical  sur  lequel  la  courbe 
donnée  sera  tracée. 

160.  Dans  tous  les  cas  où  l'équation  (d)  a  lieu,  et 
où  le  mobile  n'est  pas  astreint  à  se  mouvoir  sur 
une  courbe  donnée ,  celle  qu'il  décrit  pour  aller  d'un 


DYNAMIQUE,  PREMIÈRE  PARTIE.  2ç5 

point  donné  que  j'appellerai  A,  à  un  autre  point 
donné  que  je  nommerai  B ,  jouit  d'une  propriété 
remarquable.  Si  le  mobile  est  entièrement  libre  , 
l'intégrale  fvds,  prise  depuis  ie  point  A  jusqu'au 
point  B,  est  plus  petite  que  suivant  toute  autre 
courbe  aboutissant  à  ces  deux  points;  s'il  est  assu- 
jetti à  se  mouvoir  sur  une  surface  donnée ,  cette 
propriété  de  la  trajectoire  n'a  plus  lieu  que  relati- 
vement à  toutes  les  courbes  tracées  sur  cette  sur- 
face, et  qui  aboutissent  toujours  aux  points  A  et  B. 
Dans  ces  deux  cas ,  ds  est  l'élément  différentiel 
d'une  courbe  quelconque  ,  qui  répond  aux  coordon- 
nées x,  y,  z,  et  v  une  fonction  de  ces  trois  varia- 
bles et  d'une  constante  k ,  donnée  par  l'équation  (d). 

La  démonstration  de  ce  théorème  revient  à  prou- 
ver qu'en  vertu  des  équations  du  mouvement ,  la 
variation  de  fvds  est  nulle,  en  supposant  fixes  les 
limites  de  cette  intégrale  :  alors  elle  sera  un  mi- 
nimum ou  un  maximum -,  et  ce  sera  toujours  le  mini" 
mum  qui  aura  lieu  quand  le  mobile  sera  entièrement 
libre  ;  car  il  est  évident  que  l'intégrale  fvds  pourra 
croître  indéfiniment  avec  la  longueur  de  la  trajec- 
toire ,   et  ne  sera  pas  susceptible  de  maximum. 

Or ,  par  les  règles  les  plus  simples  du  calcul  des 
variations ,  on  a 

£.fvds  =  f£.vds,     eP.vds  =  Svds  +  v£ds. 

D'ailleurs  dt  étant  l'élément  du  temps,  on  a  ds=  vdt; 
donc 

fvds  =  ?dûl?% 

Si  Ton  différence  l'équation  (d)  et  que  l'on  remplace 
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les  différentielles  dx9  dyr  dz,  par  les  variations  J\r, 

jy,  Jz,  on  aura 

En  ayant  égard  aux  valeurs  de  cos  A  ,  eos  ^ ,  cos  v  , 
^t  observant  que 

les  équations  (3)  du  n°  i5i  donnent 

XJW-Y  Jy+zj\s=g^ +$  jy+g^z-NVJL. 

Le  terme  NVcfL  n'entrerait  pas  dans  cette  équation , 
si  le  mobile  était  entièrement  libre  ;  quand  il  est 
assujetti  à  se  mouvoir  sur  la  surface  dont  l'équation 
est  L  =  o,  ce  terme  est  nul;  car  toutes  les  courbes 
que  Ton  compare  à  la  trajectoire  du  mobile  devant 
aussi  être  tracées  sur  cette  surface  ,  on  a  cTL  =  o  ; 
donc  on  doit  supprimer  ce  terme  dans  tous  les  cas  ; 
et  il  en  résulte 

fvds  =  Ut<r.v>=^<?œ  +  ^  fy  +  ^  <?z. 

Quant  au  second  terme  v£ds  de  la  variation  de  vds , 
nous  avons 

ds%  =  dx*  +  dj%  +  dz%  , 

et,  par  conséquent, 

M  =  g  Sdx  +  f  fdjr  +  g  Hz; 

donc,  à  cause  de  ds  ==  p<i£,  et  en  intervertissant,  dans 
le  second  membre,  l'ordre  des  caractéristiques  det  JV 
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nous  aurons 

„Sds  =  %td?x±§  dïy  +  g  m. 

En  réunissant  ces  deux  parties  de  la  valeur  de  cT .  vds, 
il  vient 

d'où  Fon  conclut 

/j\  vds  =  ~  cflr  +  —  jy  +  57  ^2  +  c(>nstante  ? 

pour  l'intégrale  indéfinie  de  J^.vds.  Mais  les  deux 
points  extrêmes  A  et  B  étant  supposés  fixes ,  les  va- 
riations d\r,  £yy  Szf  qui  s'y  rapportent,  devront  être 
nulles  ;  par  conséquent ,  l'intégrale  définie  /cP .  vds  , 
prise  depuis  le  point  A  jusqu'au  point  B,  laquelle  est 
égale  à  la  variation  iï.fvds,  se  réduira  à  zéro;  ce 
qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

161.  Quand  le  mobile,  assujetti  à  se  mouvoir  sur 
une  surface  courbe ,  n'est  sollicité  par  aucune  force 
donnée ,  sa  vitesse  est  constante  (n°  157);  l'intégrale 
fvds  est  donc  le  produit  vs.  Par  conséquent  l'arc  s 
décrit  par  le  mobile  est,  en  général,  la  ligne  la  plus 
courte  du  point  A  au  point  B;  et  il  suit  de  l'unifor- 
mité du  mouvement,  que,  dans  ce  cas,  le  mobile 
va  d'un  point  à  l'autre ,  dans  un  temps  plus  court 
que  s'il  était  forcé  de  décrire  sur  la  surface  donnée 
toute  autre  courbe  que  sa  trajectoire.  Toutefois, 
si  cette  surface  est  fermée  de  toute  part ,  comme  une 
sphère,  par  exemple,  les  points  A  et  B  seront  les 
extrémités  de  deux  arcs  de  grand  cercle ,  dont  l'un 
sera  moindre  et  l'autre  plus  grand  que  tous  les  arcs 
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de  petits  cercles  aboutissant  aux  mêmes  points;  et  le 
mobile  pourra  décrire  Tune  ou  l'autre  de  ces  deux 
portions  d'un  même  grand  cercle,  selon  le  sens  de  sa 
vitesse  initiale  k  tangente  à  la  sphère. 

On  peut  présenter  l'équation  différentielle  de  la 
trajectoire  sous  une  forme  qui  mette  en  évidence  la 
propriété  de  la  ligne  la  plus  courte  sur  une  surface 
quelconque,  laquelle  consiste  en  ce  que  son  plan  os- 
culateur  en  chaque  point  est  normal  à  cette  surface. 

Les  forces  X,  Y,  Z,  étant  supposées  nulles,  les 
équations  (3)  du  n°  i5i  se  réduisent  à 

d2x         -T  d2y         ^  d*z  ^r 

— -r  =  JNcosA,      -^- =  JN  cos^ ,     -r— =JNcosr. 

de  de  nj       dt% 

A  cause  que  v  est  une  constante,  et  que  vtz=s  > 
on  a 

d2x  .  d2x        d'y  n  dly         d*z  .  d2z 

de  ds%  9     de  ds*  9       de  ds2  ' 

en  prenant  l'arc  s  pour  la  variable  indépendante;  et 
cela  étant,  on  pourra  remplacer  les  équations  précé- 
dentes par  celles-ci  : 

dxdW —  dyd2x  N  /  dx  dy  .  \ 

J    ,  ,    J =  —(---  COS/A f-COSA  )  , 

dss  v\ds  ^         ds  J 


dzd*x  —  dxd2z  N  /dz  „  dx 

rr =  -ri  ~r  COS  A — 

dss  v*  \ds  ds 

dyd'z  —  dzd2y         N  /dy  dz 

~  -ri  -f  COS  V  — • 


ds3  v2  \  ds 


,  dz            „          dx  \ 

[  —  cos  A -  cos  v  J  , 


qui  s'en  déduisent  aisément.  Je  les  ajoute  après  les 
avoir  multipliées  par  cos  v,  cos  {jl9  cos  A;  la  quantité  N 
disparaît ,  et  l'on  a  simplement 
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dxd'r—djd'x  ,    dzd'x  —  dxd'z  -\ 

ds>  C0S  "  + d? C°Sf"  , 

'  ds*  ) 

D'après  les  valeurs  de  ces  A ,  cos  ju, ,  cos  v,  citées  dans 
le  n°  i5i  ,  on  aura  donc 


dxd*y  —  djd2x  dL    ,     dzd2x  —  dxd2z  dL  \ 

ds3  dx    '  d.?3  4/  ( 

dyd*z  —  dzd*y  dL  ( 


(/) 


pour  l'équation  différentielle  seconde  de  la  trajec- 
toire. On  y  substituera  la  valeur  de  l'une  des  trois 
coordonnées  x9  y  9  z,  en  fonction  des  deux  autres  , 
tirée  de  1  équation  L  =  o  de  la  surface  donnée, 
sur  laquelle  cette  courbe  doit  être  tracée;  on  inté- 
grera ensuite  l'équation  à  deux  variables  qui  en  ré- 
sultera; puis  on  déterminera  les  deux  constantes  ar- 
bitraires que  l'intégrale  renfermera,  en  assujettissant 
la  courbe  à  passer  par  les  deux  points  A  et  B  de 
la  surface  donnée.  L'équation  qu'on  obtiendra  de 
cette  manière,  et  qui  sera,  comme  on  voit,  indé- 
pendante de  la  grandeur  et  de  la  direction  de  la  vitesse 
initiale  k,  devra  être  celle  de  la  ligne  la  plus  courte 
entre  ces  deux  points. 

Or,  si  l'on  appelle  et  9  ë ,  y  ,  les  angles  que  la  nor- 
male au  plan  osculateur  d'une  courbe  quelconque , 
au  point  dont  les  coordonnées  sont  x  9  y9  z,  fait 
avec  leurs  prolongemens  dans  le  sens  positif,  et  qu'on 
fasse ,  pour  abréger , 


i 


l{dxd>j-—dj-d'x)*+  (dzd2x—dxd2zy+(dj-dnz—dzdy)!l¥  s=s  h, 
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nous  aurons 

cos  a  =  j  (  djd?z  —  dzdy) , 
cos  ë  =  -  (dzd%x  —  dxd*z) , 
cos  y  =  £  (dxdy  —  djd*x) , 

d'après  les  formules  (5)  du  n°  ig,  où  ces  mêmes 
angles  sont  représentés  par  A,  jjl,  v.  En  vertu  de 
lequation  (e),  on  aura  donc 

cos  À  cos  cl  +  cos  ë  cos  /jl  +  cos  y  cos  v  =  o  ; 

ce  qui  montre  que  la  normale  au  plan  osculateur 
de  la  trajectoire,  et  la  normale  à  la  surface  donnée, 
sont  perpendiculaires  l'une  à  l'autre  ;  d'où  l'on  con- 
clut que  l'équation  (/"),  qui  appartient  à  la  ligne 
la  plus  courte ,  est  aussi  celle  de  la  courbe  qui  a  par- 
tout son  plan  osculateur  normal  à  la  surface  donnée  ; 
en  sorte  que  ces  deux  lignes  sont  une  seule  et  même 
courbe  tracée  sur  cette  surface,  quand  on  les  assujettit 
l'une  et  l'autre  à  passer  par  les  mêmes  points  ex- 
trêmes A  et  B. 

Il  suit  de  là  que  ,  quand  ces  deux  points  appar- 
tiennent à  une  des  lignes  de  courbure  de  la  surface 
donnée ,  cette  ligne  est  la  plus  courte  d'un  point  à 
l'autre;  car  son  plan  osculateur  en  un  point  quel- 
conque renferme  deux  normales  consécutives  à  là 
surface  donnée,  et  est,  par  conséquent,  normal  à 
cette  surface. 
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§  III.  Digression  sur  le  mouvement  de  la  lumière. 

162.  Le  théorème  du  n°  160  est  connu  sous  la  dé- 
nomination de  principe  de  la  moindre  action  ,  qui 
lui  vient  du  point  de  vue  métaphysique  sous  lequel 
on  l'a  d'abord  envisagé,  et  qu'on  a  depuis  justement 
abandonné.  Mais  il  peut  encore  être  utile  de  donner 
ici  une  des  premières  applications  qu'on  a  faites  de 
ce  principe,  celle  qui  est  relative  à  la  réflexion  et  à 
la  réfraction  de  la  lumière  dans  le  système  de  Té- 
mission. 

Tant  qu'un  rayon  lumineux  se  meut  dans  un  mi- 
lieu d'une  égale  densité,  sa  vitesse  et  sa  direction 
restent  les  mêmes;  mais  quand  il  passe  d'un  milieu 
dans  un  autre,  sa  direction  s'infléchit  et  sa  vitesse 
change.  Dans  l'instant  du  passage ,  la  lumière  décrit 
une  courbe  d'une  étendue  inappréciable,  dont  on 
peut  faire  abstraction  sans  erreur  sensible.  La  tra- 
jectoire de  chaque  particule  lumineuse  est  donc  alors 
l'assemblage  de  deux  droites,  dont  chacune  est  dé- 
crite d'un  mouvement  uniforme.  Ainsi,  en  appe- 
lant jr  et  y  les  longueurs  de  ces  droites,  n  la  vilesse 
de  la  lumière  dans  le  premier  milieu,  n'  sa  vitesse 
dans  le  second ,  on  aura  nj  pour  la  valeur  de  l'in- 
tégrale fvds,  prise  depuis  le  point  de  départ  delà 
particule  jusqu'à  son  entrée  dans  le  second  milieu, 
et  n'y  pour  la  partie  de  cette  intégrale  relative  au 
second  milieu;  par  conséquent  cette  intégrale,  prise 
dans  toute  l'étendue  de  la  trajectoire,  sera  expri- 
mée par  ny  +  riy';   et  c'est  cette  somme  qui  doit 
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être  un  minimum,  d'après  le  principe  de  la  moindre 
action. 

Avant  d'aller  plus  loin,  observons  que,  si  le  second 
milieu  est  une  substance  diaphane  et  cristallisée,  la 
vitesse  de  la  lumière ,  dans  cette  substance,  dépendra, 
en  général,  de  la  direction  du  rayon  lumineux;  en 
sorte  qu'elle  sera  constante  pour  un  même  rayon , 
mais  variable  d'un  rayon  à  un  autre.  Le  phénomène 
de  la  double  réfraction  que  présentent  le  spath  d'Is~ 
lande  et  la  plupart  des  cristaux  transparens ,  tient  à 
la  différence  de  vitesse  des  différens  rayons  lumineux 
qui  les  traversent.  On  doit  alors  regarder  la  vitesse  nf 
comme  une  fonction  des  angles  qui  déterminent  la 
direction  de  chaque  rayon  ;  et  la  loi  de  la  réfraction 
dépend  de  la  forme  que  l'on  suppose  à  cette  fonction. 
En  faisant  une  hypothèse  convenable  sur  cette  forme, 
Laplace  est  parvenu  à  déduire  du  principe  de  la 
moindre  action  (*)  ,  la  loi  de  la  double  réfraction, 
découverte  par  Huyghens  et  confirmée  par  Malus; 
mais  ce  n'est  point  ici  le  lieu  d'exposer  cette  théorie  : 
nous  nous  bornerons  à  considérer  le  cas  où  tous  les 
rayons  se  meuvent  avec  la  même  vitesse,  quelles 
que  soient  leurs  directions.  Dans  le  calcul  suivant , 
les  vitesses  n  et  n!  seront  donc  regardées  comme  des 
quantités  données  pour  chaque  milieu  en  particulier, 
et  indépendantes  de  la  direction  des  rayons  lumi- 
neux. 

i65.  Soient  maintenant  A  et  B  (fig.  40)  ^es  deux 

(*)  Mémoire  de  la  première  classe  de  l'Institut ,  pour  l'an- 
née 1809. 
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points  extrêmes  de  la  trajectoire.  Supposons  que  la 
surface  de  séparation  des  deux  milieux  soit  plane,  et 
menons  par  ces  deux  points  un  plan  qui  la  coupe 
suivant  la  droite  CD.  Soit  encore  AEB  une  ligne  bri- 
se'e  au  point  E,  qui  représente  la  projection  de  la 
trajectoire  sur  ce  plan.  Menons  par  les  points  A,  B, 
E,  les  perpendiculaires  AF,  BG,  HEK,  à  la  droite 
CD.  Puisaue  la  position  des  points  A  et  B  est  don- 
née, les  trois  droites  AF,  BG,  FG,  sont  connues; 
mais  la  position  du  point  E,  et  les  angles  AEH  et 
BEK  sont  inconnus,  et  doivent  être  déterminés  parla 
condition  du  minimum.  Nous  supposerons  donc 

AF  =  tf,  BG  =  6,  FG  =  c,  AEH  =  .x,  BEK  =  .r'; 

les  triangles  rectangles  AFE  et  BGE  donneront 

EF  =  a  tang  x  ,     EG  :=  b  tang  x'  ; 

par  conséquent,  on  aura 

a  tang  x  +  b  tang  x'  =  c,       (à) 

Le  rayon  lumineux  traverse  la  surface  de  sépara- 
tion des  deux  milieux  en  un  point  dont  E  est  la  pro- 
jection sur  le  plan  de  la  figure.  Si  nous  appelons  z  la 
distance  de  ce  point  inconnu  au  point  E, y  sera  l'hy- 
poténuse d'un  triangle  rectangle  dont  z  et  AE  seront 
les  deux  petits  côtés,  et  y  l'hypoténuse  d'un  autre 
triangle  qui  aura  z  et  BE  pour  ses  deux  petits  côtés  ; 
mais  en  considérant  les  triangles  AEF  et  BEG,  on  a 

ÀE:=-%,      BE  ==  — „• 

COS  X  COS  X 
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on  aura  donc 


^"fvfc+ssk»    /=W+    " 


cos'1  x         ^  V  cosa  a: 


Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  la  quantité  ny-\-  n'j\ 
il  en  résultera  une  fonction  de  z,  x ,  x\  qui  devra 
être  un  minimum  par  rapport  à  ces  trois  variables , 
dont  les  deux  dernières  sont  liées  entre  elles  par  l'é- 
quation (a).  11  faudra  donc  d'abord  que  la  différen- 
tielle de  cette  fonction,  prise  par  rapport  à  z,  soit 
égale  à  zéro  ;  d'où  l'on  conclut 

dr  ,  dr  nz     ,      riz 

n-f-  +  ri  -f-  = -  =  o. 

dz  dz         y         y 

Or,  on  ne  peut  satisfaire  à  cette  condition  qu'en  pre- 
nant. z=  o;  ce  qui  nous  apprend  que  le  rayon  lu- 
mineux traverse  au  point  E  la  surface  de  séparation 
des  deux  milieux,  et,  par  conséquent,  qu'il  ne  sort 
pas  du  plan  perpendiculaire  à  cette  surface,  mené 
par  les  points  A  et  B. 

En  faisant  donc  z  =  o,  on  aura  simplement 

+         ,             na  rib 

nr  =  + 


cos  x  cos  x'  y 


et  en  égalant  à  zéro  la  différentielle  complète  de 
cette  quantité,  il  vient 

na  sin  xdx     ,      rib  sin  x' ' dxr 

-4— —   O  * 

cos*  x  cosa  x' 

mais  en  différentiant  aussi  l'équation  (a),  on  a,  en 
même  temps, 

adx         ,         bdx' 

-t-   ' —  o  ; 

cos2  x  cos2  x' 
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dx' 
dx 


dx' 
et  si  l'on  élimine  -j-  entre  ces  deux  équations ,  on 


trouve 

n  sin  x  =  jï  sin  x'.         (b) 

Celle-ci  et  l'équation  (a)  détermineront  les  valeurs 
de  x  et  xr  qui  répondent  au  minimum  de  nj  -f-  n'y' . 
Après  avoir  calculé  la  valeur  de  x,  on  construira  le 
point  E ,  en  prenant  EF  =  a  tang  x  ;  ensuite  on  tirera 
les  droites  AE  et  BE ,  et  la  ligne  brisée  AEB  sera  la 
route  que  suit  le  rayon  lumineux  pour  aller  du  point 
A  au  point  B. 

L'angle  AEH  compris  entre  la  normale  EH  à  la 
surface  de  séparation  des  deux  milieux ,  et  le  rayon 
incident  AE,  est  ce  qu'on  appelle  Y  angle  d'incidence; 
l'angle  BEK,  compris  entre  le  prolongement  EK  de 
cette  normale  et  le  rayon  réfracté  BE ,  se  nomme 
Y  angle  de  réfraction.  Ces  deux  angles  ont  été  dési- 
gnés par  x  et  xr.  Ainsi  l'équation  (b)  fera  connaître 
l'angle  de  réfraction  quand  l'angle  d'incidence  sera 
donné  ;  et  Ton  voit ,  d'après  cette  équation ,  que  le 
sinus  de  l'angle  de  réfraction  est  au  sinus  de  l'angle 
d'incidence  dans  un  rapport  constant. 

C'est,  en  effet,  la  loi  connue  de  la  réfraction  ordi- 
naire, dont  la  découverte  est  due  à  Descartes.  Le 
rapport  des  deux  sinus  dépend  de  celui  des  vitesses 
n  et  n'  relatives  aux  milieux  que  l'on  considère,  et, 
pour  cette  raison ,  il  varie  avec  les  différentes  sortes 
de  milieux  transparais. 

164.  Si  le  rayon  lumineux,  au  lieu  de  pénétrer 
dans  le  second  milieu,  est  réfléchi  à  la  surface  de  sé- 
i-  20 
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paration ,  sa  vitesse  sera  constante  dans  toute  l'éten- 
due de  la  trajectoire,  qui  est  alors  comprise  en  entier 
dans  un  même  milieu.  L'intégrale  fvds  sera  donc 
égale  à  la  longueur  totale  de  la  trajectoire,  multi- 
pliée par  cette  vitesse  constante  ;  par  conséquent,  cette 
longueur  devra  être  un  minimum,  en  vertu  du  prin- 
cipe de  la  moindre  action. 

Supposons  donc ,  comme  dans  le  numéro  précé- 
dent,, que  la  surface  de  séparation  soit  plane.  Soient 
A  et  B  (  fîg.  40  ^es  deux  points  extrêmes  de  la  tra- 
jectoire; menons  par  ces  points  un  plan  perpendicu- 
laire à  cette  surface,  qui  la  coupe  suivant  CD  :  chaque 
particule  de  lumière  ira  du  point  A  au  point  B,  en 
suivant  une  ligne  brisée  AEB,  la  plus  courte  de  toutes 
celles  qui  se  réfléchissent  sur  la  surface  de  séparation. 
Or,  il  est  d'abord  évident  que  cette  ligne  sera  com- 
prise dans  le  plan  perpendiculaire  à  cette  surface  ;  car 
toute  autre  trajectoire  serait  plus  longue  que  sa  pro- 
jection sur  ce  plan.  De  plus,  il  est  aisé  de  prouver, 
sans  aucun  calcul,  que  la  plus  courte  ligne  brisée 
est  celle  qui  fait  deux  angles  égaux  avec  la  droite 
CD ,  c'est-à-dire  que  si  l'on  a 

AEC  ==  BED , 

la  ligne  AEB  sera  plus  courte  que  toute  autre  ligne 
brisée  AE'B,  dont  le" point  E'  appartient,  ainsi  que 
E,  à  la  droite  CD. 

En  effet,  abaissons  de  A  la  perpendiculaire  AF  sur 
cette  droite  ;  prolongeons-la  d'une  quantité  AT  égale 
a  AF,  et  tirons  ensuite  les  droites  A'E  et  A'E'.  Les 
deux  angles  AEC  et  A'EC  seront  égaux;  donc  les 
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deux  angles  A'EC  et  BED  le  seront  aussi ,  à  cause 
de  lequation  précédente;  par  conséquent,  la  ligne 
A'EB  sera  droite  :  on  aura  donc 

A;E  +  BE  <  A'E'  +  BE'; 

et,  à  cause  de  AE  =  AE  et  A'E'  ==  AE',  il  en  ré- 
sultera 

AE  +  BE  <  AE'  +  BE,: 

ce  qu'il  s'agissait  de  prouver. 

Si  l'on  élève  au  point  E  la  perpendiculaire  EH 
sur  la  droite  CD,  AEH  et  BEH  seront  les  angles 
d'incidence  et  de  réflexion  du  rayon  lumineux  qui 
va  du  point  A  au  point  B.  Ces  angles  seront  égaux, 
puisqu'ils  sont  complémens  des  angles  égaux  AEC 
et  BED-  d'où  il  résulte  la  loi  connue  de  la  réflexion 
de  la  lumière,  qui  consiste  en  ce  que  l'angle  de  ré- 
flexion est  toujours  égal  à  l'angle  d'incidence. 

i65.  Lorsque  l'on  admet  la  théorie  de  l'émission 
de  la  lumière ,  les  lois  de  la  réflexion  et  de  la  ré- 
fraction se  déduisent  de  l'expression  du  carré  de  la 
vitesse  d'un  point  soumis  à  des  forces  d'attraction 
(n°  i58),  d'une  manière  plus  directe  qu'en  faisant 
usage  du  principe  de  la  moindre  action.  Cette  ques- 
tion nous  offrant  un  exemple  du  mouvement  d'un 
point  matériel,  intéressant  par  la  nature  des  forces 
que  l'on  y  considère,  et  par  son  application  à  la 
Physique ,  nous  allons  en  exposer  la  solution  dans  le 
cas  ordinaire,  où  les  deux  milieux  que  traverse  la 
lumière  ne  sont  pas  cristallisés. 

Dans  cette  théorie,  on  suppose  chaque  particule 


20.. 
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lumineuse  soumise  à  l'attraction  de  tous  les  points 
matériels,  du  milieu  qu'elle  traverse ,  et  l'on  regarde 
cette  force  comme  une  fonction  inconnue  de  la 
distance  ,  dont  on  sait  seulement  qu'elle  décroît 
avec  une  extrême  rapidité  quand  la  distance  aug- 
mente ,  de  sorte  qu'elle  devient  lout-à-fait  insen- 
sible dès  que  la  distance  a  une  grandeur  sensible. 
Ainsi ,  par  exemple ,  désignons  par  r  la  distance 
du  point  attiré  au  point  attirant,  par  et  une  ligne 
de  grandeur  finie,  mais  insensible,  et  par  e  la  base 
des  logarithmes  népériens.  Une  force  de  cette  nature 

r 

pourra  être  représentée  par  Ae  a  ;  A  étant  son  in- 
tensité relative  à  une  distance  r  infiniment  petite. 
Dès  que  cette  distance  aura  une  grandeur  sensible, 
et  sera ,  conséquemment ,  un  très  grand  multiple 
de  ci,  cette  fonction  n'aura  plus  aucune  valeur  sen- 
sible. 

Tant  qu'un  rayon  lumineux  se  meut  dans  un  mi- 
lieu homogène  et  d'une  densité  constante,  les  at- 
tractions  qu'il  éprouve  se  détruisent ,  et  son  mou- 
vement est  rectiligne  et  uniforme.  Mais  supposons 
qu'il  soit  parvenu  en  un  point  M  (fîg.  42)  situé  à 
une  distance  insensible  de  la  surface  CD ,  qui  sé- 
pare deux  milieux  différens,  et  que  nous  suppose- 
rons horizontale  pour  fixer  les  idées;  de  ce  point 
M,  abaissons  sur  CD  une  perpendiculaire  MP ,  et 
menons  ensuite ,  dans  le  milieu  supérieur ,  deux 
plans  CD'  et  Cf/Df/  parallèles  à  CD,  dont  la  distance 
mutuelle  soit  égale  à  MP,  et  dont  le  premier  passe 
par  le  point  M;   il  est  évident  que  les  attractions 
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exercées  sur  le  rayon  lumineux  au   point  M,   par 
les  deux  couches  du  milieu  supérieur,  qui  sont  com- 
prises, l'une  entre  CD  et  CD',  l'autre  entre  CD'  et 
CD",   seront  égales'  et  contraires  ;  elles  se   détrui- 
ront donc,   et  le  mobile  ne  sera  sollicité  que  par 
l'attraction  de  la  partie  du  milieu   qu'il    traverse , 
supérieure  à  CD",  et  par  l'attraction  totale  du  mi- 
lieu  inférieur.   Ces  deux  forces  seront  perpendicu- 
laires à  CD  ;  elles  varieront  avec  la  distance  MP  sui- 
vant des   lois   inconnues ,  mais   telles   que   chacune 
de  ces  forces  sera  insensible  quand  MP  ne  le  sera 
pas ,  et  qu'elles  atteindront  leurs  maxima  lorsque 
cette   distance   sera   nulle ,  ou  que   le   mobile  sera 
parvenu  à  la  surface   de  séparation  des  deux  mi- 
lieux. 

Au  bout  du  temps  t,  je  représente  par  z  la  dis- 
tance MP,  et  par  Z  et  Z'  des  fonctions  inconnues  de 
z,  qui  expriment  les  forces  accélératrices  provenant 
des  attractions  du  milieu  inférieur  et  de  la  partie 
de  l'autre  milieu ,  supérieure  à  CD'.  La  force  ac- 
célératrice totale  ,  lendanîe  à  diminuer  z,  sera  la 
différence  Z  —  Z';  par  conséquent,  on  aura,  dans 
le  milieu  supérieur , 

£  +  Z_Z'=o,         (0 

pour  l'équation  du  mouvement  vertical  d'une  parti- 
cule lumineuse. 

Lorsque  ce  mobile  aura  traversé  la  surface  CD  en 
un  point.  E ,  et  qu'il  aura  pénétré  dans  le  milieu  in- 
férieur jusqu'en  un  point  M',  tel  que  la  perpendicu- 
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laire  MT'  à  CD  soit  aussi  représentée  par  z,  il  est  aisé 
de  voir  que  la  force  accélératrice  qui  tendra  à  dimi- 
nuer cette  variable  sera  alors  la  différence  Z' —  Z; 
en  sorte  que  l'on  aura 

£  +  v  -  z  L  o,      (3) 

pour  l'équation  du  mouvement  vertical  dans  le  mi- 
lieu inférieur. 

Quant  au  mouvement  horizontal  ou  parallèle  à  CD, 
il  sera  uniforme,  et  la  vitesse  horizontale  ne  changera 
pas  en  passant  d'un  milieu  dans  l'autre  ;  car  les  forces 
attractives  de  chaque  milieu  se  détruisent  parallèle- 
ment à  CD,  et,  dans  ce  sens,  un  rayon  lumineux 
n'est  soumis  à  aucune  force  accélératrice.  Ainsi,  en 
appelant  k  la  vitesse  de  la  lumière  en  un  point  A  du 
milieu  supérieur,  situé  à  une  distance  sensible  de  CD, 
et  ci  l'angle  aigu  que  la  direction  de  cette  vitesse  fait 
avec  la  verticale,  on  aura,  à  un  instant  quelconque, 
k  sin  a  pour  la  vitesse  parallèle  à  CD.  Si  le  rayon  lu- 
mineux pénètre,  d'une  quantité  sensible,  dans  le  mi- 
lieu inférieur,  et  qu'on  représente  par  k!  et  a!  ce  que 
deviennent  k  et  a  en  un  point  A'  de  ce  milieu,  situé 
à  une  distance  sensible  de  CD,  on  pourra  également 
représenter    la   vitesse    horizontale   du   mobile    par 
k'  sin  a';  en  sorte  que  Ton  devra  avoir 

k  sin  a  =  k'  sin  a! .  (5) 

On  voit  aussi,  à  priori _,  que  la  trajectoire  du  mo- 
bile sera  une  courbe  plane  et  verticale;  il  ne  restera 
donc  plus  qu'à  déterminer  sa  vitesse  perpendiculaire 
à  CD,  soit  dans  le  milieu  supérieur,  soit  dans  le  mi- 
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lieu  inférieur,  à  une  distance  quelconque  z  de  cette 
surface  CD. 

166.  Je  désigne  celte  vitesse  par  u,  de  sorte  qu'on 

ait  -j-%  =  u*  pour  les  deux  milieux.  En  multipliant 

l'équation  (i)  par  idz ,  intégrant  et  désignant  par  c 
la  constante  arbitraire,  on  aura,  dans  le  milieu  su- 
périeur , 

u*  =  c  .+  2/Z'dz  —  ifTidz. 

Je  supposerai  que  ces  deux  intégrales  s'évanouissent 
avec  z,  et  je  représenterai  par  h  et  H  leurs  valeurs  à 
une  distance  sensible  de  CD,  Il  sera  permis  d'étendre 
ces  intégrales  h  et  K  depuis  zéro  jusqu'à  l'infini;  car, 
au-delà  d'une  valeur  sensible,  les  fonctions  Z  et  Z', 
et  par  conséquent  les  parties  correspondantes  de 
fZdz  et  fTIdz\  sont  nulles  ou  insensibles  par  hy- 
pothèse. On  pourra  donc  écrire,  si  l'on  veut, 

h  =   Czdz,       h'  =  f™Z'dz. 

J  o  J  o 

D'ailleurs,  pour  une  valeur  sensible  de  z9  on  a 
u%  =  k*  cos*  et  ;  on  aura  donc  alors 

k*  cosa  cl  =  c  +  2J1'  —  2/1  ; 

et  en  éliminant  c  de  la  valeur  générale  de  u*,  il  en 
résultera 

u*  s=  k%  cosa  a  +  2h  —  *W  +  zfZ'dz  —  a/Zdz , 
en  un  point  quelconque  M. 

Je  représente  par  kx  la  vitesse  du  mobile  au  point 
E  de  la  surface  CD,   et  par  cl1  l'angle  que  fait  sa 
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direction  avec  la  verticale.  On  aura  en  ce  point 
?i*  =  ^' cos  at  ;  et  comme  il  répond  à  z=o,  les 
deux  derniers  termes  de  la  formule  précédente  s'é- 
vanouiront ,  et  elle  se  réduira  à 

k\  cosa  otj  =  h*  cosa  *  +  2^  —  ihf.         (4) 

Pour  que  le  rayon  lumineux  atteigne  la  surface  de 
séparation  des  deux  milieux ,  il  faudra  donc  que  le  se- 
cond membre  de  cette  équation  soit  une  quantité  po- 
sitive, ou  qu'on  ait 

h!  <  h  +  ik*  cosa  et. 

Si  cette  condition  n'est  pas  remplie,  ce  qui  exi- 
gera que  l'attraction  du  milieu  supérieur  surpasse 
celle  du  milieu  inférieur,  la  vitesse  verticale  du  mo- 
bile s'épuisera  avant  qu'il  ait  atteint  le  plan  CD.  Il  y 
aura  donc  un  point  de  la  trajectoire  où  la  tangente 
sera  horizontale.  Parvenu  en  ce  point,  le  mobile  ré- 
trogradera ;  les  deux  branches  de  cette  courbe,  abou- 
tissantes en  ce  même  point,  seront  semblables,  puis- 
qu'elles seront  décrites  en  vertu  de  forces  égales 
pour  la  même  valeur  de  z;  et,  pour  une  grandeur 
sensible  de  cette  distance  z,  ces  deux  branches  se 
changeront  en  des  lignes  droites  qui  feront  des  an- 
gles égaux  avec  la  verticale,  ou,  autrement  dit,  les 
angles  de  réflexion  et  d'incidence  seront  égaux. 

Si,  au  contraire,  l'attraction  du  milieu  inférieur 
surpasse  celle  du  milieu  supérieur ,  et  que  la  condi- 
tion précédente  soit  remplie,  le  rayon  lumineux  pé- 
nétrera dans  le  second  milieu  avec  une  vitesse  per- 
pendiculaire à  CD,  qui  sera  déterminée  par  l'équa- 
tion (4).  Dans  cette  hypothèse,   on  aura,  d'après 
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l'ëquation  (2)  relative  à  ce  milieu  , 

u*  s=  k\  cosa  et,  +  ifUz  —  ifTJdz , 

en  supposant  toujours  les  intégrales  nulles  quand 
z  =  o.  A  une  distance  sensible  de  CD ,  on  a 
u%  =  &'a  cos2  a'  ;  on  aura  donc 

kf*  cos*  et'  =  &2  cosa  0^  +  2/2  >—  2/2'  ; 

et  en  éliminant  £a  cosa  et!  au  moyen  de  l'équation  (4), 
il  en  résultera 

k'A  cosa  a'  =  Aa  cos2  et  +  4&  —  472'.  (5) 

Pour  que  le  rayon  lumineux ,  après  avoir  traversé  la 
surface  CD,  pénètre  jusqu'à  une  profondeur  sensible 
dans  le  milieu  inférieur ,  il  sera  donc  nécessaire  et 
il  suffira  qu'on  ait 

h'  <  h  +  jA2cosaa, 

Lors  donc  que  W9  quoique  moindre  que  h-\-lk*cos&ct, 
surpassera  néanmoins  h  -f-  \  k*  cosa  et  ,  le  mobile  ne 
pénétrera  dans  le  milieu  inférieur  que  jusqu'à  une 
distance  insensible  au-delà  de  CD;  il  rentrera  ensuite 
dans  le  milieu  supérieur;  et  les  deux  branches  de  sa 
trajectoire  seront  semblables  de  part  et  d'autre  du 
point  où  il  commencera  à  rétrograder.  Par  consé- 
quent, la  lumière  sera  réfléchie,  comme  dans  le  cas 
précédent,  en  faisant  l'angle  de  réflexion  égal  à  l'an- 
gle d'incidence;  en  sorte  qu'il  y  a  deux  cas  distincts 
de  réflexion  dans  la  théorie  que  nous  considérons. 
167.  Supposons  maintenant  que  ni  l'un  ni  l'autre 
de  ces  deux   cas  n'ait  lien  ;  de   sorte  que  le  rayon 
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lumineux  soit  réfracté.  D'après  l'équation  (3),  on 
aura 

k'*  sina  a!  =  k*  sina  a  ; 

et  en  ajoutant  membre  à  membre  l'équation  (5)  et 
celle-ci,  il  en  résultera 

#•  _  ^  +  4^  _  4^/.       (6) 

ce  qui  montre  que  l'augmentation  du  carré  de  la 
vitesse  du  mobile,  en  allant  du  point  A  du  milieu 
supérieur  au  point  A'  du  milieu  inférieur,  sera  in- 
dépendante,  comme  cela  devait  être  (n°  iSj),  du 
chemin  qu'il  aura  suivi. 

On  tire  aussi  des  équations  (3)  et  (6) 


sm  a, 


sina  ^/>  +  4  (&__  ft) 


(?) 


formule  qui  renferme  la  loi  du  rapport  constant  du 
sinus  de  réfraction  au  sinus  d'incidence,  et  qui  donne 
la  valeur  de  ce  rapport  en  fonction  de  la  vitesse  k  de 
la  lumière  dans  l'un  des  deux  milieux,  et  de  la  dif- 
férence h  —  7^'  de  leurs  pouvoirs  réfringens  h  et  h'. 
Si  le  milieu  inférieur  est  terminé  par  deux  plans 
parallèles,  et  qu'il  y  ait  au-dessous  le  même  milieu 
qu'au-dessus,  l'expérience  prouve  que  la  lumière, 
après  avoir  subi  deux  réfractions  et  traversé  les  deux 
faces  du  milieu  intermédiaire ,  reprend  une  direc- 
tion parallèle  à  celle  qu'elle  avait  dans  le  milieu  su- 
périeur. C'est  aussi  ce  qui  résulte  de  l'équation  (7); 
car  si  l'on  désigne  par  a"  l'angle  que  le  rayon  lu- 
mineux fait  avec  la  verticale ,  après  être  sorti   du 
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milieu  intermédiaire,  il  faudra,  pour  déterminer 
sin  a!',  échanger  entre  elles,  dans  cette  équation,  les 
quantités  h  et  V ,  et  y  mettre  K,  cl',  a",  au  lieu 
de  k,  cl,   cl'.  On  aura  donc 


sin  et 


k' 


ou  bien ,  en  vertu  des  équations  (6)  et  (7) , 

et"  \/k*  +  ^{h—h!)  sin  et  \ 


sin 


sin  a'  £      .  sin  a!  ' 


ce  qui  donne ,  effectivement , 


cl"  =  a. 


Le  phénomène  de  la  dispersion,  qui  provient  d'une 
valeur  différente  de  l'angle  de  réfraction  a',  pour  les 
rayons  diversement  colorés  dont  se  compose  un  même 
rayon  de  lumière  incidente,  peut  être  attribué,  d'a- 
près la  formule  (7) ,  soit  à  une  inégalité  de  leur  vi- 
tesse k ,  soit  à  une  action  différente  de  chaque  milieu 
sur  ces  différens  rayons,  d'où  il  résulterait  des  valeurs 
inégales  de  h  —  h! . 

168.  Tontes  choses  d'ailleurs  égales,  cette  équa- 
tion (7)  montre  que  le  rapport  du  sinus  de  réfraction 
au  sinus  d'incidence  doit  changer  avec  la  vitesse  de 
la  lumière.  Or,  si  l'on  considère  une  étoile  située 
dans  le  plan  de  l'écliptique,  il  y  a  une  époque  dans 
l'année  où  la  vitesse  de  la  terre  s'ajoute  à  celle  de  la 
lumière ,  et  une  autre  époque  où  la  première  vitesse 
se  retranche  de  la  seconde  ;  ce  qui  rend  la  vitesse  de 
la  lumière,  relativement  à  un  milieu  qui  se  meut 


3i6  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE, 

avec  la  terre ,  sensiblement  plus  grande  dans  le  pre- 
mier cas  que  dans  le  second.  Le  rapport  dont  il  s'agit 
devrait  donc  aussi  être  différent  à  ces  deux  époques; 
mais  des  expériences  très  précises  de  M.  Ara  go  ont 
prouvé  qu'au  contraire  ce  rapport  ne  varie  pas  d'une 
manière  sensible  pendant  toute  l'année,  et,  de  plus, 
que  sa  grandeur  est  la  même  pour  le  soleil  et  pour 
les  diverses  étoiles  d'où  la  lumière  est  partie. 

Quelle  que  soit  la  théorie  de  la  lumière  que  l'on 
adopte,  c'est  toujours  un  fait  très  remarquable,  que 
la  composition  de  la  vitesse  propre  de  la  lumière 
avec  celle  de  la  terre,  qui  se  manifeste  dans  le  mou- 
vement apparent  des  étoiles,  connu  sous  le  nom 
ftaber ration j  n'ait  cependant  aucune  influence  appré- 
ciable sur  la  réfraction  de  la  lumière  qu'elles  nous 
envoient  à  différens  jours  de  l'année. 

Dans  le  vide,  le  mouvement  de  la  lumière  directe 
ou  réfléchie  est  uniforme ,  et  sa  vitesse  indépendante 
de  la  source  dont  elle  émane.  La  grandeur  de  cette 
vitesse  est  telle,  que  la  lumière  parcourt  en  49^,54  se- 
condes la  distance  moyenne  du  soleil  à  la  terre  ;  ce 
qui  donne  5oq5o  myriam êtres  par  seconde. 

Un  rayon  lumineux ,  lancé  du  soleil  ou  d'une 
étoile,  doit  éprouver  dans  sa  vitesse,  comme  tout 
autre  projectile ,  une  diminution  due  à  sa  pesanteur 
vers  cet  astre  3  c'est-à-dire,  à  l'attraction  en  raison  in- 
verse du  carré  des  distances  à  son  centre  ,  que  la 
masse  du  corps  exerce  sur  chaque  particule  maté- 
rielle de  la  lumière;  mais  cette  diminution  est  une 
fraction  très  petite  de  la  vitesse  finale  de  la  lumière. 
Ainsi,  par  exemple,  l'intensité  de  la  pesanteur  à  la 
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surface  du  soleil  étant  vingt-sept  fois  et  demi  l'inten- 
sité de  la  pesanteur  terrestre,  comme  on  le  verra  par 
la  suite,  et  le  rayon  du  soleil  étant  égal  à  1 10  rayons 
de  la  terre,  on  conclut  de  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n°  ï/^5, 
que  la  vitesse  de  la  lumière ,  pour  être  de  3oq5o  my- 
riamètres  par  seconde  à  une  grande  distance  du  so- 
leil ,  a  dû  être  plus  grande  d'un  peu  moins  de  deux 
millionièmes  seulement,  en  partant  de  sa  surface. 
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CHAPITRE  IV. 

DE  LA  FORCE  CENTRIFUGE. 

16g.  La  pression  qu'un  point  matériel  exerce  sur 
une  courbe  qu'il  est  forcé  de  décrire ,  n'est  pas  la 
même  que  quand  il  est  en  équilibre  sur  cette  courbe. 
L'état  de  mouvement  donne  naissance  à  une  pression 
particulière  qu'on  appelle  force  centrifuge ,  parce 
qu'on  l'a  d'abord  considérée  dans  le  cercle  où  elle 
est  dirigée  suivant  le  prolongement  du  rayon,  et 
tend  continuellement  à  éloigner  du  centre  le  mobile 
sur  lequel  elle  agit.  C'est  cette  force  que  nous  allons 
considérer  dans  une  courbe  quelconque. 

Soient  M,M  et  MM'  (fîg.  45)  deux  élémens  consé- 
cutifs et  égaux  de  la  courbe  donnée ,  H  et  H'  leurs 
milieux  ?  MT  et  M'T'  leurs  prolongemens.  Leur  plan 
et  Tangle  TMT'  seront  le  plan  osculateur  et  l'angle 
de  contingence  de  la  courbe  au  point  M;  et  si  l'on 
mène  dans  ce  plan  la  droite  MO ,  qui  divise  l'angle 
MyMM'  en  deux  parues  égales,  elle  représentera  la 
direction  du  rayon  de  courbure  en  ce  même  point  M; 
en  sorte  que  le  centre  de  courbure  sera  le  point  0 
de  cette  droite,  Appelons  ds  l'élément  MM  de  la 
courbe,  lequel  sera  aussi  égal  à  HMH';  soient,  en 
outre,  cP  langle  infiniment  petit  TMT',  et  p  le  rayon 
de  courbure  MO,  nous  aurons  (n°  18) 
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Cela  posé,  faisons  d'abord  abstraction  des  forces 
données  qui  peuvent  agir  sur  le  mobile,  et  suppo- 
sons qu'au  bout  du  temps  t,  il  arrive  au  point  M  avec 
une  vitesse  v.  S'il  était  entièrement  libre,  il  conti- 
nuerait a  se  mouvoir  sur  MT  avec  la  même  vitesse  ; 
mais,  par  hypothèse,  il  est  forcé  de  décrire  une 
courbe  donnée  ;  ce  qui  change  la  direction  de  son 
mouvement,  qui  devient  MT'.  Or,  si  l'on  élève  sur 
MT'  la  perpendiculaire  MK,  comprise  dans  le  plan 
osculateur  et  en  dehors  de  la  concavité  de  la  courbe, 
on  pourra  substituer  à  la  vitesse  v ,  dirigée  suivant 
MT,  deux  autres  vitesses,  Tune  égale  à  ç  cos  cT  et 
dirigée  suivant  MT',  l'autre  égale  à  v  sin-  £  et  di- 
rigée suivant  MK;  et  alors  l'effet  de  la  courbe  sera 
de  détruire  la  dernière  de  ces  deux  vitesses ,  pour 
ne  laisser  subsister  que  la  première  ?  ou ,  autrement 
dit,  cet  effet  se  réduira  à  imprimer  au  mobile  une 
vitesse  égale  et  contraire  à  v  sin  J\  La  courbe  donnée 
étant  donc  remplacée  par  un  polygone  infinitésimal , 
sa  résistance  consiste  à  imprimer  au  mobile,  à  chaque 
sommet  M  de  ce  polygone,  une  vitesse  infiniment  pe- 
tite ysincT,  dirigée  en  sens  contraire  de  MK. 

Pour  assimiler  complètement  cette  résistance  à 
une  force  motrice  f  qui  agit  incessamment  sur  le 
mobile,  nous  pouvons  supposer  que  la  vitesse  v  sin  JN 
est  produite  pendant  que  ce  point  matériel  va  de 
H  en  H',  et  prendre  dt  pour  la  durée  de  cette  ac- 
tion. Nous  pouvons  aussi  négliger,  dans  cet  inter- 
valle de  temps,  le  changement  de  direction  de  cette 
force ,  et  la  supposer ,  par  exemple  ,  parallèle  à  la 
droite  MO.   Alors  la  force  accélératrice   correspon- 
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dante  aura  pour  mesure ,  comme  chacune  des  forces 

U,  U',  Ur/,  etc.,  du  n°  147,  la  vitesse  v  sin  £  qu'elle 

produit  pendant  l'instant  dt7  divisée  par  dt;  et  en 

appelant  m  la  masse  du  mobile,  il  en  résultera 

r         mv  sin  & 
J  —         dt~~' 

pour  la  valeur  de  f.  Donc ,  en  remplaçant  sin  S"  par 
eP,  mettant  pour  cT  sa  valeur  précédente ,  et  observant 
que  ds  =  vdt ,  on  aura 

j  =  — . 

p 

La  pression  que  la  courbe  éprouve ,  et  qui  est  uni- 
quement due  à  l'état  de  mouvement  du  point  maté- 
riel qui  la  décrit,  ou  la  force  centrifuge  qui  agit 
sur  ce  mobile,  est  égale  et  contraire  à  cette  force  f. 
Il  s'ensuit  donc  qu'au  point  quelconque  M ,  de  la 
courbe  donnée ,  la  force  centrifuge  est  comprise  dans 
le  plan  osculateur,  et  dirigée  en  dehors  de  la  concavité 
de  cette  courbe  ,  suivant  le  prolongement  MN  de  son 
rayon  de  courbure ,  et  que  son  intensité  est  en  raison 
inverse  de  ce  rayon,  et  en  raison  directe  delà  masse 
du  mobile  et  du  carré  de  sa  vitesse. 

170.  Cette  vitesse  étant  v  sur  le  côté  MyM,  et  deve- 
nant v  cos  cT  sur  le  côté  suivant  MM',  il  s'ensuit  que 
sa  grandeur  n'est  point  altérée  par  la  courbe  ;  car  on 
peut  négliger  la  quantité  p(i  —  coscT),  infiniment 
petite  du  second  ordre  ,  de  laquelle  il  ne  pourrait 
résulter  qu'une  diminution  infiniment  petite  de  vi- 
tesse ,  sur  une  partie  de  la  courbe  de  grandeur  finie. 
Le  mouvement  sur  une  courbe  quelconque  est  donc 
uniforme  quand  le  mobile  n'est  sollicité  par  aucune 
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force  donnée.  C'est  ce  qu'on  a  déjà  vu  dans  le  n°  i5n  ; 
mais  nous  voyons  de  plus  que  ce  résultat  tient  à  ce 
que  l'angle  de  contingence  est  infiniment  petit,  et 
qu'en  un  point  où  deux  courbes  différentes  se  cou- 
peraient sous  un  angle  fini,  le  mobile  éprouverait 
une  perte  finie  de  vitesse,  en  passant  d'une  courbe  à 
l'autre  ;  laquelle  perte  serait  égale  à  sa  vitesse  primi- 
tive ,  multipliée  par  le  sinus  versé  de  cet  angle. 

Lorsque  le  mobile  est  sollicité  par  une  ou  plusieurs 
forces  données ,  sa  vitesse  varie  à  raison  des  compo- 
santes de  ces  forces  tangentes  à  la  trajectoire ,  et  leurs 
composantes  normales  exercent,  comme  dans  l'état 
de  repos ,  une  pression  sur  cette  courbe  qu'il  faut 
joindre  à  la  force  centrifuge. 

Soit,  en  général,  7/zR  la  résultante  des  forces  don- 
nées qui  agissent  sur  le  mobile ,  quand  il  est  parvenu 
au  point  M.  Décomposons  cette  force  motrice  en 
deux  autres,  l'une  tangente  et  l'autre  normale  à  la 
trajectoire,  que  nous  représenterons  par  77zT  et  mQ; 
la  première  sera  la  force  qui  fera  varier  la  vitesse,  et 
la  seconde  produira  la  partie  de  la  pression  indépen- 
dante de  l'état  de  mouvement  du  mobile.  En  pre- 
nant ,  par  la  règle  du  parallélogramme  des  forces ,  la 


mvl 


résultante  de  znQ  et  de  la  force  centrifuge/ou— ,  on 

aura ,  en  grandeur  et  en  direction ,  la  pression  totale 

qui  aura  lieu  au  point  M  de  la  courbe  donnée.  Cette 

force ,  divisée  par  la  masse  du  mobile,  ou  la  résul- 
ta 
tante  des  forces  accélératrices  Q  et  — ,  devra  coïnci- 

der  avec  la  force  P  du  n°  1 52 .  C'est  en  effet  ce  que 
nous  allons  vérifier. 

I.  21 
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i  y  i .  Je  remplace  les  équations  (5)  de  ce  numéro 
par  celles-ci  ?  qui  s'en  déduisent  immédiatement , 

dxdy~dyd2x     ^Tdx     vdy        (dx  ,     dy  \\ 

dsdf-  ds  ds         \ds  ds  /'l 

dzd2x  —  dxd2z     ^dz      ndx      n(dz  dx       '<*  \  \ 

' 7—, =  X-j-  —  Z- P(— COSsr  — --COS  ),>    (l) 

drd*z-—dzdy      rjdy        dz         (dy          „     dz  f\\ 

_~ —z=zTj  -f — Y-= PI  —-COSZT —  COS  <â     1.1 

dsdt2  ds         ds         \ds  ds  J    ) 

Quelle  que  soit  la  variable  indépendante ,  on  a 
dxdy — dyd2x         dx2         dx    , 

le  ~~  IF  ~~dT  at; 

on  a  ,  en  même  temps , 

d.&        ûM 

dx*         dx2  ds2  dx  dx  ds 

IF         d?  de*       ~~dt~         ~ds~~  dt  ' 
à  cause  de  v  =  —,  il  en  résultera 


ds 

9  il  en  re 

dy 


dt 


dxd2y — dydzx a  dx2         dx         v*  (dxdy  —  dyd2x) 

dsdf2-     ~~~  "  " V    ~dsT~ds~  ""=  d?        "        * 

et  Ton  trouvera  de  même , 

dzd*x  —  dxd2z  _      v*  (  dzd2x  —  dxd2z  ) 
dsdt2         ~  ~dsà  > 

dyd*z  —  dzdxy  _      v2  (  dyd2z  —  dzd2y  ) 
dsdt*  ds~z  * 

En  désignant  par  q,  q', q",  les  angles  que  la  force 
Q  fait  avec  des  parallèles  aux  axes  des  x  ?  y,  z ,  et 
observant  que  X,  Y,  Z,  sont  les  composantes  suivant 
ces  parallèles  de  Q  et  de  la  force  tangentielle  T ,  on 
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aura  aussi 

X=T^+Qcosy,  Y=T^+Qcosy',  Z=rT  ~  +  Q  cos  a"  ■ 

as  '  as  as  *    7 

et  au  moyen  de  ces  valeurs  et  des  précédentes ,  les 
équations  (i)  deviendront 

<{dxd2y—  djd'x)         /dx         .     dr  \     n/dx         ,     dr  \  ' 

{(dzd2x  —  dxd2z)     ^fdz  dx         A      ^Afe  dx 


ds3 


)      ~/dz  dx         A        /dz  dx  A  \ 


(dj-d'z  —  dzd2r)     ^/dj         „     dz  A         /efr-         „     «fe  A  I 

Or,  si  Ton  appelle  y,  y',  y",  ies  angles  que  la  direc- 
tion de  la  force  centrifuge ,  c'est-à-dire  le  prolonge- 
ment MN  du  rayon  de  courbure  MO,  fait  avec  des  pa- 
rallèles aux  axes  des  x,  y>  z,  menées  par  le  point  M, 
et  xf,  y' 7  z',  les  coordonnées  du  centre  de  courbure  0, 
on  aura 

x — xf-=f  cosy,     j—j'=p  cos  y',      z — z f=p  cosy", 

et  en  combinant  ies  équations  (2)  avec  les  formules  du 
n°  20 ,  on  en  déduira  sans  difficulté , 

;  v*  ^fdr/dx         .      dr         \       dz /dz  dx         A~~l 

'  7cof  =Q  \js  Ucos?  -  &  cosv  -  is  U cos?  1  Ts cos?  ) J 

T^\~dr  fdx         .      dr  \      dz /dz  dx         „y~l 

:       ~p  b?  UC0SOT  ~  a? cosV  -is  w°**-  âcos"  )J  > 

/     rS~dzfdr         „      dz         A      dx/dx        ,     dr  \~1 

|-cosy=Q|__^_coS9  -  -  cosj  j__^_cos?-_cos^J 

~>r~dz  /dr         ,.      dz         A       dx/dx         .     dr  \71 

— m   -r[-T-co&& r-cos^-   ) — (  — cossr — f-cos^j  |, 

\__ds  \ds  ds  J      ds\ds  ds  JA 

'3         u     rX"dx /dz  dx        A     dr/dr         „     dz  ,\~| 

-p  [S  (S cos  "-  êcos^-£(îcoss"-t  co^')J 


ai.. 
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Mais  à  cause  que  les  forces  P  et  Q  sont  perpendi- 
culaires à  la  tangente  de  la  trajectoire,  on  a 

dx  dy  ,         dz  ,. 

-cos  3+^  cosq  +_coSÎ"=o, 

dx  ,    dr  (    -    dz  g 

—  cos  <zr  -4-  -j-  cos  <sr  -f-  -T-  cos  <2r  =  o  : 

ds  ds  ds  7 

ce  qui  réduit  les  coefficiens  de  Q,  dans  les  trois  équa- 
tions précédentes ,  à  —  cos  q,  —  cos  qf,  —  cos  q",  et 
ceux  de  — P  à  — cos  <vsr9  —  cos  <zet',  — cos*ar";  on  aura 
donc  enfin 

—  cos  y  -f-  Q  cos  q  =  P  cos  <ar, 

—  cos  y'  +  Q  cos  q1  =  P  cos  <&•', 

—  cos  >" +  Q  cos  q"  =  P  cos  <&*, 

où  l'on  voit,  comme  il  s'agissait  de  le  vérifier,  que 
la  force  P  est,  en  grandeur  et  en  direction,  la  résul- 
ta 
tante  des  deux  forces  —  et  Q. 

P 

172.  Quand  le  mobile  sera  seulement  assujetti  à 
se  mouvoir  sur  une  surface  donnée,  il  faudra  que 

777  (^ 

la  résultante  des  forces  motrices  zraQ  et  — ,   qui  est 

déjà  perpendiculaire  à  sa  trajectoire,  soit,  de  plus, 
normale  à  cette  surface.  En  appelant  donc  mN  cette 
résultante,  et  désignant  par  œ  et  4  les  angles,  aigus 
ou  obtus ,  que  font  ses  deux  composantes  avec  une 
partie  déterminée  de  la  normale  à  la  surface ,  au  point 
où  se  trouve  le  mobile ,  on  aura 

H  =  d=  f  Q  cos  cù  +  — -  cos  4  \ 
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La  force  N  agira  suivant  cette  partie  de  la  normale 
ou  suivant  son  prolongement,  selon  que  la  quantité 
comprise  entre  les  parenthèses  sera  positive  ou  né- 
gative; et  pour  que  N  soit  toujours  une  quantité  po- 
sitive ,  on  prendra  le  signe  supérieur  dans  le  premier 
cas,  et  le  signe  inférieur  dans  le  second.  Cette  force 
accélératrice  N  devra  être  égale  et  contraire  à  celle 
qui  entre  dans  les  équations  (5)  du  n°  ï5i;  et,  en 
effet ,  celles-ci  ne  différant  des  équations  (5)  du  n°  «.  5a 
qu'en  ce  qu'elles  contiennent  N,  A,  u,,  v,  au  lieu  de 
—  P,  <ar,  *m\  <&",  on  en  déduira,  par  l'analyse  précé- 
dente ,  des  composantes  de  la  force  N ,  qui  seront 
égales  et  contraires  à  celles  que  l'on  a  trouvées  pour 
la  force  P. 

Dans  ce  même  cas  d'une  surface  donnée,  si  l'on  dé- 
signe par  où1  et  •>]/  les  angles  que  les  forces  raQ  et 


772t> 


font  avec  un  axe  mené  par  le  point  où  se  trouve 

le  mobile,  tangent  à  cette  surface  et  perpendiculaire  à 
la  trajectoire ,  de  sorte  qu'on  ait 

cosa  où  +  cos*  a'  =  t  ,      cos*4  +  cosa-\J/  =  i , 

il  faudra  que  la  somme  des  composantes  de  ces  deux 
forces  suivant  cet  axe  tangent,  soit  égale  à  zéro, 
puisque  leur  résultante  est  normale  au  même  point 
de  la  surface;  on  aura  donc 

Q  cos  où'  -\ cos  -vl/  =  o  ; 

p 

équation  qui  pourra  servir  à  déterminer  l'inclinai- 
son •>]/  du  plan  osculateur  de  la  trajectoire  sur  le  plan 
tangent  à  la  surface  donnée. 
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Lorsque  le  mobile  ne  sera  soumis  à  aucune  force 
donnée ,  ou ,  plus  généralement ,  lorsqu'il  ne  sera 
soumis  qu'à  une  force  tangente  a  sa  trajectoire,  on 
aura  Q=o;  il  en  résultera  donccos-vj/^zoet^^go0; 
en  sorte  que  le  plan  oscillateur  de  cette  courbe  sera 
constamment  perpendiculaire  à  la  surface  donnée. 
Cette  propriété  étant,  en  général,  celle  de  la  ligne 
la  plus  courte  entre  deux  points  donnés  sur  cette 
surface ,  c'est  cette  ligne  que  le  mobile  décrira ,  ainsi 
qu'on  l'a  dit  précédemment  (n°  161);  mais  maintenant 
nous  voyons,  en  outre,  qu'une  force  tangente  à 
la  trajectoire,  telle  qu'un  frottement  contre  la  surface 
donnée,  ou  la  résistance  d'un  milieu,  ne  fera  pas  dé- 
vier le  mobile,  de  la  ligne  la  plus  courte  entre  son 
point  de  départ  et  son  point  d'arrivée. 

173.  Enfin,  si  le  mobile  est  entièrement  libre,  il 
faudra  que  la  composante  normale  à  la  trajectoire , 
cle  la  force  motrice  mK  qui  le  sollicite,  fasse  équi- 
libre à  sa  force  centrifuge  — ,  puisque  dans  ce  cas  il 

n'y  a  pas  de  courbe  ou  de  surface  donnée  qui  puisse 
détruire  la  résultante  normale  de  ces  deux  forces.  Il 
faudra  donc,  en  premier  lieu,  que  le  plan  osculateur 
de  la  trajectoire  soit  celui  qui  passe  par  la  tangente 
et  par  la  direction  donnée  de  la  force  mR;  en  appe- 
lant 9  l'angle  que  cette  direction ,  en  un  point  quel- 
conque ,  fait  avec  le  rayon  de  courbure  MO ,  il 
faudra,  en  outre,  que  cet  angle  soit  aigu  pour  que 
la  composante  normale  de  la  force  mR  agisse  en  sens 
contraire  de  la  force  centrifuge  qui  est  dirigée  sui- 
vant MN  ;  et  cela  étant ,  on  devra  avoir 
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R  cos  9  =  — .        {a) 


Quand  la  force  accélératrice  R,  à  laquelle  le  mobile 
est  soumis,  sera  une  force  centrale  dirigée  vers  un 
point  connu,  et  que  l'observation  aura  fait  connaître  la 
courbe  qu'il  décrit  autour  de  ce  centre  fixe,  on  pourra 
déduire  de  l'équation  de  cette  courbe,  le  rayon  de 
courbure  /  et  l'angle  6  qu'il  fait  avec  la  direction  de 
la  force  R;  on  déduira  aussi ,  de  cette  équation  et  de 
la  proportionnalité  des  aires  aux  temps  (  n°  i55  ) , 
l'expression  de  la  vitesse  v  en  un  point  quelconque 
de  la  trajectoire  ;  par  conséquent,  l'équation  [a)  dé- 
terminera la  valeur  de  R,  ou  la  loi  de  la  force  centrale 
qui  fait  décrire  au  mobile  la  courbe  donnée.  C'est 
de  cette  manière  que  Newton  a  découvert  la  loi  de  la 
force  dirigée  vers  le  centre  du  soleil ,  qui  fait  décrire 
à  chaque  planète  une  ellipse  dont  ce  point  occupe  un 
des  foyers;  mais  on  verra,  dans  la  suite,  qu'en  par- 
tant des  mêmes  données,  cette  détermination  peut 
s'effectuer  par  un  calcul  plus  simple. 

174*  Huyghens,  à  qui  Ton  doit  la  mesure  de  la 
force  centrifuge,  l'a  déduite  de  la  considération  du 
mouvement  circulaire;  et  quoique  cette  méthode  soit 
moins  directe  que  la  précédente,  je  crois  cependant 
utile  de  l'exposer  ici  en  peu  de  mots. 

Soit  M  (  fîg.  44  )  nn  point  matériel  attaché  à  un 
point  ûxe  G  par  un  fil  inextensible  CM  ;  supposons 
qu'une  percussion  lui  imprime  une  vitesse  a,  dans  une 
direction  perpendiculaire  à  la  longueur  du  fil  ;  et , 
pour  simplifier  la  question,  supposons  aussi  qu'aucune 
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force  motrice  donnée  n'agisse  sur  le  mobile.  Ce  point 
matériel  va  décrire  un  cercle  ÂMB ,  dont  le  centre 
et  le  rayon  seront  le  point  fixe  et  la  longueur  du  fil. 
Pendant  ce  mouvement,  le  fil  qui  retient  le  mobile 
éprouvera,  dans  le  sens  de  sa  longueur  ,  une  certaine 
tension  qui  n'est  autre  chose  que  la  force  centrifuge. 
En  appliquant  au  mobile  une  force  égale  à  cette  ten- 
sion et  constamment  dirigée  vers  le  centre  fïxe?  on 
pourra  faire  abstraction  du  fil ,  et  considérer  le  mo- 
bile comme  entièrement  libre.  C'est  donc  en  vertu  de 
cette  force  centrale,  dont  ta  grandeur  est  inconnue, 
combinée  avec  la  vitesse  a,  que  le  cercle  sera  décrit. 

Il  s'ensuit  d'abord  que  les  secteurs  circulaires  dé- 
crits par  le  rayon  du  mobile,  seront  proportionnels 
au  temps  (  n°  i55);  ce  qui  exige  que  les  arcs  de 
cercle  parcourus  le  soient  aussi.  Le  mouvement  cir- 
culaire sera  donc  uniforme  ;  et  si  l'on  désigne  par  s 
l'arc  décrit  dans  le  temps  t ,  on  aura  s  =  at . 

Soient  m  la  masse  du  mobile ,  met  la  force  centrale, 
et,  conséquemment,  cl  la  force  accélératrice  qu'il 
s'agira  de  déterminer.  Quelle  que  soit  cette  force,  on 
peut  la  regarder  comme  constante  en  grandeur  et 
en  direction  pendant  un  intervalle  de  temps  infi- 
niment petit  ;  ainsi ,  pendant  que  le  mobile  décrit 
l'arc  de  cercle  infiniment  petit  MM',  la  force  et  sera 
supposée  constante ,  et  paralièle  au  rayon  CM  qui 
aboutit  à  l'origine  de  cet  arc  ;  d'où  nous  concluons 
que  si  le  mobile  n'était  pas  animé  de  la  vitesse  a,  la 
force  centrale  lui  ferait  parcourir ,  dans  un  temps  in- 
finiment petit,  le  sinus  verse  MN,  ou  la  projection 
sur  CM  de  l'arc  MM'  qu'il  décrit  réellement.  Or, 
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toute  force  accélératrice  a  pour  mesure  le  double  de 
l'espace  infiniment  petit  qu'elle  est  capable  de  faire 
parcourir  à  un  mobile  dans  un  temps  infiniment  pe- 
tit ,  divisé  par  le  carré  de  ce  temps  (  n°  118);  si 
donc  on  appelle  e  le  sinus  verse  MN ,  et  r  le  temps 
employé  à  décrire  l'arc  MM',  on  aura 


2e 


mais  en  désignant  cet   arc   par  0",  et  le  rayon  CM 
par  r,  on  a 


en  prenant  lare  au  lieu  de  la  corde  ;  donc  à  cause  de 
(T  =  ar,  on  aura 


a* 
r 


Cette  valeur  de  et  est  donc  celle  de  la  force  centri- 
fuge rapportée  à  l'unité  de  masse,  dans  un  cercle  décrit 
d'un  mouvement  uniforme.  On  en  conclut  immédia- 
tement que  cette  force ,  dans  une  courbe  quelconque, 
aura  pour  mesure  le  carré  de  la  vitesse  divisé  par  le 
rayon  de  courbure;  caria  trajectoire  ayant  deux  élé- 
mens  consécutifs  communs  avec  son  cercle  oseuîa- 
teur,  on  peut  supposer  que,  pendant  un  temps  in- 
finiment petit ,  le  mobile  se  meut  circulairement 
autour  du  centre  de  courbure,  et  qu'il  a  conséquem- 
ment  la  force  centrifuge  qui  convient  à  ce  mouve- 
ment. En  multipliant  par  m  cette  force  accélératrice  , 
on  aura  la  même  valeur  que  pour  la  force  désignée 
par  /dans  le  n°  169. 
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i70.  Pour  comparer  la  force  centrifuge  dans  le 
cercle  à  la  pesanteur,  supposons  que  la  vitesse  a  soit 
celle  qui  serait  due  à  une  hauteur  h ,  de  sorte  qu'on 
ait  aa  =  2gh  (n°  i5o) ,  en  désignant  par  g  la  gravité  ; 
il  en  résultera 

a  ih 


g  r   9 


ce  qui  montre  que  la  force  centrifuge  est  à  la  pesan- 
teur,  comme  le  double  de  ]a  hauteur  due  à  la  vitesse 
du  mobile  est  au  rayon. 

Si  le  mobile  est  un  corps  dont  les  dimensions 
soient  très  petites  par  rapport  à  sa  distance  au  point  C, 
on  pourra  considérer,  dans  toute  son  étendue ,  la  va- 
leur de  ce  comme  à  très  peu  près  constante,  et  pren- 
dre le  rapport  -    pour  celui  de  la  force  centrifuge 

provenant  du  mouvement  circulaire ,  au  poids  du 
corps  sur  lequel  elle  agit. 

Quand  le  mouvement  n'aura  pas  lieu  dans  un 
plan  horizontal,  la  vitesse  du  mobile,  la  force  cen- 
trifuge et  la  tension  du  fil  attaché  au  point  C,  seront 
variables.  Supposons  que  le  mobile  se  meuve  dans  un 
plan  vertical  •  désignons  par  2gh  le  carré  de  sa  vitesse, 
quand  il  se  trouve  dans  le  plan  horizontal  passant  par 
le  point  C;  et,  à  un  instant  quelconque,  appelons 
z  sa  distance  à  ce  plan  ,  regardée  comme  positive 
lorsque  le  mobile  sera  situé  au-dessous,  et  comme 
négative  quand  il  aura  passé  au-dessus  ;  nous  aurons 
à  cet  instant  2g  (k  +  z  )  pour  le  carré  de  sa  vitesse 

/     n      k     \            img  (h  -f-  z)  ,      .,  .r 

(  n°  109),  et  — — — pour  la  force  centrifuge. 

Pour  avoir  la  tension  totale  du  h'l?  il  faudra  ajon- 
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ter  à  cette  force  la  composante  du  poids  du  mobile 
dirigé  suivant  le  prolongement  de  son  rayon,  la- 
quelle composante  est  égale  à  ^jr-m  comme  il  est  aisé 

de  le  voir.  Donc,  en  appelant  S  la  tension  totale  du 
fil  à  un  instant  quelconque  ,  nous  aurons 

*  mg  (  ih  +  3z) 

6    _  -  - 

Cette  force  exprimera  aussi  la  pression  que  le  point 
C  éprouvera  à  chaque  instant,  suivant  la  direction 
du  rayon  qui  aboutit  au  mobile.  Elle  atteindra  son 
maximum  f  lorsque  le  mobile  sera  au  point  le  plus 
bas  du  cercle,  où  Ton  a  z  =  r,  et  son  minimum, 
lorsqu'il  sera  au  point  le  plus  élevé,  où  l'on  a  z  =  —  r. 

Si  h  est  moindre  que  — ,  la  tension  deviendra  négative 

et  se  changera  en  une  contraction  pendant  une  par- 
tie du  mouvement  :  il  faudra  alors  que  le  fil  soit  in- 
flexible pour  que  le  mouvement  circulaire  ait  lieu. 
On  néglige ,  dans  ce  calcul ,  le  poids  et  la  force  cen- 
trifuge du  fil;  ce  qui  suppose  sa  masse  très  petite  par 
rapport  à  celle  du  mobile.  On  verra,  par  la  suite, 
comment  on  y  devrait  avoir  égard  si  cela  était  né- 
cessaire. 

ij6.  Revenons  au  mouvement  circulaire  et  uni- 
forme, et  désignons  par  T  le  temps  que  le  mobile 
emploie  à  parcourir  la  circonférence  entière.  On  aura 

et,  par  conséquent, 
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4*  r 

cl  r=   — —  : 


ce  qui  montre  que  la  force  centrifuge  est  en  raison 
directe  du  rayon  du  cercle,  et  en  raison  inverse  du 
carré  du  temps  d'une  révolution  entière. 

Lorsqu'un  corps  solide  tourne  autour  d'un  axe 
fixe,  tous  ses  points  décrivent,  dans  le  même  temps, 
des  cercles  dont  les  plans  sont  perpendiculaires  à 
Taxe,  qui  ont  leurs  centres  dans  cet  axe,  et  pour 
rayons  les  perpendiculaires  abaissées  de  chaque  point 
sur  ce  même  axe;  par  conséquent,  les  forces  centri- 
fuges de  ces  différens  points  sont  entre  elles  comme 
ces  perpendiculaires.  Ainsi,  par  exemple,  la  force 
centrifuge  des  corps  placés  à  la  surface  de  la  terre,  et 
qui  tournent  avec  elle  autour  de  l'axe  des  pôles,  est 
proportionnelle  aux  rayons  des  parallèles  qu'ils  dé- 
crivent; et,  de  plus  ,  cette  force  est  dirigée  en  chaque 
lieu  de  la  terre  suivant  le  prolongement  du  rayon 
du  parallèle  qui  aboutit  en  ce  point. 

177.  La  force  qui  précipite  les  corps  vers  la 
terre,  et  que  nous  appelons  pesanteur y  est  due  prin- 
cipalement à  l'attraction  du  sphéroïde  terrestre  sur 
ces  corps.  Mais  quelle  qu'en  soit  la  cause,  il  est  tou- 
jours certain  que  la  force  centrifuge  diminue  cette 
tendance  des  corps  pesans  ;  en  sorte  qu'excepté  au 
pôle ,  où  la  force  centrifuge  est  nulle  ,  la  pesanteur 
est  partout  moindre  que  si  la  terre  n'avait  pas  de 
mouvement  de  rotation.  A  l'équateur,  la  force  cen- 
trifuge et  la  pesanteur  sont  dirigées  en  sens  contraire 
l'une  de  l'autre;  la  pesanteur  y    est  donc  égale   à 
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l'excès  de  l'attraction  de  la  terre  sur  la  force  centri- 
fuge; par  conséquent,  on  a 

g  =  G ^  ; 

g  étant  cette  pesanteur,  G  l'attraction  terrestre  ,  ou 
la  pesanteur  qui  aurait  lieu  si  la  terre  était  immobile, 
r  le  rayon  de  l'équateur ,  et  T  le  temps  de  la  rota- 
tion de  la  terre. 

Le  second  terme  de  cette  formule  étant  très  petit 
par  rapport  au  premier,  on  a,  à  très  peu  près, 

,  =  G(,_fcï). 

Pour  convertir  en  nombre  la  fraction  -W-,  on  pourra 

prendre  le  rayon  du  méridien  au  lieu  du  rayon  r  de 
Téquateur,  dont  il  est  peu  différent;  on  aura  alors 

27tr  =  4ooooooom' 

En  prenant  la  seconde  pour  unité,  et  négligeant, 
dans  ce  calcul,  la  petite  variation  de  la  pesanteur  à 
la  surface  de  la  terre ,  on  a  aussi  (  n°  1 1 5  ) 


8 

=  9m 

,80896, 

On  a  d'ailleurs  (  n° 

m) 

T 

=  86 

.64; 

et  de  là 

on  conclut. 

,  à  très 

peu  près, 

4«rsr 

érTa  7 

1 

334  TRAITÉ  DE  MÉGANIQUE. 

Ainsi ,  à  l'équateur,  la  pesanteur  est  diminuée  de  -— 

par  le  mouvement  de  rotation  de  la  terre  autour  de 
son  axe.  Si  ce  mouvement  devenait  plus  rapide ,  le 
temps  T  diminuerait,  et  la  force  centrifuge  différerait 
moins  de  la  gravité.  En  observant  que  289  est  le 
carré  de  17,  on  voit  qu'il  suffirait  que  la  rotation 
eût  lieu  en  un  dix-septième  de  jour,  pour  que  la 
force  centrifuge  à  l'équateur  fût  égale  à  la  gravité; 
alors  la  pesanteur  y  serait  égale  à  zéro,  et  les  corps 
abandonnés  à  eux-mêmes  y  demeureraient  en  équi- 
libre. 

Dans  ce  calcul,  nous  avons  seulement  eu  égard  à 
la  force  centrifuge  provenant  du  mouvement  de  ro- 
tation des  corps  pesa  us  autour  de  l'axe  de  la  terre; 
et,  en  effet,  on  conçoit  que  le  mouvement  de  transla- 
tion autour  du  soleil,  qui  est  commun  à  tous  ces 
corps,  à  la  terre  et  à  son  axe,  ne  saurait  influer  sur 
leur  tendance  à  s'écarter  de  cette  droite  mobile.  En 
imaginant,  par  exemple,  un  fil  parallèle  à  l'équateur, 
attaché  à  cet  axe  et  aboutissant  à  un  corps  situé  à  la 
surface ,  il  est  évident  que  sa  tension  ne  changera  au- 
cunement par  Feffet  d'un  mouvement  qui  emportera, 
à  la  fois,  l'axe,  le  fil  et  le  corps,  sans  changer  leurs 
positions  relatives. 

178.  La  force  centrifuge  diminue  la  pesanteur  en 
tous  les  points  de  la  surface  de  la  terre  ;  mais  d'une 
quantité  moindre  qu'à  l'équateur  ,  soit  parce  qu'en 
allant  de  l'équateur  au  pôle  la  force  centrifuge  dé- 
croît ,  soit  parce  que  l'angle  qu'elle  fait  avec  la  verti- 
cale augmente.  En  appelant  toujours  r  le  rayon  de 
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Tëquateur,  et  désignant  par  /£  la  latitude  d'un  lieu 
quelconque  de  la  terre,  et  par  u le  rayon  du  parallèle 
correspondant,  on  aura 

u  =  r  cosju; 

en  négligeant  la  non-sphéricité  du  globe  terrestre, 
l'angle  \x  sera  celui  que  le  prolongement  de  u,  ou  la 
direction  de  la  force  centrifuge,  fait  avec  la  verticale  ; 
la  composante  verticale  de  la  force  centrifuge  s'ob- 
tiendra donc  en  multipliant  son  intensité  -^^  par 
cos  (t;  ce  qui  donne 

l\rrr  cos5^ 
T2       ' 

pour  la  diminution  de  la  pesanteur  due  à  la  rota- 
tion de  la  terre;  et,  d'après  ce  qui  précède,  cette 
quantité  aura  pour  valeur 

cosa  p 

Ce  serait  là  toute  la  diminution  que  la  pesanteur 
éprouverait,  si  la  terre  était  une  sphère  homogène  : 
elle  serait  proportionnelle  au  carré  du  cosinus  de  la 
latitude;  et  la  diminution  totale  du  pôle  où  l'on  a 
(A  =  900,  à  l'équateur  où  l'on  a  ju,  =  o ,  s'élèverait  à 

-77- .  Mais  la  terre  est  un  sphéroïde  aplati  à  ses  pôles  ; 

l'attraction  qu'elle  exerce  sur  les  corps  placés  à  sa  sur- 
face diminue,  pour  cette  raison,  en  allant  du  pôle  à 
l'équateur;  cette  diminution,  en  chaque  point  de  la 
surface,  est  aussi  proportionnelle  au  carré  du  cosinus 
de  la  latitude;  elle  s'ajoute  à  celle  qui  est  produite 
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par  la  force    centrifuge,    et   par  cette  addition    le 

coefficient  -~-  augmente  et  devient  —  à  peu  près. 

C'est  donc  cette  fraction  —  qui  exprimera,  comme 

nous  l'avons  déjà  dit  (n°  117),  l'accroissement  to- 
tal du  poids  d'un  corps  transporté  de  l'équateur 
au  pôle. 


DYNAMIQUE,  PREMIÈRE  PARTIE.      33^ 

vi\vvvvv»aavvv>'VV\^^v*^v\'vvvvv*/vvyvw^vvvv\wv\ivv\^/vvvvvvv\\^^ 

CHAPITRE  V. 

EXEMPLES  DU  MOUVEMENT  D'UN  POINT  MATERIEL 
SUR  UNE  COURBE  OU  SUR  UNE  SURFACE  DONNEE. 


»^Naa 


§  Ier.   Oscillation  du  pendule  simple. 

179.  Un  pendule  est,  en  général,  un  corps  solide 
pesant,  qui  oscille  autour  d'un  axe  fixe  et  horizontal. 
Mais  pour  comparer  plus  facilement  entre  elles  les 
durées  des  oscillations  de  différens  pendules  et  les  in- 
tensités correspondantes  de  la  pesanteur,  les  géo- 
mètres ont  imaginé  un  pendule  idéal  qu'on  appelle 
pendule  simple,  et  qui  consiste  en  un  point  matériel 
pesant,  suspendu  à  un  point  fixe  par  l'intermédiaire 
d'un  fil  inextensible  et  inflexible ,  dénué  de  pesanteur 
et  même  de  densité,  et  dont  la  longueur  est  celle  de 
ce  pendule. 

On  verra,  dans  un  autre  chapitre,  qu'il  y  a  tou- 
jours un  pendule  simple  dont  les  oscillations  coïn- 
cident, et  pour  leurs  durées  et  pour  leurs  amplitudes, 
avec  celles  d'un  pendule  quelconque  ;  et  nous  mon- 
trerons comment  la  longueur  du  premier  peut  se 
déterminer  d'après  la  forme  et  les  dimensions  du  se- 
cond. Nous  ferons  voir  aussi  que  cet  accord  ayant 
lieu  entre  les  mouvemens  de  deux  pendules  dans  le 
vide ,  il  subsistera  également  dans  un  milieu  résistant, 
1.  22 
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quelle  que  soit  la  fonction  de  la  vitesse  qui  exprime 
la  résistance.  Ainsi,  il  suffira  de  considérer  le  mouve- 
ment du  pendule  simple,  soit  dans  le  vide,  soit  dans 
un  milieu  résistant  ;  et  c'est  ce  qu'on  va  faire  dans  ce 
premier  paragraphe. 

180.  Soient  C  (  fig.  4^)  ^e  Pomt  de  suspension, 
CB  la  verticale  passant  par  ce  point  fixe,  et  CA  la 
position  initiale  du  pendule.  Supposons  que  le  point 
matériel  qui  le  termine  parte  du  point  A  avec  une 
vitesse  k  perpendiculaire  à  CA,  et  dirigée  dans  le  plan 
des  droites  CA  et  CB;  il  est  évident  qu'il  ne  sortira 
pas  de  ce  plan  vertical,  et  qu'il  y  décrira  des  arcs  de 
cercle  dont  C  est  le  centre  et  CA  le  rayon. 

Au  bout  du  temps  quelconque  t ,  soit  M  la  position 
du  mobile  ;  des  points  M  et  A  ,  abaissons  sur  la  ver- 
ticale CB ,  des  perpendiculaires  MP  et  AD  ,  et  faisons 

CP  =  2,     CD  =  c. 

En  désignant  par  g  la  gravité  et  par  t>  la  vitesse  du 
mobile  au  point  M ,  nous  aurons ,  dans  le  cas  du  vide 
(n°i59), 

v*  =  k*  -f-  2g(z  —  c); 

et  si  Ton  appelle  s  l'arc  AM  décrit  par  le  mobile ,  de 
ds 
Jt 

ds 


ds 
sorte  qu'on  ait  -j  =  v ,  on  en  déduira 


dt  = 


Désignons  par  6  l'angle  MCB,  qui  sera  positif  quand 
le  pendule  se  trouvera  à  gauche  de  CB,  comme  la 
droite  CA ,  et  négatif  lorsque  le  pendule  sera  à  droite 
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de  la  verticale.  Soit  aussi  a  Fangle  ACB ,  ou  la  va- 
leur initiale  de  6.  On  aura 

*  =  «(*  —  S),    V  =  Tt  =  —  aJt, 

en  représentant  par  a  la  longueur  CM  ou  CA  du  pen- 
dule. On  aura  ,  en  même  temps , 

z  =  a  cos  9 ,      c  =  a  cos  et  ; 

et  au  moyen  de  ces  valeurs ,  celle  de  dt  deviendra 

dt= = (ï) 

y  k2  -f-  zga  (cos  6  —  cos  et) 

Telle  est  donc  la  formule  qu'il  s'agira  d'intégrer 
exactement  ou  par  approximation. 

i8r.  Il  n'y  a  qu'un  cas  dans  lequel  l'intégration 
sous  forme  finie  soit  possible,  c'est  lorsqu'on  a 

k*  =  2ga  (  ï  -f-  cos  et  )  ; 

ce  qui  a  lieu  quand  le  mobile  part  du  point  A  avec 
la  vitesse  qu'il  aurait  acquise  en  tombant  d'une  hau- 
teur égale  à  ED;  E  étant  le  point  le  plus  élevé  du 
cercle  qu'il  décrit.  En  faisant  0  =  2 4 ,  et  obser- 
vant que 

I    -f-    COS  2»\|,    =    2  COS9  -sj/  , 

on  a  alors 

V   g  cosij' 

J'intègre,  je  détermine  la  constante  arbitraire  de 
sorte  qu'on  ait  4  =  \ct  quand  t  =  o  ,  et  je  mets 
^9  à  la  place  de  4  7  ^  vient 

22.. 
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1  ~   2  V  §■      8  (i  -f-  sin  p)  (i—  sin  1  a)' 

Si  le  point  A  coïncidait  avec  le  point  E,  on  au- 
rait ol  =  tf  ;  ce  qui  rendrait  infinie  cette  valeur  de 
ty  quel  que  fût  l'angle  8.  Cela  signifie  que  le  mo- 
bile ne  quitterait  pas  le  point  E;  et  en  effet,  dans 
ce  cas ,  sa  vitesse  initiale  serait  nulle ,  et  la  tangente 
au  point  E  étant  horizontale,  il  y  demeurerait  en 
équilibre. 

Le  point  B  répondant  à  6  =  o  ,  on  aura ,  dans 
tout  autre  cas  , 


ïV 


a   ,        î  -f-  sin  \  et 

-      lOg 7-^~    , 

g       °  i  —  sin  £  a 


pour  le  temps  que  le  mobile  emploiera  à  parcourir 
l'are  AB.  Avec  sa  vitesse  acquise  en  ce  point,  il  s  élè- 
vera sur  la  demi-circonférence  BAT  ;  mais ,  d'après 
ce  qu'on  a  vu  dans  le  n°  i5$,  il  devra  employer  un 
temps  infini  pour  atteindre  le  point  E  :  c'est  ce  qui  a 
lieu  effectivement  ;  car  en  faisant  8  =  —  it ,  on  a 
t  =  oo. 

Quelle  que  soit  la  vitesse  initiale  k  et  l'angle  cl  ,  la 
formule  (i)  pourra  s'intégrer  par  les  fonctions  ellip- 
tiques ;  en  sorte  que  le  temps  des  oscillations  ou  des 
révolutions  du  pendule  se  calculera  toujours  au 
moyen  des  tables  numériques  de  ces  fonctions  ; 
mais,  dans  la  pratique,  on  a  seulement  besoin  de 
connaître  la  durée  des  oscillations  très  petites,  que 
nous  nous  bornerons  à  considérer. 

182.  Pour  que  le  pendule  ne  fasse  que  de  petites 


DYNAMIQUE,  PREMIÈRE  PARTIE.  34  r 

oscillations  de  part  et  d'autre  de  la  verticale  CB ,  il 
faudra  que  l'angle  et  et  la  vitesse  k  soient  peu  consi- 
dérables ;  on  pourra  toujours  rendre  cette  vitesse 
tout-à-fait  nulle,  en  faisant  partir  le  mobile  d'un 
point  un  peu  plus  élevé  que  A,  c'est-à-dire,  en  aug- 
mentant convenablement  l'angle  cl  ;  on  ne  nuira  donc 
pas  à  la  généralité  de  la  question  en  supposant  k  =  o; 
ce  qui  réduit  l'équation  (1)  à 

dt  =  —  1/-     /_    A        =.         (2) 

V     g    VlCOSè 2C0Stf 

Par  les  formules  connues,  on  a 

cos  6=1 (-  5—7  —  etc. , 

2     '     ï .2.3.4 

cos  a  =   1   — r- =-7  —  etc. 

2  1 .2.3.4 

Les  angles  a  et  6  étant  très  petits ,  par  hypothèse , 
je  néglige  leurs  quatrièmes  puissances  ;  il  en  résulte 
simplement 

.  fa  de 

dt  =  —  \J  - 

En  intégrant  et  observant  que  6  =  et  quand  t  =  o  ,. 
on  en  déduit 

*  =  \/^  arc(cos  = 
d'où  Ion  tire 

8=acos<V/f,     |=_aV/fsin<V/f. 

Ces  formules  montrent,  conformément  à  ce  qu'on 
a  déjà  vu  (n°  i5g),  que  le  pendule  fera  une  suite  in- 
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définie  d'oscillations  égales  et  isochrones  de  part  et 
d'autre  de  La  verticale  CB  :  il  reviendra ,  avec  une  vi- 
tesse nulle  ,  au  point  A  où  l'on  a  8  =  a ,  toutes  les 

fois  que  t\f-  sera  un  multiple  de  itt9  et  au  point 

A',  situé  à  la  même  hauteur  que  A  et  où  Ton  a 
6  s=  —  a,  toutes  les  fois  que  9  sera  un  multiple  im- 
pair de  7T.  En  appelant  T  le  temps  qu'il  emploiera  à 
aller  de  l'un  de  ces  points  extrêmes  à  l'autre ,  c'est-à- 
dire,  le  temps  d'une  oscillation  entière ,  on  a 

V  g 

Les  durées  des  deux  demi-oscillations,  l'une  descen- 
dante et  l'autre  ascendante ,  seront  égales  entre  elles 
et  à  \  T. 

En  général ,  à  deux  instans  séparés  par  un  temps 
égal  à  T,  le  pendule  occupera ,  des  deux  côtés  de  la 
verticale  CB ,  des  positions  également  éloignées  de 
cette  droite ,  et  sera  animé  de  vitesses  égales  et  con- 
traires; car  si  l'on  met  t  -f-  T  à  la  place  de  ty  dans  les 

valeurs  de  8  et  -j ,  on  voit  qu'elles  ne  font  que  chan- 
ger de  signe. 

Le  pendule  coïncide  avec  la  verticale  quand  on  a 
8  ==  o,  ou  t  égal  à  un  multiple  impair  de  J  T;  il  en 
résulte 

de  /g 

et ,  par  conséquent , 

v  ç=  =b  et  \/ga , 
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pour  la  vitesse  du  mobile  au  point  B.  En  appelant  b 
la  hauteur  DB  de  son  point  de  départ  au-dessus 
de  B,  on  aura 

b  =  a  (  1  —  cos  et)  =  J  ace* , 

à  cause  que  l'on  néglige  la  quatrième  puissance  de  et. 
Abstraction  faite  du  signe ,  la  vitesse  acquise  au  point 
le  plus  bas  sera  donc 

v  =  \/ïgb; 

ce  qui  est,  comme  cela  devait  être,  la  vitesse  due  à 
la  hauteur  b. 

i83.  La  valeur  de  T  est,  comme  on  voit,  indé- 
pendante de  l'angle  et  ;  elle  subsistera  encore ,  et  sera 
rigoureusement  exacte,  quand  cette  amplitude  a  sera 
infiniment  petite.  Si  donc  on  écartait  le  pendule  in- 
finiment peu  de  la  verticale,  il  emploierait  pour  y 

revenir  un  temps  fini  et  égal  à  -  tt  \f-.   Dans  ce 

mouvement,  le  mobile  décrirait  un  espace  infini- 
ment petit  dans  un  temps  fini  ;  ce  qui  vient  de  ce  que 
l'intensité  de  sa  force  accélératrice  serait  infiniment 
petite.  En  effet,  cette  force  est  la  pesanteur  décom- 
posée suivant  la  tangente  à  la  trajectoire;  or,  dans 
l'étendue  de  l'arc  infiniment  petit  qui  aboutit  au  point 
le  plus  bas  de  cette  courbe,  la  tangente  fait  avec  la 
verticale  un  angle  qui  diffère  d'un  droit  d'une  quan- 
tité infiniment  petite  ;  le  cosinus  de  cet  angle ,  par 
lequel  il  faut  multiplier  la  pesanteur  pour  obtenir  sa 
composante ,  est  donc  infiniment  petit  ;  par  consé- 
quent, cette  composante  est  aussi  infiniment  petite. 


344  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE. 

On  peut  étendre  ce  résultat  aux  oscillations  d'un 
point  matériel  pesant  sur,  une  courbe  quelconque , 
dont  le  plan  oscillateur  au  point  le  plus  bas  B  est 
vertical;  car  dans  une  étendue  infiniment  petite  la 
courbe  coïncide  avec  son  cercle  oscuîateur,  et,  dans 
une  étendue  seulement  très  petite,  elle  s'en  écarte 
très  peu;  d'où  il  suit  que  C  étant  le  centre  de  ce 
cercle,  la  durée  des  oscillations  très  petites  sur  la 
courbe,  de  part  et  d'autre  de  son  point  B,  est  la 
même  que  pour  un  pendule  simple  dont  C  serait  le 
point  de  suspension ,  et  qui  aurait  pour  longueur  le 
rayon  de  courbure  CB  correspondant  à  ce  point  B. 
Les  oscillations  très  petites  ont  donc  une  même  du- 
rée indépendante  de  leur  amplitude ,  sur  toutes  les 
courbes  verticales  qui  ont  la  même  courbure  à  leur 
point  le  plus  bas.  Lorsque  le  plan  oscuîateur  en  ce 
point  n'est  pas  vertical,  il  faut  remplacer  dans  la 
valeur  de  T  la  gravité  g  par  sa  composante  dans 
ce  plan,  laquelle  est  égale  à  gsini',  en  appelant  i 
l'inclinaison  du  plan  donné  sur  un  plan  horizontal, 

184.  Quand  l'angle  a  a  une  grandeur  finie  et  seu- 
lement très  petite ,  la  valeur  précédente  de  T  n'est 
qu'approchée. 

En  effet ,  si  l'on  conserve  les  quatrièmes  puissances 
de  a  et  de  8  dans  les  valeurs  de  cos  et  et  cos  8,  et 
qu'on  les  substitue  dans  la  formule  (2),  on  aura 

7,  /a  de 

A  ce  degré  d'approximation ,  il  faudra  prendre 
[i  —  "M*' +  A')]"*  =  «  +  A  (*■  4- 0»)  i 
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on  aura  donc 

formule  qui  s'intègre  par  les  règles  connues.  En  in- 
tégrant depuis  9  =  cl  jusqu'à  6  =  — a,  pour  avoir 
la  durée  T  d'une  oscillation  entière,  on  trouve 

ce  qui  montre  que  cette  durée  est  un  peu  augmen- 
tée par  la  grandeur  de  l'amplitude. 

Il  en  résulte  que  si  Ton  appelle  n  le  nombre  des 
oscillations  infiniment  petites  d'un  pendide  quelcon- 
que dans  un  temps  donné,  et  n  le  nombre  des  os- 
cillations du  même  pendule  et  dans  le  même  temps, 
quand  leur  amplitude  cl  est  seulement  très  petite,  on 
aura 


«  =  «'(,  +5); 


car  le  nombre  n!  doit  diminuer  dans  le  même  rap- 
port que  la  durée  de  chaque  oscillation  est  augmen- 
tée par  la  grandeur  de  cette  amplitude. 

i85.  Quoiqu'on  ait  soin,  dans  les  différens  usages 
du  pendule,  de  faire  en  sorte  que  l'amplitude  des 
oscillations  soit  très  petite,  ce  qui  rend  toujours  suf- 
fisante la  correction  relative  à  la  grandeur  de  a  qu'on 
vient  de  déterminer,  il  est  bon ,  néanmoins,  de  con- 
naître la  série  convergente  par  laquelle  on  peut  ex- 
primer la  durée  d'une  oscillation,  quelle  que  soit  son 
amplitude. 
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Pour  cela ,  soient  x  et  ê  les  sinus  verses  des  angles 
0  et  a,  de  sorte  qu'on  ait 

1  —  cos  6  =  x ,       i  —  cos  a  =  £  ; 

on  aura,  en  même  temps, 

dx 


S  = 


{/ '  IX X2 

La  formule  (2)  deviendra 

rit  •  I     / a  ^x 

2  V  g   [/£x  —  x*\/i  —ix' 

et,  pour  en  déduire  la  durée  £T  d'une  demi-oscilla- 
tion ,  il  faudra  intégrer  depuis  x  =  S ,  qui  répond  à 
0  =  a,  jusqu'à  x  =  o,  qui  répond  à  6  =  o. 

Or ,  en  développant  par  la  formule  du  binôme ,, 
on  a 

/        1     V  i  ,   1  *  ,   i.3  x%  ,    i.3.5  x6     , 

(  1 x)  az=H 7  y- H t-£  -q    +  etc.; 

\        2    /  '22'   2.4  4       2.4.0  8      ■  7 

série  dont  le  terme  général  est    . 

1.3. 5..  .in  —  I 


2.4.6.  .  .272 


(:)"- 


et  qui  sera  toujours  convergente,  à  cause  que  x  est 
constamment  moindre  que  3.  Si  donc  on  intervertit 
l'ordre  de  l'intégration ,  ce  qui  est  permis  en  chan- 
geant en  même  temps  le  signe  de  dt;  qu'on  fasse 
ensuite ,  pour  un  nombre  quelconque  n  ou  zéro , 


r 


xndx  . 
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et  qu'on  double  la  valeur  de  -  T,  il  en  résultera 

m        //i  /  .    ,  1    1  .       i.3i.,î.3.5i  \ 

T=Vi(A°+2-2A'+â4-4Aa+^T6-8Â3  +  etc-> 

Les  valeurs  des  intégrales  définies  A0,  A,,  Aa, 
A3,  etc.,  sont  liées  entre  elles  de  manière  que  l'une 
délies  étant  connue,  il  est  facile  d'en  déduire  suc- 
cessivement toutes  les  autres.  En  effet,  on  a,  identi- 
quement, 

r    xndx  Ç{x—£)xn-'dx         Ç   r  xn-'dx 

J  |/5Z?  *  ~  J       |/èr  —  x*  V   \/Zx—x%y 

rix—^x^dx  . .  . 

r  xn~l  dx  r    xndx 

d'où  l'on  conclut 

r^-r=- XT^S/bX—  X% (jl 1)    / 

y/Cx-x2  K  'J  \/£x—x* 

(in—\)Q   p  xn"ldx 

2       J  \/%x^x%> 
et,  par  conséquent, 

/xndx  xn~l   .  ,-3 :  ,    (2n— 1)£  P  xn~ldx 

\/Qx—  x2  n  m     Jy^Cx—x2 


Aux  deux  limites  x=o  et  x=ë,  on  a  \fÇ>x — x*=o  ; 
en  passant  aux  intégrales  définies,  on  aura  donc^ 
d'après  cette  dernière  équation , 


An   _  —  A.     ,. 
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Si  l'on  fait  successivement  n=i,  =  2,  ==5?  etc., 
dans  cette  formule ,  on  en  déduit 

A,  =  -  b  Ao; 


A.  =  UA1=^g>Ao? 


etc.  ; 
par  conséquent,  nous  aurons,  généralement, 

A.  =  '•"-"'^i  Q- A0 ; 

2.4*0...  272 

et  quant  à  la  valeur  de  A0 ,  on  aura 

C         dx 


*•  -j: 


vQx  —  x* 


7F. 


En  substituant  les  valeurs  de  A0,  A, ,  Aa ,  etc. , 
dans  celle  de  T,  il  en  résulte 

—Vt'+©1-©"Ô'<T6)'©'+-]- 

pour  la  série  qu'il  s'agissait  d'obtenir ,  et  qui  est  es- 
sentiellement convergente  ,  puisque  £  S  est  toujours 
moindre  que  l'unité. 

Si  l'on  néglige  la  quatrième  puissance  de  a,  on 
aura  Q  =  y  a  ;  il  faudra  réduire  la  série  à  ses  deux 
premiers  termes,  et  la  valeur  de  T  coïncidera  avec 
celle  du  numéro  précédent. 

186.  Considérons  actuellement  le  mouvement  du 
pendule  simple  dans  un  milieu  résistant.  En  conservant 
toutes  les  notations  précédentes,  la  composante  de 
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la  pesanteur  suivant  la  tangente  MT  sera  g  sin  6,  à 
cause  que  l'angle  que  cette  droite  fait  avec  la  verti- 
cale MN  est  complément  de  l'angle  MCB  ou  6.  Dé- 
signons par  V  la  force  accélératrice  provenant  de  la 
résistance,  laquelle  est  dirigée  en  sens  contraire  de 
cette  composante  g  sin  S ,  et  appelons  s  l'arc  AM  ; 
l'équation  du  mouvement  sera  (  n°  i52  ) 

g=gsin9-V.  (3) 

On  pourra  faire  différentes  hypothèses  sur  la  va- 
leur de  V  en  fonction  de  la  vitesse  du  mobile  ;  le 
plus  simple  est  de  la  supposer  proportionnelle  à  cette 
vitesse ,  de  sorte  que  l'on  ait 

V—  £  - 
Y  —  k  dt> 

en  désignant  par  k  une  vitesse  constante  et  donnée. 
On  a  aussi 

s  =  a  {et  —  S),     sin  ô  =  9 0  +  etc.  ; 

si  donc  6  est ,  comme  précédemment ,  un  très  petit 
angle,  et  que  l'on  néglige  sa  troisième  puissance, 
l'équation  (3)  deviendra 

de  ^  k  dt  ^  a  *  —  °' 


Son  intégrale  complète  est 

8  m   (e  cos^y/f  +  c'  sin  ty  ^/f) 
en  représentant  par  c  et  c'  les  deux  constantes  arbi- 


€ 
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traires,  par  e  la  base  des  logarithmes  népériens,  et 

faisant,  pour  abréger, 


vA-f 


Je  détermine  c  et  c'  par  les  conditions  9  =  et  et  -r=  o, 

quand  t  =  o  ;  ce  qui  donne 

,  *yga 

c  =  a,     c    =        ?  . 

7  2y/: 


Par  conséquent,  on  aura 

8  =  a(cos^V/f  +  ^fsin^V/f) 
et,  en  différentiant, 


_  a 

ik 

e 


"-)  e       , 


pour  les  formules  qui  font  connaître,  à  un  instant 
quelconque  ,  la  position  du  pendule  et  sa  vitesse 
angulaire. 

A  la  fin  de  chaque  oscillation ,  on  a  —  =  o;  ce  qui 

a  lieu  toutes  les  fois  que  ty  t/- est  un  multiple  de  tt. 

Il  s'ensuit  donc  que  les  oscillations  sont  isochrones  , 
combine  dans  le  vide,  et  qu'on  a 


7F        fa 


pour  la  durée  d'une  oscillation  entière;  en  sorte  qu'elle 
est  augmentée ,  par  la  résistance  du  milieu ,  dans  le 
rapport  de  l'unité  à  la  fraction  y. 
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Quant  aux  amplitudes  des  oscillations ,  elles  di- 
minuent continuellement  à  cause  de  l'exponentielle 

e  2*.  En  appelant  <*„  l'amplitude  de  la  nieme  oscilla- 
tion, c'est-à-dire,  en  supposant  qu'on  ait  G  =  ( — i)nctn9 
quand  t  =  nT,  il  en  résultera 

an  =  cie       2>A    ; 

ce  qui  montre  que  les  amplitudes  successives  forment 
une  progression  géométrique  décroissante,   dont  le 

rapport  est  e       2>*    . 

Toutefois,  ce  mouvement  oscillatoire  suppose  que 
y  soit  une  quantité  réelle;  et ,  en  effet,  c'est  ce  qui 
a  lieu  dans  les  expériences  du  pendule,  qui  n'a  jamais 
une  longueur  extrêmement  considérable ,  et  dont  la 
densité  est  toujours  très  grande  eu  égard  à  celle  de  l'air 
où  il  se  meut  :  la  vitesse  k  étant  proportionnelle  au 
rapport  de  la  première  densité  à  la  seconde ,  elle  est 

très  grande  par  rapport  à  ~  \Jga  ,  et ,  conséquem- 
ment,  y  est  une  quantité  réelle  qui  diffère  peu  de 
l'unité.  Si,  au  contraire,  on  avait  2k  <  \/ga>  y  serait 
imaginaire  et  de  la  forme  S  \/  —  1  ,  en  désignant 
par  S  une  quantité  réelle  ;  par  les  formules  connues , 
les  sinus  et  cosinus  qui  entrent  dans  l'expression  de  6 
se  changeraient  en  exponentielles  ;  et  cette  transfor- 
mation faite ,  on  verrait  que  l'angle  8  ne  pourrait  de- 
venir nul  qu'après  un  intervalle  de  temps  infini  ;  en 
sorte  que  le  pendule  approcherait  indéfiniment  de  la 
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verticale  CB ,  sans  pouvoir  la  dépasser   ni   même 

l'atteindre  rigoureusement. 

187.  A  mesure  que  les  amplitudes  des  oscillations 
diminuent,  l'expérience  prouve  qu'elles  approchent 
de  plus  en  plus  de  décroître  dans  l'air  en  progression 
géométrique:  elles  s'en  écartent  peu,  par  exemple, 
lorsque  l'angle  a  est  d'un  tiers  de  degré  ou  au-des- 
sous. L'expérience  montre,  de  plus,  que  ce  décais- 
sement est  très  lent;  ainsi,  dans  une  expérience  de 
Borda ,  où  il  avait  lieu  sensiblement  en  progression 
géométrique,  l'amplitude  ne  se  réduisait  qu'aux  deux 
tiers  environ,  après  1800  oscillations.  En  appliquant 
l'expression  de  an  à  cet  exemple ,  on  aura  donc 

i8oo?r  Vga     , 

e         EST     =  f, 
et,  par  conséquent, 

!^^  =  >log!  =  >(o,4o546); 
mais  on  a 

il  en  résultera  donc 

(i8oo)Va(i   —  >a)  =  >a(o,4o546)a; 
d'où  Ton  tire 

y  c==    1,00000000257.  .  .  , 

ou  à  très  peu  près  y  =  1  ;  ce  qui  permet  de  négliger 

la  résistance  de  l'air  dans  le  calcul  de  la  valeur  de  T. 

On  peut  donc  admettre  que  quand  les  oscillations 
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sont  très  petites,  la  résistance  de  l'air  est  propor- 
tionnelle à  la  vitesse,  comme  nous  venons  de  le 
supposer ,  et  que  cette  résistance  n'influe  pas  sensi- 
blement sur  leur  durée.  Mais  lorsque  les  amplitudes 
sont  un  peu  considérables,  l'observation  montre 
qu'elles  ne  décroissent  plus  en  progression  géomé- 
trique ;  en  sorte  qu'il  devient  nécessaire  de  faire  une 
autre  hypothèse  sur  la  loi  de  la  résistance. 

188.    Supposons   cette   force   proportionnelle  au 
carré  de  la  vitesse ,  et  prenons 

V  -  -  £.  —  • 

~  k*  de  > 

k  étant  une  vitesse  constante  et  donnée  qui  sera,  tou- 
jours très  grande;  en  sorte  que  si  l'on  fait 

jlc  sera  une  très  petite  fraction.  A  cause  de  ds= — ad& , 
l'équation  (3)  deviendra 

S  +  S-6  =  ^£  (4) 

en  la  multipliant  par  id§ ,  intégrant  et  faisant 


dy 
dô  > 

nous  aurons 

!-?cos6-Kr  = 

=  o; 

équation  linéaire  du  premier  ordre,  dont  l'intégrale 
complète  est 


i. 


15 
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i"9         i£  (  sin  6  —  u  cos  ô  ) 

,=.<*   +      (I+I,)g      ; 

c  étant  la  constante  arbitraire  et  e  la  base  des  loga- 
rithmes népériens.  Je  la  différent ie  par  rapport  à  G  , 

et  ie  remets  -=-r  au  lieu  de  ~  ;  il  vient 

J32                      «e  ,    2£-(cosÔ  -f-  «sin  6) 
— -    s==    ace    +  -2-1— : — *  : 

ce  qui  est  une  intégrale  première  sous  forme  finie  de 
l'équation  (4). 

Pour  déterminer  c,  je  suppose  qu'on  ait,  comme 

de 

précédemment ,  j-  =  o    quand   6  =  a  ;  il   en  ré- 
sultera 

2g,(cos  et  -f-  «  sin  «)     —  i"«* 
(i   -f  ff)a 

Par  conséquent,  on  aura,  à  un  instant  quelconque, 

^=(r+^tcos8+^sln^cosa+^smoc^       J-  (5> 

Au  point  le  plus  bas,  où  l'on  a  6  =  o,  on  aura  donc 
a7dè*  iga     r  '/  .v   — A<* 


<&: 


=  — ~  f  i  —  (cos  cl  +  fz  sin  cl  )e       } , 
i  -}-  «   u  v 


pour  le  carré  de  la  vitesse  acquise ,  laquelle  est  évi- 
demment moindre  que  dans  le  vide. 

En  vertu  de  cette  vitesse ,  le  mobile  montera  sur 
l'arc  BA'  jusqu'en  un  point  A, ,  moins  élevé  que  A', 

de 
et  pour  lequel  on  aura  —  =o.  Si  Ton  désigne  par  — &, 

la  valeur  correspondante  de  0 ,  il  en  résultera 
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(  cos  atr  —  ft  sin  ct1  )efÀXl  =  (cos  cl  +  jul  sin  a  )e~~/xx  ; 

et  si  Ton  développe  les  exponentielles  suivant  les 
puissances  de  il,  et  qu'on  néglige  le  carré  de  cette 
fraction  très  petite,  on  aura 

cosct  x— ^(sinct  t  —  a.cosot  t) = cosa  -4-/*(sina — acosa) . 

La  valeur  de  al  que  l'on  tirera  de  cette  équation , 
différera  très  peu  de  et  ;  je  fais  donc  a,  t±z  a  —  £  ,  et 
je  néglige  le  carré  de  cT  et  le  produit  fjt,£  ;  il  vient 

J  sin  a  =  2^(sina  —  a  cos  a  )  ; 
eu  sorte  que  l'on  aura 

a.  =  et r^-  (  sin  cl  —  cl  cos  cl  ) , 

sin  <at    v  ' 

pour  la  grandeur  de  G,  abstraction  faite  du  signe,  à 
la  fin  de  la  première  oscillation. 

Ce  résultat  ne  suppose  pas  les  oscillations  très  pe- 
tites; mais  si  elles  sont  assez  petites  pour  qu'on  puisse 
négliger  la  quatrième  puissance  de  cl  dans  cette  va- 
leur de  a, ,  elle  se  réduira  à 

lues, 

CtT     =     CL    ~hr— . 


Parvenu  au  point  A, ,  le  mobile  redescendra,  et  il 
continuera  ainsi  à  osciller  de  part  et  d'autre  du 
point  B,  jusqu'à  ce  que  les  amplitudes  de  ses  oscilla- 
tions soient  devenues  sensiblement  nulles.  Si  l'on 
appelle  az  l'amplitude  de  la  seconde  demi-oscillation 
ascendante  ,  il  est  évident  qu'elle  se  déduira  de  at , 
comme  on  a  déduit  ctt  de  et  ;  en  sorte  que  l'on  aura 

23.. 
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a%  =  ctt   —    -j-. 

Et  de  même,  si  as,  #4,  etc.,  sont  les  amplitudes 
successives  des  autres  demi-oscillations  ascendantes  7 
on  aura 

*3  =  a, ^-  ,    a4  =  a3 ^- ,  etc.  ; 

ce  qui  montre  qu'elles  ne  décroîtront  plus  en  pro- 
gression géométrique ,  comme  dans  le  cas  de  la  ré- 
sistance proportionnelle  à  la  vitesse. 

189.  Pour  déterminer  le  temps  qui  répond  à  un 
angle  6 ,  il  faudra  intégrer  la  valeur  de  dt  tirée  de 
l'équation  (5)  ,*  ce  qui  sera  toujours  possible  par  la 
méthode  des  quadratures ,  quand  les  valeurs  numé- 
riques de  cty  jjl  9  6 ,  seront  données.  Mais  dans  le  cas 
des  petites  oscillations,  on  peut  obtenir,  en  série  con- 
vergente ,  la  valeur  de  S  en  fonction  de  t ,  et  récipro- 
quement. 

Je  supposerai  toujours  la  vitesse  initiale  du  mobile 
égale  à  zéro  ;  la  valeur  de  6  à  un  instant  quelconque, 
sera  une  fonction  de  t  et  a  qui  devra  se  réduire  à  zéro 
dans  le  cas  de  et  =  o  ;  je  la  représenterai  donc  par 

S  =  «8,  +  *a8.  +  *%  +  etc.  ; 

Bs?  6a>  9s?  e*c-  ?  étant  des  coefficiens  indépendans 
de  &.  En  substituant  cette  série  dans  l'équation  (4), 
développant  les  deux  membres  suivant  les  puissances 
de  a,  et  égalant  ensuite  les  coefficiens  des  mêmes 
puissances,  on  formera  une  série  d'équations  diffé- 
rentielles du  second  ordre,  qui  serviront  à  détermi- 
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ner  les  inconnues  0X ,  9a  T  83 ,  etc.  De  plus  ,  pour  qu'on 

de 
ait  9  =  et  et  -7-  =  o,  quand  2  =  o  et  quel  que  soit  et , 

il  faudra  que  les  valeurs  initiales  de  Sa ,  63 ,  etc. , 

~,  ~ y  etc. ,  soient  toutes  nulles,  et  que  celles  de 

0,  et  -j-  soient  l'unité  et  zéro  ;  et  c'est  d'après  ces  con- 
ditions qu'on  déterminera  les  constantes  arbitraires 
qui  seront  contenues  dans  les  intégrales  complètes  de 
cette  suite  d'équations.  De  cette  manière ,  on  calcu- 
lera autant  de  termes  que  l'on  voudra  de  la  série 
précédente.  Nous  bornerons  l'approximation  au  carré 
de  a,  et  nous  négligerons  le  cube  et  les  puissances 
supérieures  de  cette  quantité. 

Alors ,  on  a  simplement 

d2è  d2ê1      ,         ,    d2êA 

—  =  et  -4-  et%  — - 

de  dû      '  de  ' 

sin  6  =  aSt  +  *% , 

^1  -    - .  El . 
de  de9 

et  en  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (4) ,  et 
égalant  les  coefficiens  de  et  et  de  a*  dans  ses  deux 
membres,  il  vient 


«M 


+  !  I  =  o, 


de       l      a 


de   ^  a  Wa  —  2  '     de 


En  intégrant  la  première  de  ces  deux  équations ,  et 
déterminant  les  deux  constantes  arbitraires  ,  de  sorte 
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de 
dt 


qu'on  ait  8t  =  o  et  -^  =  o  >    quand  t  =  o ,   nous 


aurons 


8,  =  cos  t  %/|. 
Il  en  résultera 


d& 
~d? 


V=-sina«\A  =  -^Ci  —  cos  2*  \/£); 
?        a  V    a        ia\  Va/7 

la  seconde  équation  deviendra  donc 


d? 
et  Ton  aura 


#a  =  —  ^  cos 


Vf+J^+n'*00"'^!' 


pour  son  intégrale  assujettie  aux  conditions  6a  =  o  et 

— -  =  o ,  quand  t  =  o* 

Au  moyen  de  ces  expressions  de  8r  et  6a,   celle 
de  8  devient 

à  cause  de  y  =  —  a  -7- ,  on  aura ,  en  même  temps , 

et  ces  formules  feront  connaître  la  position  et  la  vi- 
tesse du  mobile  à  un  instant  quelconque. 

190.  Si  nous  remplaçons;  dans  la  dernière,  sin^y  - 
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par  2sint  W-cost  \/-9  l'équation  v  =  o,  qui  a  lieu 
à  la  fin  de  chaque  oscillation ,  prendra  la  forme 

L'angle  cl  étant  très  petit,  le  premier  facteur  ne 
peut  être  nul;  le  second  est  zéro  toutes  les  fois  que 

t  i  /-  est  un  multiple  de  7r.  Il  s'ensuit  donc  que  l'in- 
tervalle de  temps  qui  s'écoule  entre  deux  vitesses 
nulles  et  consécutives,  ou  la  durée  T  d'une  oscilla- 
tion entière,  est 

en  sorte  que  la  résistance  de  l'air,  proportionnelle  au 
carré  de  la  vitesse,  n'influe  aucunement  sur  cette 
durée. 

Cependant,  elle  augmente  le  temps  que  le  mobile 
emploie  à  atteindre  le  point  B.  En  effet,  en  le  dési- 
gnant par  t' 9  et  faisant  ô  =  o ,  on  a 

La  plus  petite  valeur  de  t' l/-  qui  satisfasse  à  cette 
équation  diffère  très  peu  de  \  tt  ;  soit  donc 

t'  Jë-  =  -  v  +  £  ; 
en  négligeant  le  carré  de  cT  et  le  produit  aj\  on  aura 
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et,  par  conséquent, 

La  résistance  de  l'air  augmente  donc  la  durée  de  la 
première  demi-oscillation  descendante,  dans  le  rap- 
port de  r  +  ô-  à  l'unité  ;  et  puisqu'elle  n'influe  pas 

sur  la  durée  de  l'oscillation  entière,  il  faut  qu'elle  di- 
minue ,  dans  le  même  rapport ,  la  durée  de  la  demi- 
oscillation  ascendante. 

En  substituant  cette  valeur  de  i!  dans  celle  de  v  y 
et  négligeant  le  cube  de  a,  il  vient 

P=(i  —  y)^\Vî 

d'où  Ton  conclut  que  la  vitesse  acquise  au  point  le 
plus  bas  est  diminuée  par  la  résistance  de  l'air,  dans 

le  rapport  de  i  —  ~  à  l'unité. 

Si  l'on  désigne  par  —  glx  la  valeur  de  S  qui  a  lieu 
à  la  fin  de  la  première  oscillation  entière ,  et  qui  ré- 
pond à  t  \/-  =  7r,  on  aura 

2.  KO? 

CL,    =    Ct 3-, 

comme  précédemment. 

Ces  difFérens  résultats  sont  indépendans  de  la  gran- 
deur du  coefficient  li  de  la  résistance,  et  supposent 
seulement  l'angle  cl  très  petit;  ils  conviennent  égale- 
ment au  mouvement  du  pendule  dans  un  fluide  aéri- 
forme  et  dans  un  liquide,  pourvu  que  le  coefficient 
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fi  soit  déterminé  pour  chaque  milieu  en  particu- 
lier. Dans  le  cas  de  et  très  petit,  il  est  inutile  d'exa- 
miner l'hypothèse  d'une  résistance  proportionnelle 
au  cube  ou  à  une  puissance  supérieure  de  la  vitesse  ; 
car  il  n'en  pourrait  résulter,  dans  les  valeurs  de  ô 
et  v,  que  des  termes  dépendans  des  puissances  de  et 
supérieures  au  carré,  que  l'on  a  regardés  comme  né- 
gligeables dans  les  calculs  précédens.  En  rapprochant 
ce  qu'on  vient  de  trouver  de  ce  qui  a  été  dit  dans  le 
n°  187,  on  en  conclut  donc  que  la  résistance  de  l'air 
n'influe  pas  sur  la  durée  des  très  petites  oscillations 
du  pendule,  pour  lesquelles  on  néglige  la  correction 
relative  à  la  grandeur  de  l'amplitude  (n°  184).  Quand 
on  tient  compte  de  cette  correction,  la  résistance  a 
une  petite  influence,  à  cause  qu'elle  fait  varier  les 
amplitudes  pendant  la  durée  du  mouvement. 

191.  Il  ne  suit  pas  de  là  que  la  durée  des  oscilla- 
tions d'un  corps  pesant ,  quelque  petite  qu'on  la  sup- 
pose, soit  !a  même  dans  l'air  que  dans  le  vide;  car 
ce  fluide ,  par  la  pression  qu'il  exerce  sur  le  mobile , 
augmente  cette  durée  en  diminuant  la  pesanteur. 
D'abord,  on  sait  par  l'expérience,  et  nous  démon- 
trerons dans  Y  Hydrostatique  j,  qu'un  corps  en  repos , 
plongé  dans  un  fluide,  y  perd  une  partie  de  son 
poids,  égale  au  poids  du  fluide  dont  il  occupe  la 
place.  Ainsi,  P  étant  le  poids  de  ce  corps  dans  le 
vide,  P'  son  poids  dans  l'air,  n  le  poids  d'un  volume 
d'air  égal  à  celui  du  corps,  on  a 

F  =  p  —  n. 

En  appelant  f  le  rapport  de  la  densité  de  l'air  à  celle 
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du  corps,  g  la  gravité  dans  le  vide,  g1  ce  que  cette  force 

devient  dans  l'air,  et  m  la  masse  du  corps,  on  a  aussi 

Il  =  Pp,     P  =  mg,     P'  =  mg'  ; 

on  aura  donc 

g'  =  g(l  —  ri- 
Or,  si  Ton  désigne  par  T  et  T' les  durées  des  petites 
oscillations  d'un  même  pendule  qui  répondent  aux 
deux  forces  accélératrices  g  et  g!,  on  aura 

et ,  par  conséquent , 

T 

Soit  aussi  a'  la  longueur  du  pendule  soumis  à  la  gra- 
vité g' ,  qui  fait  ses  oscillations  dans  le  même  temps 
que  le  pendule  soumis  à  la  gravité  g  et  dont  la  lon- 
gueur est  a  ;  il  faudra  qu'on  ait 

d'où  l'on  tire 

a!  z=z  a(\  —  f). 

Donc ,  par  la  seule  considération  de  la  perte  de  poids 
à  l'état  de  repos ,  la  durée  des  oscillations  dans  l'air 
se  trouve  augmentée  dans  le  rapport  de  l'unité  à 

yi' —  p  pour  un  même  pendule,  et  la  longueur  du 
pendule  simple  se  trouve  diminuée  dans  le  rapport 
de  t  —  p  à  l'unité  pour  une  même  durée. 
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De  plus,  M.  Bessel  a  fait  voir,  par  l'expérience, 
que  la  perte  de  poids  qu'un  même  corps  éprouve 
dans  l'air  n'est  pas  la  même,  quand  il  est  en  repos  et 
lorsqu'il  a  un  mouvement  oscillatoire.  Elle  augmente 
dans  le  second  cas;  et  il  en  résulte  qu'il  faut,  dans 
les  formules  précédentes,  multiplier  p  par  un  fac- 
teur f  plus  grand  que  l'unité,  et  dépendant  de  la 
forme  du  mobile.  Je  suis  parvenu  à  ce  même  résul- 
tat dans  un  Mémoire  sur  les  Mouvemens  simultanés 
d'un  pendule  et  de  Vair  environnant  (*)  ;  et ,  d'après 
mon  analyse,  on  af=  ~  quand  le  pendule  consiste, 
comme  celui  de  Borda,  en  une  sphère  suspendue  à 
l'extrémité  d'un  fil  très  mince ,  dont  la  longueur  est 
très  considérable  par  rapport  au  diamètre  de  cette 
sphère;  en  sorte  qu'alors  il  faut  augmenter  de  moitié 
la  correction  relative  à  la  densité  de  l'air,  que  l'on 
faisait  subir,  avant  l'observation  de  M.  Bessel,  à  la 
durée  des  petites  oscillations  et  à  la  longueur  du 
pendule  simple.  Dans  tous  les  cas,  le  coefficient^/  est 
toujours  indépendant  de  la  densité  du  pendule,  ainsi 
que  de  la  densité  et  de  la  nature  du  fluide  dans  le- 
quel il  oscille,  de  manière  qu'on  peut  toujours  le 
déterminer  par  l'expérience ,  en  comparant  les  du-» 
rées  des  oscillations  de  deux  pendules  de  même  forme 
et  de  densités  différentes,  dans  un  même  fluide,  ou 
bien  d'un  même  pendule  dans  deux  fluides  différens, 
tels  que  l'air  et  l'eau,  par  exemple. 

192.   Maintenant,  soit  n  le  nombre  des   oscilla- 
tions infiniment  petites  qu'un  pendule  quelconque 

(*)  Mémoires  de  V Académie  des  Sciences,  tome  XI. 
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ferait  dans  le  vide  pendant  un  temps  donné  r.  Pour 
déduire  ce  nombre,  par  la  règle  du  n°  i84>  de  celui 
des  oscillations  très  petites  qui  est  donné  par  l'ob- 
servation ,  et  afin  d'avoir  égard  à  la  variation  des 
amplitudes  pendant  ce  temps  r ,  on  a  coutume  de 
prendre  pour  l'angle  cl  la  moyenne  des  amplitudes 
extrêmes  qui  sont  aussi  données  par  l'observation. 
Cela  étant,  la  durée  T  d'une  oscillation  infiniment 
petite  de  ce  pendule  sera 


T  =  -  ; 

n 


et  l'erreur  que  l'on  pourra  commettre  sur  la  mesure 
du  temps  r  a  ara  d'autant  moins  d'influence  sur  cette 
valeur  de  T ,  que  le  nombre  n  sera  plus  considé- 
rable. D'après  la  forme  et  les  dimensions  du  corps 
oscillant ,  on  déterminera ,  par  la  formule  qui  sera 
donnée  dans  un  autre  chapitre,  la  longueur  du  pen- 
dule simple ,  dont  le  mouvement  est  le  même  que 
celui  de  ce  corps;  on  réduira  cette  longueur,  comme 
on  vient  de  l'expliquer  tout  à  l'heure,  à  ce  qu'elle 
serait  dans  le  vide  ,•  et  si  on  la  désigne  par  a  après 
cette  réduction,  et  qu'on  représente  par  g  la  gra- 
vité dans  le  vide,  on  aura 

r  fa 

-  =  7T  if  -  ; 
d'où  l'on  tire 

C'est  au  moyen  de  cette  formule  que  l'on  déter- 
mine avec  une  extrême  précision  ,  en  chaque  lieu 
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de  la  terre ,  la  mesure  de  la  pesanteur,  ou  la  vitesse  g 
que  les  corps  pesans  acquièrent  en  tombant  vertica- 
lement dans  le  vide,  pendant  une  unité  de  temps. 
D'après  l'expérience  faite  par  Borda ,  à  l'Observatoire 
de  Paris,  avec  un  pendule  d'environ  i  mètres  de 
longueur,  on  a 

a  =  om,993855, 

en  prenant  la  seconde  pour  unité;  et  l'on  en  con- 
clut 

g  =  çA  80896, 

en  ce  lieu  de  la  terre,  c'est-à-dire,  à  une  latitude 
de  48°5o'i4f/. 

M.  Bessel  ayant  fait  osciller  successivement  des 
corps  de  toutes  sortes  de  matières,  tels  que  des  mé- 
taux, de  l'ivoire,  du  marbre,  des  pierres  météori- 
ques, etc.,  a  constamment  trouvé  des  valeurs  de  g 
sensiblement  égales  ;  les  plus  grandes  différences , 
de  part  et  d'autre  de  la  valeur  moyenne,  s'élevant 
a  peine  à  un  cent-millième  de  cette  valeur,  et  pou- 
vant être  attribuées  aux  erreurs  inévitables  de  l'ob- 
servation. Il  ne  peut  donc  rester  aucun  doute  sur 
la  parfaite  égalité  de  l'attraction  exercée  par  la  terre 
sur  tous  les  corps,  quelle  qu'en  soit  la  nature,  qui 
sont  situés  en  un  même  lieu  de  sa  surface  ;  car  cette 
égalité  résulte  de  celle  des  valeurs  de  la  pesanteur 
g,  puisque  cette  force  est  l'excès  de  l'attraction  ter- 
restre sur  la  composante  verticale  de  la  force  cen- 
trifuge, commune  à  tous  ces  corps. 

193.  En  considérant  la  surface  de  la  terre  comme 
le  prolongement  du  niveau  des  mers  en  équilibre  ^ 
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on  démontre,  dans  la  Mécanique  céleste^  que  la  va- 
riation, à  cette  surface,  de  la  longueur  du  pendule 
simple  qui  fait  chaque  oscillation  dans  une  unité 
de  temps ,  est  proportionnelle  au  cosinus  du  double 
de  la  latitude  ;  en  sorte  qu'en  désignant  par  À  cette 
longueur  en  un  lieu  dont  la  latitude  est  %[• ,  on  doit 
avoir 

À  =  Z(i  —  où  cos  2-v[/)  ;  {h) 

l  et  où  étant  des  constantes  déterminées  par  l'obser- 
vation. On  démontre  aussi  que  le  coefficient  o)  est 
lié  à  l'aplatissement  du  sphéroïde  terrestre  par  l'é- 
quation 

2co  +  cT  =  f  r, 

dans  laquelle  on  appelle  <P  cet  aplatissement ,  de 
sorte  que  le  rayon  de  l'équateur  et  celui  du  pôle 
soient  entre  eux  comme  i-f- cT  et  l'unité,  et  où  Ton 
désigne  par  r  le  rapport  de  la  force  centrifuge  à  la 
pesanteur,  qui  a  lieu  à  l'équateur,  et  dont  la  valeur 
est  (n°  177  ) 


—  289 

La  formule  {h)  est,  en  effet,  confirmée  par  l'ex- 
périence quand  on  fait  abstraction  des  circonstances 
locales  qui  peuvent  influer,  comme  on  le  verra  par 
la  suite  ,  sur  l'attraction  de  la  terre  et  sur  la  longueur 
du  pendule.  I/ensemble  des  observations  faites  à  dif- 
férentes latitudes  donne 

où  =  o,oo2588  ; 

ce  qui  suppose  £  à  très  peu  près  égal  à  r.  La  cons- 
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tante  l  est  la  valeur  de  À  correspondante  à  ^  =  45°  ; 
elle  diffère  peu  de  celle  qui  répond  a  la  latitude  de 
Paris;  et,  d'après  celle-ci,  on  a 

om,993855  =  Z[i  +  o,oo2588.sin  (70  40'  28")]  ; 

d'où  l'on  tire 

l  =  oœ,9g55i2. 

Si  l'on  fait  n  =  1  et  r  =  1  dans  la  formule  (a)  ; 
que  l'on  y  mette  successivement  l  et  À  à  la  place  de 
a,  et  qu'on  désigne  par  p  et  <et  les  valeurs  correspon- 
dantes de  g,  on  aura 

p  =  •*■»/,        tT  =  77-aÀ; 

on  aura  donc 

p  =  9m,8o557, 

et ,  à  une  latitude  quelconque , 

^r    =   p(l    0,002588    COS24)- 

En  observant  que 

cos  2-^>  =   2  cosa  <\J,   —    1 , 

on  voit  que  la  diminution  de  la  pesanteur  ?  en  allant 
du  pôle  à  l'équateur,  sera  proportionnelle  au  carré 
du  cosinus  de  la  latitude,  conformément  à  l'énoncé 
du  n°  178. 

En  transportant  un  même  pendule  en  différens 
lieux  de  la  terre,  on  voit,  par, l'équation  (#),  que  les 
nombres  n  de  ses  oscillations,  dans  un  même  temps  t, 
varieront  proportionnellement  à  la  racine  carrée  de 
la  gravité.  Ainsi,  par  exemple,  une  horloge  réglée, 
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à  Paris,  sur  le  mouvement  diurne  de  la  terre >  et 
transportée  ensuite  à  l'équateur  ,  retardera  sur  ce 
mouvement.  En  appelant  n  et  ri  les  nombres  des  os- 
cillations de  son  pendule  en  un  jour  sidéral  dans 
ces  deux  lieux  de  la  terre ,  on  aura 

n  n  .  /  i  —  o,oo2588 

n  =s  80104 ,      71  =  n  \/  — -- — — £qq  •    /  o  /  f   q"\  ? 
^'  V    1 -f- 0,002000  sm  (70  40  20) 7 

et ,  par  conséquent , 

n!  =  86037  '? 

en  sorte  que  le  retard  sera  d'environ  127  secondes  en 
24  heures.  C'est  l'observation  de  ce  retard  qui  a  mis 
en  évidence,  pour  la  première  fois,  la  variation  de 
la  pesanteur  à  la  surface  de  la  terre. 

§  II.  Mouvement  sur  la  çycloïde. 

ig/t.  Soit  ABC  (fîg.  46)  la  trajectoire  d'un  point 
matériel  pesant,  dont  le  plan  est  vertical.  Supposons 
que  ce  mobile  parte  du  point  quelconque  D,  sans 
vitesse  initiale,  et  qu'il  soit  en  M  au  bout  du  temps  t; 
des  points  D  et  M  abaissons  des  perpendiculaires  DE 
et  MP  sur  la  verticale  passant  par  le  point  B ,  qui 
est  le  plus  bas  de  la  courbe;  en  faisant  EP  =  z,  et 
désignant  par  v  la  vitesse  acquise  au  point  M,  et  par 
g  la  gravité,  nous  aurons  (n°  i5g) 

si  l'on  suppose  que  la  pesanteur  soit  la  seule  force  qui 
agisse  sur  le  mobile.  Soit  aussi  s  l'arc  BM;  comme  il 
décroit  quand  le  temps  augmente ,  on  aura 
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ds 
Ç  =  —   dt> 

et  si  Ton  fait 

EB  =  h,       PB  =  .r  =  ^  —  z, 
il  en  résultera 

quelle  que  soit  la  courbe  donnée. 

Cette  courbe  étant,  par  hypothèse ,  une  cycloïde, 
on  aura  (n°  7 5) 

s*  =  l^ax  , 

en  désignant  par  a  le  diamètre  BF  de  son  cercle  gé- 
nérateur. On  aura  donc 


v¥<*=- 


dx 


y  hx  —  x% 
et,  en  intégrant, 

llg  /  2.X  —   h\ 

tvf  =  arc{cos:=—h—): 

on  n'ajoute  pas  de  constante  arbitraire,  afin  qu'on  ait 
t=z  o  à  l'origine  du  mouvement,  ou  quand  oc  =  h. 
Si  l'on  appelle  t' le  temps  que  le  mobile  emploie  à 
atteindre  le  point  B  qui  répond  àx  =  o,  on  aura 

t'  v/—  =  arc  (cos  =  —  1)  =  7T , 
et,  par  conséquent, 

t'=7T  l/I. 
V      2g" 

I.  24 
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Ce  temps  est,  comme  on  voit,  indépendant  de  ïa 
hauteur  h  du  point  de  départ  D  du  mobile,  au-des- 
sus du  point  le  plus  bas  B;  en  sorte  que  cette  pro- 
priété, qui  a  lieu  par  approximation  dans  toutes  les 
courbes  pour  une  hauteur  h  très  petite ,  est  rigou- 
reusement vraie  dans  la  cycloïde,  quelle  que  soit 
cette  hauteur,  toujours  moindre  que  a  ou  BF.  Il  en 
résulte  que  tous  les  mobiles,  partis  en  même  temps 
de  différens  points  de  la  cycloïde,  arriveront  en  même 
temps  à  son  point  le  plus  bas. 

On  aura  '7T  \/  —  pour  le  temps  d'une  oscillation  en- 

tière  de  part  et  d'autre  du  point  B;  or,  on  voit  que 
ce  temps  est  celui  des  oscillations  très  petites  du  pen- 
dule dont  la  longueur  ïa  est  le  rayon  de  courbure 
de  la  cycloïde  en  ce  point  (n°  72);  ce  qui  s'accorde 
avec  le  résultat  du  n°  i85,  relatif  à  la  durée  des  pe- 
tites oscillations  sur  une  courbe  quelconque,  laquelle 
durée  est  la  même,  dans  le  cas  de  la  cycloïde,  que 
celles  des  oscillations  d'une  amplitude  quelconque. 

ig5.  Le  temps  que  le  mobile  emploie  à  parcourir 
l'arc  DB  de  la  cycloïde  est  encore  indépendant  de  la 
longueur  de  cet  arc,  quand  le  mouvement  a  lieu  dans 
un  milieu  résistant ,  et  que  la  résistance  est  supposée 
proportionnelle  à  la  première  puissance  de  la  vi- 
tesse. 

En  effet,  représentons  cette  force  par  ^-  ,  comme 
dans  le  n°  186;  la  composante  de  la  pesanteur  sui- 
vant  la  tangente  MT  est  g  -=->  en  observant  que  -7- 
est  le  cosinus  de  l'angle  TMN  que  fait  cette  droite 
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avec  la  verticale  MN  ;  la  force  qui  agit  au  point  M , 
et  qui  tend  à  diminuer  Tare  BM  ou  s,  sera  donc  la 

différence  g -= — —  gjï  par  conséquent,  on  aura  pour 

l'équation  du  mouvement 


cPs   _ 

le  r 

/dx 

~    8    \d~S    ~~ 

ô. 

ou,  ce 

qui 

est  la  même  chose , 

d*s      , 

dt*    « 

k 

dt            ia 

==   O, 

a 

cause  de 

V     = 

ds          dx 
~  ~dt>       ~dl  ' 

s 

—    »       ,          • 

Je  suppose  qu'à  l'origine  du  mouvement ,  ou 
quand  t  =  o,  la  vitesse  v  soit  nulle ,  et  qu'on  ait 
s  =  a  ;  en  déterminant  les  deux  constantes  arbi^ 
traires  d'après  ces  conditions ,  et  faisant  ,  pour 
abréger  , 


/ 


2^  ~  '' 


l'intégrale  de  l'équation  précédente  sera  (n°  186) 

___  «■/ 

*  =  *  (ces  ty  v/£  +  &£  sin  ty  sj Q  e^\ 

Si  donc  on  appelle  tr  le  temps  qui  répond  au  point  B 
ou  à  s=  o,  on  aura 

cos  t'y  J'I  +  *3f? sin  t'y  i/£  =  o; 

f    V  pLfL  iyk  /   V    2.a 

équation  d'où  l'on  tirera  une  valeur  de  t'  indépen- 
dante de  a  j  ce  qu'il  s'agissait  de  trouver. 
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Si  la  résistance  est  très  petite ,  ou  la  vitesse  À"  très 
grande,  on  aura  y  =  i  ,  à  très  peu.près;  et  1  équa- 
tion précédente  donnera 

ce  qui  montre  que  le  temps  t'  est  un  peu  augmenté 
par  cette  résistance. 

196.  Prolongeons  la  droite  BF  jusqu'en  0,  d'une 
quantité  égale  à  BF  ;  ce  point  0  sera  le  centre  de  la 
cycloïde  au  point  B  ;  et  si  l'on  trace  les  deux  demi- 
cycloïdes  OA  et  OC ,  tangentes  aux  droites  OB  et  AC, 
et  ayant  OF  pour  diamètre  de  leur  cercle  générateur, 
OA  sera  la  développante  de  AB ,  et  OC  celle  de  BC 
(  n°  72);  par  conséquent,  un  fil  d'une  longueur 
constante  OB  ou  ia ,  attaché  au  point  0,  et  qui  s'en- 
veloppera successivement  sur  les  deux  courbes  OA 
et  GC ,  tracera  par  son  autre  extrémité  la  cycloïde 
ABC. 

Cela  fournit  un  moyen  de  construire  un  pendule 
cycloïdal.  Pour  cela ,  supposons  que  les  courbes  OA 
et  OC  soient  tracées  en  relief,  et  que  OB  soit  un 
fil  inextensible  et  parfaitement  flexible,  attaché  au 
point  fixe  0  ;  attachons  aussi  un  corps  pesant  à  son 
autre  extrémité  B ,  puis  écartons  ce  fil  de  la  posi- 
tion verticale,  de  sorte  qu'il  s'enveloppe,  en  tout  ou 
en  partie ,  sur  l'une  des  courbes  OA  et  OC ,  et  que  sa 
partie  non  enveloppée  soit  une  droite  tangente  a 
cette  courbe  :  en  abandonnant  ensuite  le  mobile 
à  lui-même ,  l'extrémité  inférieure  du  fîl  décrira  la 
courbe  ABC;  et,  d'après  le  n°   194,  la  durée  des 
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oscillations  de  ce  pendule,  dans  le  vide  ,  sera  rigou- 
reusement, et  constamment  indépendante  de  leur  am- 
plitude. Mais  ce  moyen  ne  serait  susceptible  d'aucune 
précision  dans  la  pratique;  et,  d'ailleurs,  l'isochro- 
nisme  des  grandes  oscillations  n'aurait  plus  lieu  dans 
l'air,  la  résistance  de  ce  fluide  n'étant  point  alors 
proportionnelle  à  la  simple  vitesse. 

197.  On  appelle  tautochrone  toute  courbe  sur 
laquelle  un  point  matériel  pesant  parvient  toujours 
dans  un  même  temps  au  point  le  plus  bas ,  quel  que 
soit  le  point  de  cette  courbe  d'où  il  est  parti.  Ainsi , 
dans  le  vide,  lacycîoïde  est  une  courbe  tautochrone  ; 
et ,  de  plus ,  on  va  voir  qu'elle  est  alors  la  seule 
courbe  de  cette  espèce. 

Si  l'on  appelle  t'  le  temps  que  le  mobile  emploie 
à  aller  ,  sans  vitesse  initiale ,  du  point  D  au  point  le 
plus  bas  B  ,  sur  une  courbe  quelconque  ADB  ,  la 
valeur  de  t'\/2g  sera  donnée  par  l'intégrale  de  la 
formule  (1),  prise  depuis  x  —  h  jusqu'à  x=o,  ou  , 
ce  qui  est  la  même  chose,  depuis  x=o  jusqu'à  x=h, 
en  changeant  le  signe  de  cette  formule  ;  on  aura 
donc 

. ph  ds 

et  pour  trouver  la  courbe  tautochrone ,  il  s'agit  de 
déterminer  s  en  fonction  de  x,  de  manière  que  cette 
valeur  de  t'  \/zg  soit  indépendante  de  h. 

Or ,  je  suppose  cette  fonction  inconnue  dévelop- 
pée suivant  les  puissances  ascendantes  de  x  ,  de  sor  te 
qu'on  ait 
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s  =  Ax*  +  Bxc  -f-  Cûcy  -f-  etc.} 

A ,  B,  C,  etc.,  a,  S ,  y,  etc.,  étant  des  coefïiciens  et  des 
exposans  indéterminés.  Comme  l'abscisse  x  et  l'arc  s 
ont  leur  origine  au  même  point  B ,  on  devra  avoir 
en  même  temps  x  =  o  et^  =  o;  il  faut  donc  que 
tous  les  exposans  et,  £,  y,  etc.,  soient  positifs,  et 
qu'aucun  d'eux  ne  soit  zéro.  On  voit  aussi,  à  priori, 
que  le  plus  petit  d'entre  eux  devra  être  moindre  que 
l'unité  ;  car  le  point  B  étant,  par  hypothèse,  le  plus 
bas  de  la  courbe  demandée,  la  tangente  y  est  horizon- 
tale Ou  perpendiculaire  à  Taxe  des  x  ;  ce  qui  exige 

ds 
qu'on  ait  -7^  =  00  ,   quand   x  ==  o. 

En  prenant  la  différentielle  de  cette  série,  et  la 
substituant  à  la  place  de  ds  dans  la  formule  précé- 
dente ,  il  vient 

__      rhx*-*dx   ^rhxQ-'dx  ,  „  rhxy-"dx  , 

<v*Wo  ym+™*  ymtw*  yh=x+e 

Je  fais  x  =  hxf  et  dx  =  hdxf;  les  limites  des  inté- 
grales relatives  à  cette  nouvelle  variable  x'  seront 
zéro  et  l'unité  ;  on  aura,  par  exemple, 

rhx*—*dx  ,«— I /"i  x'A~ldx 

J  o   y/ h—  x  "  'J   °   KT—  x' 

et  si  nous  faisons ,  pour  abréger , 

nx^dx        .,       ri  x,Q-'dxr        „, 

/    -=,  =  A',      /     77=-=  ==  B',  etc., 

il  en  résultera 

tf  y/Tg  =  cLAh!tf~*  +  £BB'£C~*  +  yœhy~>  4-  etc. 
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Il  est  important  d'observer  qu'aucune  de  ces  inté- 
grales A',  B',  C,  etc.,  ne  peut  être  nulle;  car  les  valeurs 
des  différentielles  dont  elles  sont  les  sommes  (n°  i3) 
ne  changent  pas  de  signe  entre  les  limites  des  inté- 
grations :  ces  valeurs  sont  toutes  positives,  et  par 
conséquent  aussi  celles  des  intégrales. 

Maintenant,  il  est  évident  que  la  valeur  de  t  ne 
peut  être  indépendante  de  h,  à  moins  que  tous  les 
termes  de  la  série  précédente  ne  soient  nuls,  excepté 
celui  dans  lequel   l'exposant  de  h  est  zéro ,  ou  qui 

répond  à  un  des  exposans  a  ,  S  ,  y,  etc. ,  égal  à 
Supposons  que  ce  terme  soit  le  premier,  ou  qu'on 

ait  a,  =  -.  Pour  que  le  second  terme  disparaisse,  il 

faudra  que  le  produit  ëBW  soit  nul;  ce  qui  exige 
que  B  soit  zéro,  puisque  C  et  B'  ne  le  sont  pas.  On 
verra  de  même  que  les  autres  coefficiens  C,  D  ,  etc. , 
sont  aussi  égaux  à  zéro;  de  sorte  que  l'équation  de 
la  tautochrone  se  réduit  à  celle-ci  : 

s  =  Ax  a ,     ou     .?*  =  A*x , 

qui  appartient  à  une  cycloïde,  dont  la  base  est  hori- 
zontale et  dont  le  sommet  est  au  point  B  que  le 
mobile  atteint  toujours  dans  le  même  temps. 

En  désignant  par  a  le  diamètre  du  cercle  généra- 
teur, on  aura  A*  =  l±a ,  et  par  conséquent 

t'  S/'Jg  =  A'  \/a. 
A  cause  de  a  =  \y  on  a  d'ailleurs 


r*       dx' 


J  o    |/V 


tt: 


x 
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on  aura  donc 

tf  =  7T  i/— , 

comme  dans  le  n°  ig4- 

198.  C'est  encore  la  cycloïde  que  Ton  trouve  quand 
on  cherche  la  brachjstochrone  dans  le  vide,  c'est-à- 
dire,  la  courbe  AMB  (fig.  47)  qu'un  point  matériel 
pesant  doit  suivre  pour  aller  dans  le  temps  le  plus 
court,  sans  vitesse  initiale,  du  point  donné  A  au 
point  B  aussi  donné. 

Pour  déterminer  cette  courbe,  soient  oc  9 y,  z,  les 
trois  coordonnées  rectangulaires  du  point  M  où  se 
trouve  le  mobile  au  bout  du  temps  t;  soit  aussi  s 
l'arc  AM  qu'il  a  parcouru .  En  supposant  que  l'axe  des 
oc  soit  vertical  et  dirigé  dans  le  sens  de  la  pesanteur, 
et  désignant  par  cl  la  valeur  de  oc  au  point  A ,  la  vi- 
ds 

tesse  -7  ,  acquise  en  M ,  sera  la  vitesse  due  à  la  hau- 
teur oc  —  et;  en  représentant  la  gravité  par  g ,  on 
aura  donc 

■£  =  Vzg(x  —  *); 
et  en  faisant ,  pour  abréger, 


/        ,    dr*     .      dz* 

\/I+è  +  ^  =  «, 

de  sorte  qu'on  ait  ds  =  udoc ,  il  en  résultera 


\/2gdt  =3 


udx 


y  x  • —  et 
Donc,  en  appelant  €  la  valeur  de  oc  au  point  B,  et  tr 
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le  temps  que  le  mobile  emploiera  à  aller  du  point  A 

au  point  B,  nous  aurons 

,      y —            pt       udx 
tf  \Z2g  =    /        g? 

J    *       V  X   CL 

Ainsi ,  il  s'agira  de  de'terminer  la  courbe  pour  la- 
quelle cette  intégrale  est  un  minimum,-  mais,  pour 
plus  de  généralité,  je  considérerai  l'intégrale 

U  =   /     ILudoc  , 

J  a. 

dans  laquelle  X  est  une  fonction  donnée  de  «r;  ce  qui 
nous  servira ,  par  la  suite  ,  à  résoudre  un  autre  pro- 
blème du  même  genre  :  dans   celui  dont  il  s'agit 

maintenant,  on  prendra  (oc  —  cl)    a  pour  X. 

i  gc).  Désignons  par  i  une  quantité  constante  et  in- 
finiment petite,  et  par  jy  et  Sz  deux  fonctions  arbi- 
traires de  oc,  assujetties  seulement  à  la  condition 
d'être  nulles  pour  oc  =  cl  et  pour  oc  =  € ,  et  de  ne 
pas  devenir  infinies  pour  les  valeurs  intermédiaires 
de  oc.  Soient  U'  et  u'  ce  que  deviennent  U  et  u  lors- 
qu'on j  met  y-*t-  i£y  et  js-f-  zJ^z  à  la  place  de  j  et  z, 
de  sorte  qu'on  ait 


J     CL 


intégrale  qui  répondra  à  une  autre  courbe  AM'B, 
passant,  comme  la  courbe  demandée  AMB,  par  les 
points  A  et  B,  et  s'écartant  infiniment  peu  de  celle-ci = 
Nous  aurons  aussi 

U'  —  U  =  f*Mu'  ~~  u)dx> 
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et,  d'après  la  propriété  de  3a  courbe  AMB,  il  faudra 
que  cette  différence  U'  —  U  soit  positive,  quelles  que 
soient  les  valeurs  de  Jy  et  Sz,  et  quelque  signe  qu'on 
donne  à  i.  Or,  en  développant  la  différence  uf  —  u 
suivant  les  puissances  de  i,  et  désignant  par  ij'u  le 
premier  terme  de  son  développement,  le  premier 

terme  de  celui  de  U'  —  U  sera  i  I  XJWx;  d'où  l'on 
conclut  qu'on  devra  avoir 

X.£udx  =  o,        (a) 


l 


sans  quoi  la  différence  U'  —  U  changerait  de  signe  en 
même  temps  que  i. 

Cette  condition  est  commune  au  minimum  et  au 
maximum  de  13.  Quand  elle  sera  remplie,  la  diffé- 
rence U'  —  U  sera ,  en  général ,  infiniment  petite  du 
second  ordre  ;  elle  aura  le  même  signe  que  le  coeffi- 
cient de  ia  dans  son  développement;  par  conséquent, 
il  y  aura  maximum  ou  minimum,  selon  que  ce  coeffi- 
cient sera  négatif  ou  positif.  Mais,  comme  il  est  évi- 
dent que  le  temps  t'  n'est  pas  susceptible  d'un  maxi* 
muTTij  ce  coefficient  sera  certainement  positif  dans 
le  problème  de  la  brachjstochrone,  et  il  suffira  de 
satisfaire  à  la  condition  exprimée  par  l'équation  Ça). 

La  quantité  iSu  n'est  autre  chose  que  la  différen- 
tielle de  u ,  prise  par  rapport  à  y  et  z ,  et  dans  la- 
quelle leurs  accroissemens  sont  représentés  par  i£jr 
et  i£z.  En  supprimant  le  facteur  i9  commun  à  i£u 
et  à  sa  valeur,  on  aura  donc 

.  i  dy  dfy         i   dz   d$z  ^ 

u  dx   dx  u  dx   dx  ' 
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en  sorte  que  l'équation  (a)  deviendra 

rcx  dj  dàj  ,  rex  dz  dïz  , 

/     —  t"  ~~i —  doc  — f—  /      —  —}     j —  eue  —.  o. 
J  a.   u   dx   dx  J  A    u    dx  dx 

Mais  en  intégrant  par  partie,  et  observant  que  les 
quantités  jy  et  S*z  sont  nulles,  par  hypothèse,  aux 
deux  limites  x=  a  et  x  =  £ ,  on  a 


3.  dx  . 


I         u    dr    dr  I  rlr  °     a°°  > 

j  a.    u    O-X    ax  f    a,  ax 

ce  qui  change  l'équation  précédente  en  celle-ci  : 


s. 


\u   dx)   *  \u   dxj  ^z 

[ dx  J  ^^        dx 


dx  =  o. 


Or,  jy  et  £z  étant  des  fonctions  arbitraires  de  x> 
cette  intégrale  ne  peut  être  nulle,  à  moins  que  la 
quantité  comprise  sous  le  signe  f  ne  le  soit  elle- 
même;  par  conséquent,  on  aura 

\u   dx/    «  \u    dx)   A  ,. 

—a—  &  +  — &—  &  =  °-      (*) 

200.  Si  la  courbe  demandée  AMB  et  la  courbe 
quelconque  AM'B  doivent  être  tracées  sur  une  sur- 
face donnée  dont  l'équation  soit  L  =  o ,  il  faudra  que 
les  valeurs  de  jr  et  z  en  fonctions  de  x,  qu'il  s'agit  de 
déterminer,  et  ces  valeurs  augmentées  de  i£y  et  iS'z , 
satisfassent  successivement  à  cette  équation;  d'où  l'on 
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conclut 

au  moyen  de  quoi  Ion  éliminera,  de  l'équation  (Z>), 
l'une  des  deux  quantités  Jy  et  (Pz:  l'autre  s'en  ira  en 
même  temps  ,  et  l'on  aura 

dh       \u   dx)  dh       \u   dx) 


dz  dx  dy         dx 


O. 


Cette  dernière  équation  et  L  =  o  seront ,  dans  ce 
cas ,  les  deux  équations  de  la  courbe  demandée ,  et 
pourront  servir,  par  exemple,  à  déterminer  la  courbe 
de  la  plus  vite  descente  sur  une  surface  donnée. 

Si,  au  contraire,  le  minimum  de  U  doit  avoir  lieu 
entre  toutes  les  courbes  qui  aboutissent  aux  points  A 
et  B,  et  ne  sont  assujetties  à  se  trouver  sur  aucune 
surface  particulière,  les  quantités  £y  et  J^z  seront 
arbitraires  et  indépendantes  entre  elles.  Il  faudra 
donc  que  leurs  coefîiciens  soient  séparément  nuls 
dans  l'équation  (b) ,  qui  se  décomposera  ainsi  en 
deux  autres,  savoir  : 


\u   dx) 


u   dry 


dx  dx 


c'est  ce  cas  que  nous  nous  bornerons  à  considérer. 

En  intégrant  et  désignant  par  a  et  a   les  deux 
constantes  arbitraires,  nous  aurons 

x  dy_  _  x  dz_  _    ,         n 

u   dx  y        u    dx  7  ^ 
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et,  par  conséquent, 


,  dy  dz 

a  -—  —  a  -7-  =  o. 

dx  dx 


Intégrant  de  nouveau,  et  désignant  par  y  une  troi- 
sième constante  arbitraire ,  il  vient 


a!y  —  az  =  y; 


ce  qui  montre  que  la  courbe  demandée  sera  plane 
et  comprise  dans  un  plan  perpendiculaire  à  celui  des 
y  et  z.  Pour  simplifier,  je  prends  le  plan  de  cette 
courbe  pour  celui  des  x  et  7*;  on  aura  alors 


u—  \J  1 


nr   dx*' 


et  l'on  aura  seulement  à  considérer  la  première 
équation  (c),  qui  deviendra 

ILdy  =  a  \/dx*  -f-  dy*  ; 
d'où  Ton  déduit 

Il  ne  restera  donc  plus  qu'à  intégrer  cette  formule, 
ce  qui  dépendra  de  la  forme  de  la  fonction  X,  et  en- 
suite à  déterminer  a  et  la  nouvelle  constante  arbi- 
traire ,  introduite  par  cette  intégration ,  d'après  la 
condition  que  la  courbe  demandée  passe  par  les  deux 
points  donnés  A  et  B. 

201.  Avant  d'aller  plus  loin,  soit  c  une  constante 
quelconque,  et  supposons  qu'on  mette  X  +  c  à  la 
place  de  X  dans  les  formules  précédentes,  L'inté- 
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grale  U  deviendra 

et  la  valeur  de  y,  qui  la  rend  un  minimum,  sera  don- 
née par  l'équation 

,                         adx  ,  x 

dr  =  (e) 

Or,  cette  somme  d'intégrales  que  U  représente  étant 
un  minimum,  en  considérant  toutes  les  courbes  qui 
aboutissent  aux  points  A  et  B,  il  est  évident  que  la 
première  intégrale 


f-'*V  •  +  §•>* 


sera  un  minimum,  en  considérant  seulement,  parmi 
toutes  ces  courbes,  celles  qui  répondent  à  une  même 
valeur  de  la  seconde  intégrale. 

Cette  remarque  fort  simple  permet  d'étendre  im- 
médiatement aux  problèmes  de  maximum  ou  de  mi- 
nimum relatif,  les  solutions  des  problèmes  de  maxi- 
mum ou  de  minimum  absolu;  nous  en  verrons  une 
application  par  la  suite. 

Comme  ici  la  seconde  intégrale  contenue  dans  U 
est  la  longueur  de  la  courbe  cherchée,  il  s'ensuit  que 
l'équation  (e)  servira  à  déterminer,  entre  toutes  les 
courbes  d'égale  longueur,  ou  isopérimètres,  celle  qui 
répond  au  minimum  ou  au  maximum  de  la  première 
intégrale.  En  appelant  l  la  longueur  donnée  et  com- 
mune à  toutes  les  courbes,  on  aura 


/.v 


dr* 
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condition  à  laquelle  on  satisfera  au  moyen  de  la  cons- 
tante indéterminée  c ,  qu'on  a  introduite  dans  la  for- 
mule (e). 

202.  Appliquons  actuellement  la  formule  (d)  à  la 
courbe  de  la  plus  vite  descente. 

A  cause  de 

X  z= 


[/  X   et 

on  aura  alors 

(x  —  et)  dx 


dj  = 


y/  a  (x  —  ci)  —  {x  —  a)'- 


en  mettant  — -  à  la  place  de  a.  Or,  cette  équation 

\/ a 

différentielle  est  celle  d'une  cycloïde  (n°  72  )  dont  la 
base  est  horizontale  et  passe  par  le  point  de  départ  A 
du  mobile,  et  dont  le  cercle  générateur  a  a  pour  dia- 
mètre; ce  qu'il  s'agissait  de  trouver. 
En  intégrant,  on  a 

1       J  /  a — 2.r-4-2*\  /— 7 : 7 r- 

y — a  =-<z.arc(  cos= ■ — J — ya(x— et)  —  (x — a)*; 

et  étant  la  constante  arbitraire  qui  représente  la  va- 
leur de  jr  correspondante  à  x  =  et.  Si  l'on  désigne 
par  S'  celle  qui  répond  à  x  =r  S ,  on  aura 

Sr~ar=-a  arcfcos=Q"~~2°  '      j — \/ci[G—cl)  —  (£— a)a. 

Les  coordonnées  cl  et  a',  S  et  £',  des  points  A  et  B, 
sont  données;  cette  dernière  équation  déterminera  la 
constante  a;  et  la  valeur  précédente  de  j  ne  renfer- 
mera plus  rien  d'inconnu. 

Au  moyen  de  la  valeur  de  dj,  on  a 
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on  aura  donc  (n°  198) 

J  *     y  a{pc  —  a)  —  {x  —  cty 

et ,  par  conséquent , 

,             la             /                 a  —  2£-f-  2a\ 
'  =  V  TS' arC  CC0S  = a )  '  j 

pour  le  temps  le  plus  court  que  le  mobile  puisse 
employer  à  passer  du  point  A  au  point  B. 

Si  ces  deux  points  sont  situés  dans  une  même  ver- 
ticale ,  on  aura  €'  ==  crJ;  condition  à  laquelle  on  sa- 
tisfera en  prenant  a  =  00  ;  car  on  a 

a  —  iQ>-\-icl\  /.        iy a(£ — a.)  —  (C — ctf 


arc 


/             a  —  2G-f-2*\              /.          iy  a(G— et)  —  (G— ctY\ 
Ccos= a J  =  arc  \sm  = â )  ' 


et,  dans  le  cas  de  a=  co ,  cet  arc  peut  être  remplacé 
par  son  sinus,  ce  qui  réduit  à  zéro  la  valeur  précé- 
dente de  €'  —  cl! .  En  même  temps,  la  valeur  de  y  se 
réduit  k  et'  ;  en  sorte  que  le  mobile  ne  s'écartera  pas 
de  la  direction  verticale,  La  valeur  de  t'  deviendra 


aussi 


'        V    ig  *  a  g  > 

ce  qui  est  effectivement  le  temps  qu'il  doit  employer 
à  parcourir  la  hauteur  S  —  et,  du  point  A  au-dessus 
du  point  B. 

La  détermination  de  la  ligne  de  la  plus  vite  des- 
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cente  étant  un  problème  de  pure  curiosité,  je  me 
suis  borné  à  en  considérer  le  cas  ie  plus  simple,  ce- 
lui où  le  mouvement  a  lieu  dans  le  vide,  et  où  les 
points  extrêmes  sont  donnés.  Si  ces  points  A  et  B  ne 
sont  pas  fixes  et  donnés,  mais  qu'ils  soient  seulement, 
assujettis  à  se  trouver  sur  des  courbes  données  DÀE 
et  FBG,  ou  sur  des  surfaces  aussi  données,  la  bra- 
chystochrone,  dans  le  vide,  sera  encore  une  cycloïde, 
et,  d'après  les  règles  du  calcul  des  variations,  on 
pourra  déterminer,  dans  tous  les  cas,  les  coordon- 
nées de  ces  deux  points.  Dans  un  milieu  résistant, 
cette  ligne  sera  une  autre  courbe,  dont  on  obtient , 
parles  règles  de  ce  calcul,  l'équation  différentielle, 
dépendante  de  la  loi  de  la  résistance  par  rapport  à  la 
vitesse  du  mobile.  Pour  tout  ce  qui  concerne  le  cal- 
cul des  variations,  je  renverrai  au  Mémoire  sur  ce 
sujet,  que  j'ai  inséré  dans  le  XIIe  volume  de  l'Aca- 
démie des  Sciences. 

§  III.  Mouvement  sur  une  surface  donnée. 

ao3.  Pour  donner  un  exemple  du  mouvement 
d'un  point  matériel  sur  une  surface  donnée ,  je  re- 
prends le  pendule  simple  du  n°  17c);  mais  je  sup- 
pose qu'après  l'avoir  écarté  de  la  verticale  CB  (fig.  45), 
et  l'avoir  transporté  en  CA,  on  lui  imprime  une  vi- 
tesse qui  ne  soit  pas  dirigée  dans  le  plan  vertical 
ACB.  Le  pendule  sortira  alors  de  ce  plan ,  et  le  point 
matériel  qui  le  termine  se  mouvra  sur  la  surface 
d'une  sphère  décrite  du  point  C  comme  centre,  avec 
un  rayon  égal  à  la  longueur  a  de  ce  pendule.  La 

I-  25 
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percussion  qui  sera  exercée  sur  ce  mobile  ,  à  l'origine 
du  mouvement,  se  décomposera  en  deux  forces, 
Tune  dirigée  suivant  AC  ou  suivant  son  prolonge- 
ment, qui  sera  détruite  par  la  résistance  du  point 
fixe  C,  l'autre  perpendiculaire  à  AC,  qui  produira 
la  vitesse  initiale  du  pendule,  que  je  représenterai 
par  k.  Je  supposerai  que  le  mouvement  a  lieu  dans 
le  vide;  en  sorte  que  la  gravité  soit  la  seule  force  ac- 
célératrice donnée  qui  agisse  sur  le  mobile. 

Cela  posé,  au  bout  du  temps  t,  soit  CM  la  posi- 
tion du  pendule  ;  et  désignons  par  x ,  jr9  z ,  les  coor- 
données rectangulaires  du  point  M.  Soient  aussi  m 
la  niasse  du  mobile,  et  mN  la  tension  inconnue  du 
fil  CM,  dirigée  suivant  son  prolongement.  En  pre- 
nant le  point  C  pour  l'origine  des  coordonnées  x , 
y9  z,  les  composantes  de  la  force  accélératrice  N  sui- 
vant leurs  prolongemens  seront 

-N,    ^N,    -N. 

a       7       a  a 

Or,  si  l'on  applique  au  mobile  une  force  égale  et 
contraire  à  N  ,  on  pourra  ensuite  le  considérer  comme 
entièrement  libre ,  et  faire  abstraction  du  fîl  CM  ; 
donc  en  supposant  l'axe  des  z  positives,  vertical  et  di- 
rigé dans  le  sens  de  la  pesanteur,  les  trois  équations 
du  mouvement  seront 

— -  -f-  -  JN   =  o  , 

dt%       f       a  ? 

d2j      ,     J 


d*z 

IF 


+  ^N-g  =  o, 
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qui  s'accordent  avec  les  équations  (3)  du  n°  i5i.  On 
les  réduira  à  deux  par  l'élimination  de  l'inconnue  N; 
et  en  y  joignant  l'équation  de  la  sphère,  savoir, 

x*  +  y*  -j-  z*  =  a*, 

on  aura  les  trois  équations  qui  devront  servir  à  dé- 
terminer x,  y,  z,  en  fonctions  de  t. 

204.  J'ajoute  les  équations   (i),    après  les  avoir 
multipliées  par  x ,  y,  z;  il  vient 

xd*x  -\-J-dy  +  zd*z 


df 


+  Na  —  gz  =  o. 


En  différentiant  l'équation  de  la  sphère ,  une  pre- 
mière fois ,  on  a 

xdx  +  ydy  +  zdz  =  o  ,       (2) 

et,  une  seconde  fois, 

xd*x  +  ydy  -+-  zd*z  =  —  dx*  —  dya  —  dz%. 

Si  donc  on  représente  par  v  la  vitesse  du  mobile  au 
bout  du  temps  t,  de  sorte  qu'on  ait 

dxa+  dr*-h  dz* 

dt*  ' 

il  en  résultera 

N  =  v-  +  <*•* 

a  a   '  » 

et,   en   effet,   la  tension    m  N  doit  être  la  somme 

de  la  force  centrifuge  - —  et  de  la  composante  ^? 

du   poids  du  mobile  suivant  le   prolongement  du 
rayon  CM. 

25., 
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J'ajoute  aussi  les  équations  (i),  après  les  avoir 
multipliées  par  dx ,  dy,  dz;  l'inconnue  N  disparaît 
en  vertu  de  l'équation  (2),  et  l'on  a 

dxd%x  •+-  dyd*y  -f-  dzdaz 


de 


gdz. 


En  intégrant  et  désignant  par  b  la  constante  arbi- 
traire ,  on  aura  donc 

dx*  4-  dr2  +  dz*  .7  ,-. 

La  valeur  initiale  du  premier  membre  est  k*  ;  par 
conséquent,  si  l'on  désigne  par  y  celle  de  z9  on 
aura 

k>  —  2gy  =  b, 

et,  à  un  instant  quelconque  , 

i?  =  *■  +  2g  (2  —  y); 

ce  que  nous  savions  déjà. 

Enfin,  je  multiplie  la  seconde  équation  (1)  par  x9 
et  j'en  retranche  la  première,  multipliée  par  y  y  ce 
qui  donne 

d*y  d^x 

dt*  J    dl%  ' 

donc,  en  intégrant  et  désignant  par  c  la  constante 
arbitraire,  nous  aurons 

xdy  —  ydx  ===  cdt.  (4) 

De  cette  manière ,  la  solution  du  problème  ne  dé- 
pend plus  que  des  trois  équations  différentielles  (2), 
(3),  (4);  qui  sont  du  premier  ordre,  et  dont  la  pre- 
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mière  a  déjà  pour  intégrale  l'équation  de  la  sphère. 
On  peut  séparer  les  variables,  et  réduire  la  question 
aux  quadratures  par  le  calcul  suivant. 
2o5.  L'équation  (2)  donne 

xdx  +  jrdjr  =  —  zdz; 

en  élevant  au  carré  ses  deux  membres  et  ceux  de 
l'équation  (4),  et  ajoutant  ensuite  les  équations  ré- 
sultantes, il  vient 

(x*  +  Ja)  (dx%  +  dy*)  '=  z*dz*  +  cadt*. 

Je  mets  a*  —  z*  au  lieu  de  «ra-f-j"%  et  j'élimine 
dx*  +  dy%  au  moyen  de  l'équation  (3)  ;  il  en  ré- 
sulte 

(a*  —  z3)  [(2gz  +  b)  dt%  —  dz*]  =  z*dz*  +  c*dt*  ; 
d'où  l'on  tire 

dt  =      . ^========t         (5) 

tf  (a*  —  z*)  (igz  -f-  b)  —  c% 

Désignons  par  r  le  rayon  vecteur  de  la  projec- 
tion du  mobile  sur  le  plan  horizontal  des  x  et  y, 
et  par  4  l'angle  que  fait  ce  rayon  avec  l'axe  des  x  ; 
nous  aurons 

x  =  r  cos  ^J,  ?     y  =  r  sin  -\j, ,     x<^  — ydx  =  r*rf\J,  ; 

à  cause  de  r*  =  aa  —  za,  l'équation  (4)  deviendra 

(a*  —  z*)d^  =  cdt-7 

et  en  y  mettant  pour  cfc  sa  valeur  précédente ,  on 
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en  déduira 

^4  = «**  (6) 

Les  intégrales  de  ces  expressions  de  dt  et  d-\  fe- 
ront connaître  les  expressions  de  t  et  «\J/  en  fonctions 
de  z;  elles  se  réduiront  toujours  aux  fonctions  ellip- 
tiques, et  ne  pourront  s'obtenir  sous  forme  finie  que 
quand  la  quantité  du  troisième  degré  par  rapport 
à  z,  renfermée  sous  le  radical  ,  aura  un  facteur  double. 
La  valeur  de  4  e^  l'équation  de  la  sphère  détermi- 
neront la  trajectoire  du  mobile;  la  valeur  de  t  en 
fonction  de  z,  ou  de  z  en  fonction  de  t,  fera  ensuite 
connaître  la  position  du  mobile,  à  chaque  instant, 
sur  cette  courbe. 

La  constante  b  est  connue  d'après  les  valeurs  don- 
nées de  k  et  y.  On  déterminera  les  constantes  arbi- 
traires qui  seront  introduites  par  les  intégrations  de  dt 
et  d-\, ,  d'après  les  conditions  t  =  o  et  4  =  0,  quand 
z  =  y  p  dont  la  seconde  suppose  qu'on  place  l'axe 
des  x  dans  le  plan  vertical  ACB ,  d'où  part  le  pen- 
dule. Il  ne  restera  donc  que  la  constante  c  à  déter- 
miner. Or,  la  vitesse  v  du  mobile  étant  perpendicu- 
laire au  rayon  CM  de  la  sphère  sur  laquelle  il  se 
meut,  si  on  la  décompose  en  deux,  l'une  perpendi- 
culaire au  plan  vertical  MCB,  et  l'autre  comprise 
dans  ce  plan ,  la  première  composante  sera  la  vitesse 
de  la  projection  horizontale  du  mobile,  perpendicu- 
laire à  son  rayon  vecteur  r  ;  en  la  désignant  par  u , 
on  aura  donc  (n°  i56) 

u  =  rTt> 
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ou  bien ,  en  vertu  de  l'équation  (4)  , 


c  c 


donc,  si  l'on  appelle  e  l'angle  que  la  vitesse  iniliale  k 
fait  avec  la  perpendiculaire  au  plan  ACB,  de  sorte 
qu'on  ait  u  =  k  cos  ê  à  l'origine  du  mouvement,  il 
en  résultera 


c  =  k  s/à*  —  y*  cos  êi 

Lorsque  la  vitesse  k  sera  nulle ,  on  aura  c  =  o t . 
b  =  —  2gy ,  et,  par  conséquent , 

7  adz 

dt  = 


ce  qui  coïncide  avec  la  valeur  de  aft  du  n°  i85,  en 
observant  que  a  —  z  et  a  —  y  sont  ce  qu'on  a  appelé 
ax  et  aS  dans  cette  valeur. 

206.  Considérons  spécialement  le  cas  où  le  pen- 
dule a  été  très  peu  écarté  de  la  verticale  CB,  et  a 
reçu  une  très  petite  vitesse  initiale.  Supposons  cette 
vitesse  horizontale,  et,  par  conséquent,  perpendicu- 
laire au  plan  ACB,  de  sorte  qu'on  ait  g  =  o.  Dési- 
gnons par  S  une  fraction  très  petite,  et  faisons 

k  =  6  \fga. 

Soient  aussi  a  et  9  les  angles  ACB  et  MCB;  en  négli- 
geant leurs  quatrièmes  puissances,  on  aura 

y—à  —  \  act%  z==a  —  { aè% 

b=z  —  2ga  4-  ga  (ccs  +  £a)  ,     c*  =  ga3ct*g*  ; 
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et  les  formules  (5)  et  (6)  deviendront 


M 


j 


dt=,-Ja-       . 


ôt/(*a_**)  (ôa  —  £k) 


L  angle  ^  fera  connaître  la  position  du  plan  ver- 
tical MCB,  dans  lequel  le  pendule  se  trouve  à  chaque 
instant;  il  pourra  croître  indéfiniment.  L'angle  6  dé- 
terminera, aussi  à  chaque  instant ,  la  position  du 
pendule  dans  ce  plan  variable  ;  on  le  regardera 
comme  une  quantité  positive  ,  et  les  positions  du 
pendule,  également  éloignées  des  deux  côtés  de  la 
verticale  CB,  répondront  à  un  même  angle  9  et  à 
des  valeurs  de  ^  qui  différeront  entre  elles  de  1809. 

D'après  la  valeur  de  -7- ,  tirée  de  la  première  équa- 
tion (a),  on  voit  que  l'angle  8  sera  toujours  compris 
entre  et  et  £.  Si  l'on  a  S  =  et ,  on  aura  constamment 
6  =  et  ;  en  divisant  les  équations  (a)  Tune  par  l'autre, 
on  a,  dans  tous  les  cas, 


^=V'îidi;  (*) 


/ 

t 

V    a 
dans  le  cas  de  9  =  et  =  ë ,  on  aura  donc 


4  =  t 


a> 


par  conséquent,  le  pendule  décrira  alors  uniformé- 
ment un  cône  droit  à  base  circulaire,  et  le  temps 

d'une  révolution  entière  sera  27T  y  - >  c'est-à-dire; 


DYNAMIQUE,  PREMIÈRE  PARTIE.  393 

le  même  que  celui  d'une  double  oscillation  dans  le 
plan  vertical  ACB.  Ainsi,  deux  pendules  de  même 
longueur  a7  qui  partiraient  ensemble  de  la  même 
droite  CA,  l'un  sans  vitesse  initiale  et  l'autre  avec 
une  vitesse  perpendiculaire  au  plan  ACB  et  égale  à 
et  \^ga  ,  reviendraient  ensemble  à  cette  droite  CA. 
207.  On  peut  écrire  la  valeur  dt  sous  la  forme  : 

,   la  Ôd$ 

dt  =  —  1  \j 


g     \/(cL*-~  C2)a  —  (2$*  —  u2  —  £2)2 

Je  fais,  pour  simplifier, 

20«_  a._  g*=(aa  —  Sa)r,        $db  =  (oL*—£*)dœ; 


le  radical  devient  ±  (et9  —  £a)   \A — xa;  et  il  en 
résulte 

7,  1       /a         dx 

dt  =  zp  -  \/ 

A  cause  de  9  =  ce  et  x  =  1 ,  quand  £  =  o,  on  tire 
de  là 

*  =  ±  i  ^/|  arc  (  cos  =  x  ) , 
et,  réciproquement, 

,r  =  cos  it  %/ -, 
v    a 

On  aura  donc,  à  un  instant  quelconque, 

ce  qui  montre  que  le  pendule  fera  dans  le  plan  va- 
riableMCB,  des  oscillations  isochrones  dont  les  ex- 
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trémités  répondront  à Q  =  et  et  S  =  £ ,  et  dont  la  du- 
rée sera-  rt  \/-\  ou  moitié  d'une  oscillation  dans 

2     y  g 

le  plan  fixe  ACB. 

Je  substitue  cette  valeur  de  0*  dans  l'équation  (b)  ; 
en  observant  que 

cos  2t  \/  £  =  cos3£  \/£  —  sin2*  t/£  , 
il  en  résulte 


et2  cos2J  i/£  -|-  £*  sin2*  t /£ 

et,  à  cause  de  4  =  °  quand  £  =  o,  on  en  conclut 

et  tang  «\|,  =  £  tang  £  \/~. 

Cela  étant ,  le  mouvement  du  plan  MCB  ne  sera  plus 
uniforme  comme  dans  le  cas  de  a  =  S  ;  mais  on  voit 
que  ce  plan  effectuera  successivement  les  quatre  quarts 
de  sa  révolution  entière ,  dans  des  temps  égaux  entre 

eux  et  au  temps  -  if  \f  - ,  pendant  lequel  le  pendule 

fait  une  oscillation  clans  ce  plan  variable. 
On  tire  de  cette  dernière  équation 

S 


es2  COS2   t 

.  v    a 

COSa  °\    = 


*>a  cos9*  'v/£-|-£asin2  t\f% 
V    a  Va 

'Vf 


sur 


sin*  4  s=  -j=9 

a*  cos*  t  \J-  -f-  £2  sin2 1  \J- 
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on  a  aussi 

x%  =  Oa  —  za)cosa4  =  fl'B'cos'^/» 
y  =  (aa  —  2a)sina4  ==  tfaG2sina4, 

d après  la  valeur  approchée  de  z;  donc,  à  cause  de 

9*  =  aa  cosa  t  sjg-  +  £*  sin9  «   y'  |, 
nous  aurons 

x*  =  cfa*  cosa  4 ,         Ja  =  ^9^a  sm*  4  ? 
et,  par  conséquent, 


x 


y  ___ 


+  -  =  a%  ; 


ce  qui  fait  voir  que  la  trajectoire  de  la  projection  du 
mobile  sur  le  plan  horizontal  passant  par  le  point  C, 
est  une  ellipse  qui  a  son  centre  en  ce  point ,  et  l'un 
de  ses  axes  dans  le  plan  ACB  ,  d'où  part  le  pendule 
avec  une  vitesse  perpendiculaire  à  ce  plan, 
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CHAPITRE  VI. 

EXEMPLES  DU  MOUVEMENT  D'UN  MOBILE  ENTIEREMENT 

LIBRE. 


§  Ier.  Mouvement  des  projectiles. 

208.  Dans  ce  paragraphe,  nous  nous  occuperons 
particulièrement  des  projectiles  de  l'artillerie,  qui 
sont  lancés  avec  de  grandes  vitesses ,  et  soumis  à  la 
pesanteur  et  à  la  résistance  de  l'air. 

Faisons  d'abord  abstraction  de  cette  résistance ,  et 
considérons  un  point  matériel  pesant  qui  part  du 
point  0  (  fig.  48  ),  avec  une  vitesse  a  dirigée  suivant 
la  droite  OA.  Il  est  évident  que  le  mobile  ne  sortira 
pas  du  plan  vertical  passant  par  cette  droite.  Soit 
OMD  sa  trajectoire  dans  ce  plan,  laquelle  sera  tan- 
gente à  OA.  Dans  ce  même  plan,  menons  deux  axes 
Ox  et  Ojr ,  le  premier  horizontal ,  et  le  second  ver- 
tical et  dirigé  en  sens  contraire  de  la  pesanteur.  Pre- 
nons ces  axes  pour  ceux  des  coordonnées;  au  bout 
du  temps  quelconque  tt  soit  M  la  position  du  mobile, 
x  son  abscisse  OP,  et  y  son  ordonnée  PM.  Désignons 
par  g  la  gravité.  Enfin  ,  appelons  a  l'angle  aigu  AChr 
que  fait  îa  vitesse  initiale  a  avec  l'axe  Ox ,  de  sorte 
que  ses  composantes  soient  a  cos  et  suivant  cet  axe, 
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et  a  sin  et  suivant  Taxe  Ojr  :  l'angle  et  serait  négatif, 
si  la  droite  OA  était  située  au-dessous  de  Ox. 

D'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n°  148,  les  mouve- 
mensdes  projections  du  mobile  sur  les  deux  axes  Cb?  et 
Of  seront  indépendans  l'un  de  l'autre;  le  mouvement 
de  sa  projection  horizontale  sera  donc  uniforme  et  dû 
à  la  vitesse  a  cos  et,  et  celui  de  sa  projection  verti- 
cale sera  dû  à  la  vitesse  initiale  a  sin  et  et  à  la  force 
constante  g  agissant  en  sens  contraire  de  cette  vitesse; 
par  conséquent  ?  on  aura 

x  =  ta  cos  et,         y  =  ta  sin  a  —  -J  gt*  ; 

et  si  l'on  élimine  t,  et  qu'on  suppose  la  vitesse  a  due  à 

une  hauteur  h,  de  sorte  qu'on  ait  a  =   \/2gh,  il  en 
résultera 

y  =  x  tang  ci  — -  77 —  , 

J  b  4^ cos  « 

pour  l'équation  de  la  trajectoire. 

Cette  courbe  est  donc  une  parabole  qui  a  son  grand 
axe  vertical  ;  son  sommet ,  déterminé  par  l'équation 

~-  =  o,  répond  à 

x  =  ah  cos  et  sin  et ,  y  z==  ^sinaet; 

et  elle  rencontre  l'axe  Ooc  en  un  second  point  B ,  tel 
qu'en  appelant  b  la  distance  OB,  on  a 

b  z=z  /Ji  sin  et  cos  #  =  2^  sin  20t. 

Cette  distance  &  est  ce  qu'on  appelle  Y  amplitude  du 
jet.  Dans  le  vide,  son  maximum  répond,  comme  on 
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voit,  k  cl  =  45°,  et  il  est  égal  à  2k,  c'est-à-dire, 

double  de  la  hauteur  due  à  la  vitesse  initiale. 

En  appelant  v  la  vitesse  du  mobile  au  bout  du  temps 
t,  et  substituant  les  différentielles  des  valeurs  précé- 
dentes de  x  et  y  dans  l'équation 

'  dx"1   -f-  dj% 

il  en  résulte 

v*  =  a*  —  zàgtsmct,  +  ga£a. 

Le  temps  que  le  mobile  emploie  à  arriver  au  point  B 
en  décrivant  la  courbe  OCB ,  est  le  même  que  s'il 
décrivait  la  droite  OB  avec  la  vitesse  a  cos  et;  il  est 

donc 

b  ^hsina 

a  cos  a  a       9 

et  à  cause  de  h  =  —  ,  il  en  résulte  et  =  2a  sin  et; 

ce  qui  donne  v*  =  a*.  La  vitesse  en  ce  point  B  est 
donc  la  même  qu'au  point  0  ;  elle  est  dirigée  suivant 
la  tangente  BE,  et  l'angle  de  chute  EB«r  est  aussi  le 
même  que  l'angle  de  projection  AOjc. 

Si  le  mobile,  au  lieu  d'être  un  point  matériel,  est 
un  corps  solide ,  de  forme  et  de  dimensions  quel- 
conques ,  on  verra  par  la  suite  que  ces  équations  du 
mouvement  parabolique  devront  être  rapportées  à 
son  centre  de  gravité. 

209.  La  vitesse  a  étant  donnée ,  si  l'on  demande 
quel  doit  être  l'angle  et  pour  que  le  mobile  atteigne  un 
point  déterminé ,  dont  les  coordonnées  seront  x  =  S 
et  y  =  y,  on  mettra  ces  valeurs  dans  l'équation  de 
la  trajectoire,  et  l'on  aura 
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y  =  G  tariff  cl  —  77 —  y 

pour  déterminer  et.  En  faisant 

tanga  =  2,  cosa  et  =  ■ -, 

cette  équation  devient 

4A7  -4-  £a  —  4hëz  +  £asa  =  o; 
d'où  l'on  tire 

2  =  Ç  ±  ç  V4^a  —  4,^  —  £a. 

Cette  double  valeur  de  z  ou  de  tang  ce  nous  montre 
qu'on  peut  atteindre  un  but  donné,  en  tirant  sous 
deux  directions  différentes,  tant  que  ^h%  surpasse 
Ijiy  +  6a  ;  que  ces  deux  directions  se  réduisent  à  une 
seule,  lorsque  ces  deux  quantités  sont  égales;  et  qu'on 
ne  peut  atteindre  le  but,  sous  aucune  direction, 
quand  l^i%  est  moindre  que  l^Jiy  +  S a. 

Ainsi ,  en  traçant  dans  le  plan  vertical  qui  passe 
par  la  direction  initiale  du  mobile,  la  parabole  dont 
l'équation  est 

4hy  +  £a  =  4hl 


cette  courbe  divisera  le  plan  en  deux  parties,  telles 
que  tous  les  points  de  la  partie  extérieure  seront  ga- 
rantis de  toute  atteinte ,  que  ceux  de  la  partie  inté- 
rieure pourront  être  atteints  de  deux  manières  diffé- 
rentes, et  ceux  de  la  ligne  de  séparation,  d'une  ma- 
nière seulement. 

210.  La  théorie   du  mouvement  des  projectiles 
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serait  donc  très  simple,  si  l'on  pouvait  négliger  la 
résistance  que  Pair  oppose  à  leur  mouvement;  mais 
dans  le  cas  des  grandes  vitesses  dont  nous  nous  occu- 
pons spécialement,  cette  force  est  beaucoup  trop 
considérable  pour  qu'on  en  puisse  faire  abstraction  : 
elle  change  entièrement  la  forme  de  la  trajectoire  et 
les  lois  du  mouvement  sur  cette  courbe,  ainsi  qu'on 
va  le  voir. 

Quelles  que  soient  la  forme  et  les  dimensions  du 
projectile,  on  fera  voir,  dans  un  autre  chapitre,  que 
son  centre  de  gravité  aura  le  même  mouvement  qu'un 
point  matériel  pesant,  dont  la  masse  serait  celle  du 
mobile, qui  aurait  une  vitesse  initiale  donnée  en  gran- 
deur et  en  direction ,  et  auquel  on  appliquerait  en 
outre,  parallèlement  à  elles-mêmes,  les  forces  pro- 
venant de  la  résistance  et  du  frottement  de  l'air,  qui 
s'exercent  à  la  surface  de  ce  corps  solide.  On  verra  aussi 
que  la  force  motrice  qui  résultera  de  ces  résistances 
transportées  au  centre  de  gravité ,  pourra  quelquefois 
faire  sortir  ce  point  du  plan  vertical  mené  par  la  di- 
rection de  la  vitesse  initiale  ;  mais  ici  nous  suppose- 
rons que  ce  cas  n'ait  pas  lieu ,  et  que  la  force  motrice 
dont  il  s'agit  soit  constamment  tangente  à  la  trajec- 
toire du  centre  de  gravité. 

Cela  posé ,  pour  former  les  équations  de  son  mou- 
vement, conservons  toutes  les  notations  précédentes, 
et  supposons  qu'elles  se  rapportent  maintenant  à'  la  fi- 
gure 49?  ou  ^a  trajectoire  OMD  n'est  plus  une  para- 
bole. Soit,  en  outre,  s  l'arc  OM  décrit  par  le  mobile 
au  bout  du  temps  t,  et  R  la  force  motrice  provenant 
de  la  résistance  de  l'air,  qui  sera  dirigée  suivant  la 
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partie  MT,de  la  tangente  en  M.  Les  cosinus  des  an- 
gles que  fera  cette  droite  MT  avec  des  axes  menés 
par  le  point  M  suivant  les  directions  des  x  et  des^-  po- 

d  T  d  V 

sitives  ,  seront  — -r-  et  — •  -~  ;  en  appelant  772  la 

masse  du  projectile  et  g  la  gravite,  nous  aurons  donc 

d'x  R  dx       d2y  _  R  dy 

dt*  m  ds  *       dt*  "  *  m  ds  ' 

pour  les  équations  du  mouvement  de  son  centre  de 
gravité. 

Je  prendrai  pour  ce  projectile  une  sphère  homo- 
gène ou  composée  de  couches  concentriques  dont 
chacune  sera  homogène  ;  en  appelant  D  sa  densité 
moyenne  et  r  son  rayon  ,  on  aura  alors 

4*-  Dr3 
m  =  -3-. 

Je  supposerai  aussi,  conformément  aux  hypothèses 
généralement  admises,  la  force  R  proportionnelle 
au  carré  de  la  vitesse  du  centre  de  gravité ,  à  la  sur- 
face du  projectile,  et  à  la  densité  de  l'air;  il  en  ré- 
sultera 

R  np    ds* 

m  Dr  d?' 

p  étant  cette  densité ,  et  n  un  facteur  numérique  qui 
devra  être  déterminé  par  l'expérience»  Cette  expres- 
sion satisfait  à  la  condition   de   l'homogénéité  des 

quantités  ;  car  —  et  le  rapport  de  -^  à  r  sont  deux 

77Z  CIL 

quautités  de  la  même  nature  que  la  gravité  g,  et  les 
facteurs  n  et    —  sont  des  nombres  abstraits.   Pour 
1.  26 
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plus  de  commodité,  je  ferai 

Wr  =  Cj 

de  sorte  que  -  soit  une  ligne  dont  la  longueur  sera 

donnée,  et  que  je  regarderai  comme  constante,  en 

faisant  abstraction  du  changement  de  densité  de  la 

masse  d'air  que  traverse  le  projectile. 

R  ds* 

211.  En  mettant  à  la  place  de  —  ,  sa  valeur  c  -r- , 

r  m  7  dt* 

les  deux  équations  du  mouvement  deviennent 


(0 


dlx      ,  ds    dx 

—T7    +    C    -y     "F    =    O, 

de    ~        dt    dt  ' 

d2  r  ds    dr 

-à  +  cntii  +  s  =  °- 

L'intégrale  de  la  première  est 

dx 

--  =  a  cos  et  e~ct9 

dt  9 

en  observant  qu'on  a  —  =  a  cos  et ,  au  point  0  où 

5  =  0,  et  désignant  par  e  la  base  des  logainthmes  né- 
périens. La  forme  de  la  seconde  ne  différant  de  celle 
de  la  première  que  par  son  dernier  terme ,  je  fais, 

pour  l'intégrer, 

dr  dx 

dt  P  dt' 

p  étant  une  nouvelle  inconnue.  En  substituant  cette 

valeur  de  ~-  dans  la  seconde  équation  (i),  et  ayant 

égard  à  la  première ,  il  vient 
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dx  dp 

dt   dt  %' 


dx 


Je  divise  cette  valeur  par  le  carré  de  -y-  ou  de  sa  va- 
leur précédente;  il  en  résulte 


d-E-  :  —  =  —       8      eict, 
dt     '  dt  «2cosast 


En  considérant  y  et  p  comme  des  fonctions  de  œ,  on 


aura 


dj    m     dx dj  dp         dx         dp 

P  "  dt    '    dt  ~  dx'         dt     "     dt  =  dx'9 

si  donc  on  fait  toujours  aa  =  2gh,  l'équation  précé- 
dente deviendra 

*  _ L_  e-.  ,  x 

dx  ih  COS^  et  9  v    ' 

et  ce  sera  l'équation  différentielle  de  la  trajectoire, 
On  a  identiquement 

\/i  +  p*  dx  =  ds; 

en  multipliant  membre  à  membre  ces  deux  dernières 
équations,  on  aura  donc 

\/i  +  p*  dp  = =— -rj-  e*"; 

d'où  il  suit,  en  intégrant  et  désignant  par  flacons- 
tante  arbitraire , 

P  VT+p'+\oS(p+\/T+p^)=y-  ^-^  e™.  (3) 

Pour  déterminer  y ,  on  fera ,  à  la   fois ,  s  =  o  et 

26.. 
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p  =  tang  et  ;  ce  qui  donne 

yr= — - — |-tangoî|/i  +tang2fi5-f-l°s(lanS'iS-h  V^1  +langi<5S)> 

2C/ï  LOS     £C 

mais,  pour  abréger,  je  conserverai  y  à  la  place  de 
cette  valeur. 

D'après  les  équations  précédentes,  on  a 

dx=: — 2kco$*cte~~*csdp,  dy=pdx,  gdt*>=z — dxdp; 

en  éliminant  l'exponentielle    au  moyen  de  l'équa- 
tion (3)  ,  nous  aurons  donc 


ccioc  — 


dp 


P  l/i+p*+  log  (p-f  V  »  +ps)—y 


v^  = —~p 


formules  qui  ne  sont  point  intégrables  sous  forme  fi- 
nie :  dans  la  dernière,  on  regardera  le  radical  comme 
une  quantité  positive,  parce  que  l'angle  dont  p  est 
la  tangente  diminue  quand  le  temps  augmente. 

i\i.  Si  l'on  appelle  go  cet  angle,  c'est-à-dire,  l'incli- 
naison MTx  de  la  tangente  à  la  trajectoire,  sur  Taxe 
horizontal  Ox,  on  aura 

p  =  tang  où  ,     dp  = 


COS"  es 


Les  valeurs  de  x ,  jr ,  t ,  déduites  des  équations  (4) , 
seront  de  la  forme  fCLdœ  ;  l'intégrale  étant  prise 
de  manière  qu'elle  s'évanouisse  au  point  0  où  l'on 
a  co  —  a,  et  H  désignant  une  fonction  donnée  de  col 
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On  calculera  ces  trois  valeurs ,  pour  chaque  point  M, 
par  la  méthode  des  quadratures  (n°  i5).  De  cette 
manière,  on  pourra  construire  la  trajectoire  par 
points ,  et  l'on  connaîtra  le  temps  t  que  le  mobile 
emploiera  à  décrire  chaque  arc  QM,  dont  la  lon- 
gueur s  sera  donnée  par  l'équation  (3).  Quant  à  la 
vitesse  du  mobile  au  point  M,  on  aura 

/7r2  y-7/2 

et,  par  conséquent, 

C*  =  fd+i*!- __ 

En  étendant  ces  intégrales  jusqu'à  6)  =  o,  on  dé- 
terminera l'abscisse  et  l'ordonnée  du  point  C,  le  plus 
élevé  de  la  trajectoire.  Si  l'on  donne  ensuite  à  où  des 
valeurs  négatives,  on  déterminera  les  points  de  la 
branche  descendante  CBD  de  la  trajectoire.  Quand 
on  sera  parvenu  à  une  valeur  —  &J  de  a ,  pour  la- 
quelle l'ordonnée  y  de  la  trajectoire  sera  nulle,  la 
valeur  correspondante  de  x  exprimera  l'amplitude 
du  jet  OB,  qui  ne  sera  plus  double  de  l'abscisse  du 
point  C,  comme  dans  le  cas  du  vide,  et  dont  le 
maximum  y  par  rapport  à  et,  répondra  à  un  angle 
moindre  que  ^5°  et  dépendant  de  la  grandeur  de  la 
vitesse  initiale.  I/angle  aJ  on  EB.r  et  la  vitesse  au 
point  B  différeront  aussi  de  a  et  a. 

Ainsi,  toutes  les  circonstances  du  mouvement  se- 
ront connues,  et  la  solution  du  problème  est  com- 
plète, sauf  la  longueur  des  calculs  numériques  qu'il 
faudra  exécuter  dans  chaque  cas,  lorsque  les  valeurs 
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des  trois  constantes  h ,  et,  c,  contenues  dans  les  for- 
mules précédentes,  seront  données. 

21 3.  Le  mouvement  du  projectile  sur  la  branche 
descendante  de  la  trajectoire ,  approche  de  plus  en 
plus  d'être  vertical  et  uniforme. 

En  effet,  soient  ocl9  yl9  tl9  les  valeurs  de  oc, y, 
t ,  qui  répondent  au  sommet  C;  transportons  l'ori- 
gine des  coordonnées  en  ce  point,  et  faisons 

x  =  xx  +  oc',    y  =  yx  —  f,     t  =  tt  +  tf; 

en  sorte  que  oc'  et  y'  soient  l'abscisse  et  l'ordonnée 
du  point  quelconque  M'  (fig.  5o)  de  la  branche  des- 
cendante, rapportées  à  l'axe  horizontal  Coc'  et  à  l'axe 
Cy'  qui  est  dirigé  dans  le  sens  de  la  pesanteur, 
et  que  t  représente  le  temps  employé  à  parcourir 
l'arc  CM'.  Soit  aussi  p'  la  tangente  de  l'angle  M'Il'oc' 
que  fait  la  tangente  à  la  courbe  en  M'  avec  l'axe  Coc'. 
Nous  aurons 

p'  =  d£  =  -p->  : 

et  à  cause  de 

iog  (  v/r+71 —/>')  =  —  iog  (p1 + x/t+tô  , 

la  première  équation  (4)  deviendra 
en  faisant,  pour  abréger, 

>+/?V~+7a  +  log^+vr+T"*)  =  f. 

L'angle  aigu  MTV  pouvant  approcher  continuelle- 
ment d'un  angle  droit ,  la  variable  p'  croîtra  indéfini- 
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ment;  mais  il  n'en  sera  pas  de  même  à  l'égard  dcr'.Pour 
de  très  grandes  valeurs  de  p' ,  on  pourra  mettre  p'  à  la 
place  de  \/ 1  -f-  p'*  ;  et  en  négligeant  y  +  log  2  par 
rapport  à  p'*f  on  aura 

F  =p"  +  ilogp", 

ou  simplement  P'  =  p'a,  en  observant  que  le  loga- 
rithme d'une  quantité  très  grande  pfa,  et,  à  plus  forte 
raison,  |log//%  est  très  petit  relativement  à  cette 
quantité  :  on  aura  donc,  pour  ces  valeurs  de  p', 

dx'  —  &-  • 
aoc    ~  cp>> 

en  intégrant  et  désignant  par  C  une  quantité  cons- 
tante, et  il  en  résultera 

xr  =  C ^; 

cp 

ce  qui  montre  que  les  valeurs  de  œf  ne  croîtront  pas 
indéfiniment  avec  celles  de  p' '.   Cela  étant,  soit 

q  sera  une  ligne  de  grandeur  finie,  qu'on  pourra 
calculer  par  la  méthode  des  quadratures;  et  si  l'on 
prend  sur  Gr'  une  partie  CÀ  égale  à  cette  ligne, 
la  verticale  AB  menée  par  ce  point  sera  une  asymp- 
tote de  la  partie  CD  de  la  trajectoire;  en  sorte  que 
le  mouvement  du  projectile  sur  cette  branche  des- 
cendante, approchera  indéfiniment  de  la  direction 
verticale. 

Observons,  de   plus,  que  pour  les  très  grandes 
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valeurs  de  p',  les  deux  dernières  équations  (4)  se 

réduiront  à 

cdf  =  f ,       yfàdtf  =  %  ; 
d'où  il  résultera 

d£  —  tfi. 

m  —  V  c  > 

par  conséquent ,  le  mouvement  final  et  vertical  du 
projectile  sera  uniforme;  ce  qu'il  s'agissait  de  dé- 
montrer. La  vitesse  de  ce  mouvement  sera  celle  qu'un 
corps  pesant  acquiert  en  tombant  dans  le  vide,  d'une 

hauteur  égale  à  —  ;  et  c'est  aussi  ce  que  l'on  conclut 

de  la  formule  (5) ,  en  mettant  — pr  au  lieu  de  p,  et 
considérant  ensuite  p'  comme  une  très  grande  quan- 
tité. 

En  faisant,  dans  la  première  équation  (4), 

p=z  tango.,       dp  =  ^, 
et,  pour  abréger, 

[y — tang»  V^  1 -Hanga  #  — log(tang<y  -f  v/i-Hang2*>)]cos2*— -, 

mm 

on  en  déduira 

œ.  =  -  /     Cldoù , 

cj  o 

pour  l'abscisse  du  point  C.  Si  donc  on  prend  sur 
Ox  (fig.  49);  un  point  F,  tel  que  l'on  ait 

OF  =  œx  +  q  , 

la  verticale  FG,  menée  par  ce  point  F,  sera  l'asymp- 
tote de  la  branche  descendante  de  la  trajectoire. 
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2 14-  Soit  ON  le  prolongement  de  la  trajectoire  OCD; 
le  point  de  départ  du  mobile  étant  0,  le  mouvement 
n'aura  pas  lieu  sur  cette  partie  de  la  courbe;  mais  on 
peut,  néanmoins,  désirer  d'en  connaître  la  forme.  Or, 
on  la  construit  par  points,  au  moyen  des  deux  premières 
formules  (4) ,  en  y  donnant  a  p  des  valeurs  positives 
et  plus  grandes  que  tang  et  ;  et  il  est  aisé  de  s'assurer 
qu'elle  a  aussi  une  asymptote  ,  mais  qui  n'est  pas 
verticale,  comme  celle  de  la  branche  descendante. 

Pour  cela,  j'observe  que,  d'après  la  valeur  de  y 
du  n°  211,  il  y  a  toujours  un  angle  £  aigu,  et 
>  et,  qui  est  tel  que  p  =  tang£  rend  nul  le  déno- 
minateur commun  de  ces  deux  formules,  c'est-à-dire, 
un  angle  £  qui  satisfait  à  l'équation 

y—  tang£  {/ 1  -f  tang2£—  log  (tang  £-f-  \/  1  -f-  tang  C)  =  o .    (6) 

Cela  étant,  on  voit  par  la  valeur  de  dp,  tirée  de 
l'une  ou  l'autre  des  deux  premières  équations  (4)  , 
que  l'abscisse  oc  et  l'ordonnée  j  croissant  indéfini- 
ment ,  abstraction  faite  du  signe ,  dans  cette  partie 
ON  de  la  courbe ,  la  quantité  p  cesse  de  croître,  lors- 
qu'elle diffère  infiniment  peu  de  tang£-  en  sorte  que 
p  ne  peut  jamais  dépasser  ni  même  atteindre  rigou- 
reusement cette  valeur  p  =  tang£;  ce  qui  signifie 
que  la  branche  de  courbe  ON  a  une  asymptote  qui 
coupe  le  prolongement  de  l'axe  Ox  sous  l'angle  £. 
On  déterminera  sa  distance  au  point  0  de  la  manière 
suivante. 

Je  mène  par  le  point  0  un  axe  qui  fasse,  avec  le  pro- 
longement de  Ox,  un  angle  égal  au  complément  de 
b,  et   qui  soit,   par  conséquent,  perpendiculaire  à 


4io  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE, 

l'asymptote  de  ON.  J'appelle  u  l'abscisse  d'un  point 
quelconque  de  la  courbe ,  comptée  sur  cet  axe  à  par- 
tir du  point  0;  les  coordonnées  de  ce  point,  par  rap- 
port aux  axesChr  et  Ojr,  étant  toujours  x  et^*,  on  aura 

u  ■=.  y  ç,o$Ç>  —  x  sin  S. 

En  différentiant  et  mettant  pour  dx  et  dj  leurs  va- 
leurs données  par  les  deux  premières  équations  (4), 
il  vient 

cdu  _  (tang  g -/?)<*/?  _ 

"  [v  —  pV^+P'1  —  log(i?  +  V/^-J~JP'0]cosS, 

formule  dans  laquelle  on  donnera  à  p  des  valeurs 
plus  grandes  ou  plus  petites  que  tang  et,  selon  qu'il 
s'agira  d'un  point  de  la  partie  ON  ou  de  la  partie  OM 
de  la  courbe.  On  peut  retrancher  de  son  dénomina- 
teur le  premier  membre  de  l'équation  (6)  ,  multiplié 
par  cos  C  ;  et  si  l'on  fait ,  en  outre , 

p  =  tang«,        dP=éh'  [ 

et,  pour  abréger, 


tang£  \/i+tanga£+log(tang£-f-  \/i+tanga£) 
— tangœxA+tang8^ — log(tanga)+v/j+tang2a>)==U, 
il  en  résultera 

j  (tang  £  —  tang  eû)da> 

ci]  cos£  cosaa> 

Or,   en  faisant 

r  G  (  tang  C  —  tang  #)  doc 


c  cosC  J  0 


U  cos2  ai  ? 
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r  sera  une  ligne  de  grandeur  finie,  que  l'on  calcu- 
lera par  la  méthode  des  quadratures,  et  qui  exprimera 
la  valeur  de  u  relative  à  l'asymptote  de  ON ,  c'est- 
à-dire,  la  longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  0  sur  cette  droite ,  qu'il  s'agissait  de  déterminer. 
Cette  droite  asymptotique  aura  pour  équation 

y  cos  S  —  x  sin  S  =  r  ; 

en  sorte  que  si  l'on  prend  sur  le  prolongement  de 
Ox  un   point  H  tel  que  l'on  ait 

OH  =  r, 

l'asymptote  de  la  branche  ON  sera  la  droite  HK,menée 
par  le  point  H,  et  faisant  avec  le  prolongement  de  Ox 
un  angle  KHO  supplément  de  £.  Les  deux  asymptotes 
FGetHK,  prolongées  au-dessus  de  l'axe  Ox,  se  rencon- 
treront en  un  point  L ,  de  manière  que  la  courbe  en- 
tière sera  comprise  dans  l'augle  KLG,  dont  le  complé- 
ment est  l'angle  £  déterminé  par  l'équation  (6). 

2i5.  Lorsque  l'angle  de  projection  KOx  ou  et  est 
très  petit  (fîg.  5i),  le  projectile  ne  s'élève  qu'à  une 
petite  hauteur  au-dessus  de  l'axe  horizontal  Ox , 
mené  par  son  point  de  départ,  Or,  dans  ce  cas,  on 
peut  obtenir,  avec  une  approximation  suffisante , 
l'équation  en  x  et  y  de  la  partie  OCB  de  la  tra- 
jectoire, située  au-dessus  de  0x\  et  même  on  peut 
étendre  cette  équation  jusqu'à  un  point  D,  dont  la 
distance  à  cet  axe  n'est  pas  très  considérable. 

En  effet,  dans  toute  cette  partie  OCB,  ou  même 
OCD  de  la  trajectoire,  la  tangente  à  cette  courbe 
sera  presque  horizontale,  et  la  quantité  p  très  petite  ; 
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en  négligeant  le  carré  de p,  on  aura  donc 

C-t-Ô        ■■■"■"       LÂ,%A*r     *  o        »■»■—■       kJL,      * 

et  l'équation  (2)  deviendra 


dp         â°j 


1 


dx  dx2,  2Acosa  a 

En  intégrant  deux  fois  de  suite  ,  et  déterminant  les 

constantes  arbitraires  de  manière  qu'on  ait  ~  =  tang  et 

~  dx  b 

et  y  e=  o,  quand  x  =  o,  il  vient 

r  =  a:  tang  a  —  ^— ^ —  feacx —  2CX  —  1), 

pour  l'équation  approchée  de  la  trajectoire,  qu'il  s'a- 
gissait d'obtenir.  En  développant  l'exponentielle 
qu'elle  renferme ,  réduisant  et  faisant  ensuite  c  =  o, 
elle  devient  l'équation  exacte  de  cette  courbe  dans 
îe  vide. 

D'après  l'équation  gdt*  =  —  doedp  du  n°  212,  et 
la  valeur  précédente  de  ~  ,  on  aura 

dt  =  — -== ecxdx  y 

\/  2gh  COS  a, 

et,  par  conséquent , 

*  =    77=k        <  f  -  '  )  r 

c  y  zghcQSct 

ce  qui  fait  connaître  le  temps  t  que  le  mobile  em- 
ploiera à  parcourir  une  portion  quelconque  OM  de 
la  courbe  OCD. 

216.  Supposons  que  îe  projectile  vienne  tomber 
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sur  le  terrein  en  un  point  D;  représentons  par  A  l'a- 
baissement de  ce  point  au-dessous  du  plan  horizon- 
tal ,  mené  par  le  point  O,  ou  la  perpendiculaire  DQ 
à  l'axe  Ox;  soient  aussi  l  la  distance  OQ,  et  r  le 
temps  employé  à  aller  du  point  0  au  point  D  •  nous 
aurons,  à  la  fois, 

x  =  /,    y  =  —  A,     t  =  r; 

et  en  remplaçant,  pour  plus  de  simplicité,  cosa  a  par 
l'unité  dans  les  formules  précédentes,  il  en  résultera 

8c*k  (  A  ■+- /  tang  a  )  =  eac/ — 2cl—  1  , 


tcs/zgh  =ecl  —  1 


Ça) 


Lors  donc  que  les  deux  constantes  h  et  c  seront 
données ,  et  qu'on  aura  mesuré  l'angle  et  et  l'éléva- 
tion A  du  point  0  au-dessus  du  terrein,  ces  équa- 
tions feront  connaître  la  portée  horizontale  /,  et  la 
durée  r  du  trajet  du  projectile.  Réciproquement, 
quand  on  connaîtra  et,  A ,  Z,  r,  par  des  mesures  di- 
rectes, ces  équations  pourront  servir  à  déterminer  le 
coefficient  c  de  la  résistance,  et  la  hauteur  h  due  à  la 
vitesse  initiale.  En  éliminant  h,  on  a 

4 (A  +  l  tang  et)  (ecl  —  i)*  =  gr* (e*cl  —  ici—  1)  ; 

équation  d'où  l'on  tirera  la  valeur  de  c  :  l'une  des 
deux  précédentes  donnera  ensuite  immédiatement  la 
valeur  de  h. 

Il  existe  encore  de  l'incertitude  sur  les  grandeurs 
des  portées  et  des  vitesses  initiales.  D'après  Lombard, 
pour  un  canon  de  2/\.  chargé  au  tiers  du  poids  du 
boulet,  la  vitesse  initiale  est  de  /\65  mètres  par  se- 
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conde;  et  pour  un  canon  de  12,  dont  la  charge  est 
aussi  le  tiers  du  poids  du  projectile,  cette  vitesse  s'é- 
lève à  494  mètres.  Suivant  le  même  auteur,  les  portées 
correspondantes  et  relatives  à  À  =  o,  sont  700  mè- 
tres dans  le  premier  cas  ,  en  supposant  et  =  i°  i5'  6", 
et  660  mètres  dans  le  second  cas  ,  en  supposant 
*=>5'  36". 

Au  lieu  du  temps  r,  on  pourrait  employer  à  la 
détermination  de  h  et  de  c,  une  seconde  portée  du 
même  canon  à  une  élévation  différente  au-dessus  du 
terrein.  Ainsi,  en  supposant  que  le  poids  du  projec- 
tile, celui  de  la  charge  et  l'angle  a  ne  soient  pas  chan- 
gés, les  quantités  h  et  c  resteront  aussi  les  mêmes;  et 
si  Â  et  l  deviennent  A'  et  V ,  on  aura 

8c*h  (  À'  +  V  tang  a)  =  e%cV  —  ici'  —  1  ; 

d'où  il  résultera 

(A  +  l  tang  et)  {e%cV  —  ici!  —  1) 

=  (a'  +  lf  tang  a)  (  e*cl  —  2cl  —  1)  ,       (b) 

en  éliminant  h  au  moyen  de  la  première  équation  (a). 
Les  auteurs  de  Balistique  ne  sont  nullement  d'accord 
sur  la  grandeur  du  nombre  n  qui  entre  dans  l'ex- 
pression du  coefficient  c  ,  savoir  (  n°  210  ), 

C  ~    Dr 

D'après  une  théorie  très  imparfaite  de  la  résistance 
des  fluides,  ce  nombre  n  serait  f  ;  mais  toutes  les  expé- 
riences le  donnent  plus  petit ,  et  Lombard  le  fait  égal 
à  \.  L'équation  (b)  fournirait  le  moyen  le  plus  sus- 
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ceptible  de  précision  pour  la  détermination  de  c ,  en 
supposant  bien  connu  et  invariable ,  langle  de  pro- 
jection a. 

§  IL  Mouvement  des  planètes, 

21 7.  Les  lois  du  mouvement  des  planètes  autour 
du  soleil  sont  connues  sous  la  dénomination  de  Lois 
de  Kepler,  parce  qu'elles  ont  été  découvertes  par  cet 
astronome,  qui  les  a  déduites  de  l'observation.  Elles 
sont  au  nombre  de  trois ,  dont  voici  les  énoncés  : 

i°.  Les  planètes  se  meuvent  dans  des  courbes 
planes,  et  leurs  rayons  vecteurs  décrivent,  autour 
du  centre  du  soleil,  des  aires  proportionnelles  au 
temps. 

2°.  Les  orbites,  c'est-à-dire,  les  trajectoires  des 
planètes,  sont  des  ellipses  dont  le  soleil  occupe  un 
des  foyers. 

3°.  Les  carrés  du  temps  des  révolutions  des  pla- 
nètes autour  du  soleil  sont  entre  eux  comme  les  cubes 
des  grands  axes  de  leurs  orbites. 

Toute  leur  importance  n'avait  pas  d'abord  été  com- 
prise; c'est  Newton  qui  en  a  montré  l'usage  pour 
déterminer  la  force  qui  retient  chaque  planète  dans 
son  orbite,  c'est-à-dire,  la  direction  de  cette  force  et 
les  variations  de  son  intensité ,  soit  d'une  position  à 
une  autre  d'une  même  planète ,  soit  d'une  planète  à 
une  autre.  On  verra,  en  effet,  dans  ce  paragraphe, 
que  chacune  de  ces  trois  choses  est  une  conséquence 
nécessaire  des  trois  lois  du  mouvement  planétaire 
que  l'on  vient  d'énoncer. 
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Ces  lois  se  rapportent  au  mouvement  du  centre  de 
gravité  de  chaque  planète;  c'est  le  mouvement  de  ce 
point  que  nous  allons  considérer;  et  quand  il  sera 
question  de  la  position  ou  de  la  vitesse  d'une  planète, 
il  faudra  entendre  la  position  ou  la  vitesse  de  son 
centre  de  gravité. 

218.  Soient  AMBD  (  fîg.  Si  )  l'ellipse  décrite  par 
une  planète,  ÀB  son  grand  axe,  C  son  centre ,  0  et 
0'  ses  deux  foyers,  0  celui  qui  est  occupé  par  le 
centre  du  soleil,  B  le  périhélie  ou  le  point  de  l'orbite 
le  plus  rapproché  de  0,  A  V aphélie  ou  le  point  le  plus 
éloigné  du  soleil. 

Au  bout  du  temps  t  qui  sera  compté  à  partir  du 
passage  de  la  planète  à  son  périhélie,  soit  M  sa  posi- 
tion sur  l'orbite.  Désignons  par  r  son  rayon  vec- 
teur OM,  et  par  9  l'angle  MOB  que  l'on  appelle,  en 
Astronomie ,  Y  anomalie  vraie.  Le  secteur  décrit  par 
ce  rayon  pendant  l'instant  dt  sera  \  ra  <f()  (n°  i56)| 
d'après  la  première  loi  de  Kepler,  on  aura  donc 

radô  =  cdt;  (1) 

c  étant  une  constante  égale  au  double  de  Taire  décrite 
dans  l'unité  de  temps,  et  £■  et  le  double  de  l'aire  MOB 
décrite  dans  le  temps  quelconque  t. 

Soient  aussi 

O'M  =  r',     CB  =  C  A  =  a ,     CO  =  CO'  =  ae* 
D'après  une  propriété  de  l'ellipse ,  on  aura 

r  -f-  r'  =  2a; 
dans  le  triangle  0'MO ,  on  a  aussi 
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t'*  =  ra  +  ^rae  cos  8  +  4<22e%- 
et  si  l'on  élimine  r'  entre  ces  deux  équations,  il  vient 

pour  l'équation  de  la  trajectoire. 

Pour  toutes  les  planètes  connues  avant  ce  siècle, 
Y  excentricité  e  est  une  fraction  très  petite;  celle  de 
l'orbite  de  la  terre  est 

e  =  o,oi6853i8, 

ou,  à  peu  près,  un  soixantième.  La  plus  grande  était 
celle  de  Mars,  qui  surpasse  neuf  centièmes;  c'était 
donc  pour  cette  planète  que  le  mouvement  elliptique 
devait  être  le  plus  différent  du  mouvement  circulaire 
excentrique,  que  l'on  adoptait  avant  Kepler;  et  c'est, 
en  effet,  dans  les  observations  de  Ticho-Brahé,  re- 
latives à  cette  planète,  que  Kepler  a  reconnu  d'abord 
la  différence  de  ces  deux  mouvemens.  Si  l'on  déve- 
loppe les  valeurs  de  r  et  9 ,  en  séries  ordonnées  sui- 
vant les  puissances  de  e  ,  au  moyen  de  l'équation  des 
aires  proportionnelles  au  temps,  jointe  à  celle  de  la 
trajectoire  elliptique  ou  à  celle  de  la  trajectoire  cir- 
culaire excentrique ,  on  trouve  que  pour  un  même 
temps  t ,  les  développemens  correspondans  à,  ces 
deux  courbes  ,  ne  diffèrent  que  dans  les  termes  qui 
dépendent  du  carré  ou  des  puissances  supérieures 
de  e  ;  circonstance  qui  rendait ,  à  l'époque  de  Ke- 
pler, la  différence  des  deux  mouvemens  très  difficile 
à  découvrir. 

219.  Si  l'on  appelle  T  le  temps  de  la  révolution 
î.  2^ 
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d'une  planète ,  et  qu'on  fasse 


17T 


cette  constante  n  sera  la  vitesse  moyenne  angulaire, 
et  nt  le  moyen  mouvement  de  la  planète. 

Imaginons  un  astre  fictif  dont  ie  mouvement  soit 
uniforme,  et  qui  parte  du  périhélie  et  achève  sa  ré- 
volution en  même  temps  que  cette  planète;  son 
rayon  vecteur  décrira  l'angle  nt ,  pendant  que  celui 
de  la  planète  décrit  l'angle  G;  l'angle  8  —  nt,  compris 
à  une  époque  quelconque  entre  ces  deux  rayons,  est 
ce  que  les  astronomes  appellent  Y  équation  du  centre  : 
il  est  positif,  et  la  planète  précède  l'astre  fictif, 
en  allant  du  périhélie  à  l'aphélie  ;  le  contraire  a  lieu 
en  revenant  du  second  point  au  premier.  Le  maxi- 
mum de  l'équation  du  centre  dépend  de  la  grandeur 
de  l'excentricité. 

En  prenant  le  jour  moyen  pour  unité  de  temps,  et 
mettant  56o°  au  lieu  de  277-,  on  a,  relativement  à  la 
terre , 

T  ==  365'",256374,       n  =  0°  5ç/  8". 

Cette  valeur  de  T  est  la  durée  de  l'année  sidérale , 
ou  l'intervalle  de  temps  qui  s'écoule  entre  deux  re- 
tours consécutifs  du  soleil  à  une  même  étoile ,  dans 
son  mouvement  apparent  autour  de  la  terre.  L'inter- 
valle compris  entre  deux  retours  consécutifs  à  un 
même  équinoxe ,  est  plus  court ,  a  cause  que  les  points 
équinoxiaux  ont  sur  Yécliptique  un  mouvement  ré- 
trograde, ou  en  sens  contraire  de  celui  du  soieih 
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En  prenant  50^,22427  pour  la  précession  annuelle  en 
1800,  et  observant  que  le  rayon  vecteur  du  soleil 
emploie  o;',oi4i53,  a  décrire  ce  petit  angle,  il  en 
résulte 

365',  242216, 

pour  la  longueur  de  l'année  équinoxiale  au  commen- 
cement de  ce  siècle.  L'année  sidérale  est  constante  ; 
mais  la  précession  des  équinoxes  varie  un  peu,  et, 
par  conséquent  aussi ,  l'année  équinoxiale  :  sa  lon- 
gueur diminue  da  peu  près  une  demi-seconde  par 
siècle. 

220.  La  constante  c  aura  pour  valeur  le  double  de 
la  surface  de  l'ellipse  divisé  par  T  ;  en  observant  que 
le  demi-petit  axe  est  a  \A  —  ea,  et  la  surface 
7ra*\/ 1  —  e%,  on  aura  donc 

'27raa  \/ 1  —  e% 
C ■  =  . 

Au  moyen  de  cette  valeur  et  de  celle  de  n,  l'équa- 
tion (1)  devient 

?*S  =  na*\/i  —  e*dt. 

L'équation  (2)  donne 

fj  =  arcfcos  =  — - j, 

par  conséquent ,  on  aura 

rdr 


nadt  = 


}/ c?e*  — -  (r  —  a)* 

27 
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Pour  intégrer  ces  formules ,  faisons 

r  =  a  (i   —  e  cos  u  )  ;  (a) 

*     nous  aurons 

dr  =  ae  sin  u  ,     ndt  =  (i  —  e  cos  &)  cfo  ; 

à  cause  der  =  fl(i  —  e)  au  point  B,  il  faudra  que 
l'angle  u  soit  nul  en  ce  point  où  l'on  a  aussi  t  =  o  ;  en 
intégrant,  on  aura  donc 

nt  ■=.  u  —  e  sin  w.  {b) 

En  mettant  pour  r  sa  valeur  dans  celle  de  d§  ,  et  ob- 
servant que  cos  u  =  cosa  \u  —  sina  \  u9  il  en  résulte 

i   —  e  cos2  iu  +  e  sin2  ±u 
et  si  l'on  fait 

tang-«  =  s,    ^j^  =  *fc, 
cette  valeur  devient 

,a  2  l/  ï  —  e*  dz 

Cl\j    ■— —  j     7        :        r   ô» 

ï  —  e  -f-  (  ï  4-  e)<2 

En  intégrant  et  observant  que  9  et  u  sont  zéro  en 
même  temps,  c'est-à-dire,  au  point  B,  on  aura 

ifl  =  arc  (tang  =  s   y/l±-^; 
d'où  l'on  conclut 

tang  1  fi  =  V  7^1  tanS  *  ">  (c) 

en  remettant  pour  z  sa  valeur. 
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Ces  trois  équations  (a),  (b),  (c),  expriment,  sous 
forme  finie,  les  valeurs  de  r,  nt,  9,  au  moyen  de  la 
variable  auxiliaire  u,  qu'on  appelle  X anomalie  excen- 
trique. En  éliminant  u  entre  elles ,  on  aura  les  deux 
coordonnées  polaires  /•  et  9  de  la  planète  en  fonctions 
du  temps,  sous  forme  de  séries  ordonnées  suivant  les 
puissances  de  l'excentricité,  qui  seront,  par  consé- 
quent, très  convergentes  dans  le  cas  des  anciennes 
planètes.  Après  qu'on  aura  formé  ces  séries,  on  y 
pourra  remplacer  les  puissances  de  cos  nt  qui  se  trou- 
veront dans  le  développement  de  r,  et  celles  de  sin  nt 
que  renfermera  le  développement  de  0  —  nt9  par  des 
cosinus  et  des  sinus  des  multiples  de  nt.  Si  Ton  con- 
çoit qu'on  ait  ensuite  ordonné  ces  développemens  du 
rayon  vecteur  et  de  l'équation  du  centre  suivant  les 
cosinus  ou  sinus  des  multiples  croissans  de  nt ,  on 
pourra  déterminer  directement,  par  l'analyse  sui- 
vante, les  valeurs  des  coefficiens  de  ces  deux  séries 
en  fonctions  de  l'excentricité. 
221.  Je  fais 

r=A0+AIcos72£-|-Ascos27zH-« .  .+Aicoszz2£+ete., 
9 — 72Z=B,sinra£-|-Basm2722-f-. .  .  +  Bfsin  m^  +  etc.f 

A0,  A,,  Aa?  etc.,  B,,  Ba,  etc.,  et  généralement  Af 
et  B; ,  étant  les  coefficiens  qu'il  s'agit  de  déterminer. 
Si  i  et  i  sont  deux  nombres  entiers  positifs  et  dif- 
férens ,  on  aura,  en  effectuant  les  intégrations, 


r. 

r: 


cos  int  cos  i'nt  d.ntz=.o  , 
sin  int  sin  i'nt  d,  nt  =  o  ; 
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et  dans  le  cas  de  i  =  l >  on  trouvera 

/'ar  .         7  I 

cosa  ztz£  a  .  nt  z=z  -7T, 
o  2 

/'«r      .    «    .         7         '  I 

sm1  inta  »  nt  =  -7F. 
O  2 

Ces  dernières  formules  ne  s'appliquent  point  à  i  =  o; 
dans  ce  cas,  la  première  intégrale  est  égale  à  tt,  et 
la  seconde  à  zéro. 

Cela  étant,  je  multiplie  le  développement  de  r 
par  cos  intd.nt,  et  celui  de  S  —  nt  par  sin  intd.nt; 
puis  j'intègre  depuis  nt  =  o  jusqu'à  zz£  =w.  Tous 
les  termes  s'évanouissent,  excepté  ceux  qui  ont  A| 
ou  Bj  pour  coefficient ,  et  l'on  en  conclut 

A*  =  -  /     r  cos  intd.nt , 

5TJ    O 

Bf  =       /     (8  —  nt)  un  intd.nt, 

rt  J  o 

Dans  le  cas  de  i  =  o ,  on  aura ,  en  particulier , 

i    C™ 
A0  =  -  /     rd.nt, 

n  J  o 

c'est-à-dire  qu'il  faudra  réduire  à  moitié  la  valeur 
générale  de  Af.  En  intégrant  par  partie,  et  obser- 
vant que  Q  —  nt  est  zéro  aux  deux  limites  nt  =  o  et 
nt  =  7T,  l'expression  de  Bf  pourra  être  remplacée 
par  celle-ci  : 

B|  =  ^-    r*cos.intd(fi  —  nt). 
Je  substitue  à  la  place  de  r,  nt,  S,  leurs  valeurs 
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en  fonctions  de  u ,  tirées  des  équations  (a),  (b),  (c); 
à  cause  de 


c?3  V/i  —  e2  d.nt 

—  =  — ,        —5 —  =1  —  e  cos  u  , 

du  1  —  e  cos  u  au 

et  parce  que  uz=o  et  11  =  nt  répondent  à  nt  =20 
et  nt  =  tf,  iî  en  résultera 

A;=  —  /      (  1  —  e  cos  uY  cos  (r«  —  /e  sin  u)  du , 

7T  J    O 

^         2     /**  r    / T       ^  v,  1  cos(zw  —  iesmu)  , 

i7T  J  o    "-  /Ji  —  e  cos  w 

formules  qui  feront  connaître  les  valeurs  numéri- 
ques des  coefïiciens  Af  et  Bf,  soit  par  la  méthode 
des  quadratures,  soit  par  la  réduction  en  séries. 
Pour  cette  réduction,  on  aura,  par  le  théorème  de 
Taylor, 

cos(z« — iesmu)z=:i  1 sib'/H — ô-ysin4^ — etc.  jcosiu 

-f-  uesmw — ■  — ^  sin^w  +  etc.  \s\x\iu\ 

et  il  en  résultera  pour  A,  et  B£  des  séries  d'inté- 
grales relatives  à  u,  dont  les  valeurs  exactes  s'ob- 
tiendront toutes,  soit  immédiatement,  soit  par  des 
formules  connues:  en  sorte  que  Fon  pourra  prolon- 
ger ces  développemens  de  A,  et  B^  aussi  loin  qu'on 
voudra.  On  pourra  même  obtenir  leurs  termes  gé- 
néraux en  fonctions  de  i  et  de  e  ;  mais  ce  n'est  point 
ici  le  lieu  d'insister  davantage  sur  ce  sujet,  qui  ap- 
partient spécialement  à  l'Astronomie . 
Relativement  à  i  =  o  ?  on  a 
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CL      f*7ï 

A0  =  -    /     (i  —  e  cos  u)*du  =  a(i  +jea), 

en  ne  prenant  que  la  moitié  de  la  valeur  de  A,  , 
qui  répond  a.  i  =  o  :  c'est  le  seul  des  coefïkiens 
Ao,  A, ,  Aa,  etc. ,  B, ,  Ba,  etc.,  dont  on  puisse  ob- 
tenir la  valeur  exacte. 

222.  Si  Ton  appelle  v  la  vitesse  de  la  planète  au 
bout  du  temps  t,  et  cT  l'angle  que  fait  sa  direction 
avec  le  prolongement  de  son  rayon  vecteur  r  ou  OM, 
on  aura  (n°  i56) 

dr2  +  r*dQ*  ^  db 

V   = Tl >         V  COS  à   =  r  — . 

de        '  dt 

En  éliminant  dt  au  moyen  de  l'équation  (i),  on  a 
En  vertu  de  l'équation  (2) ,  on  a  aussi 


1          1  -|-  e  cos  ô 

r            a  (1  —  e2) 

; 

d.i 

r 
~cW  ~~~~ 

e  sin  8 

d'où  il  résulte 

<2a(i  —e*yv%: 

=(> 

+  2e  COS 

8  +  ea)  c% 

et 

,  par  conséquent , 

■)• 

COS^ZT 

v« 

a  \/  1    —  e2 

;  («0 


ce  qui  montre  comment,  dans  le  mouvement  ellip- 
tique, la  vitesse  et  la  direction  du  mobile  en  chaque 
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point  se  déterminent  au  moyen  de  son  rayon  vecteur. 
D'après  la  valeur  de  c  du  n°  220,  celle  de  v*  peut  aussi 
être  écrite  ainsi  : 


^^(t-1) 


Ces  formules,  jointes  à  celles  des  numéros  précé- 
dens,  font  connaître  complètement  le  mouvement 
d'une  planète  dans  le  plan  de  son  orbite  •  mais  quand 
on  veut  considérer  à  la  fois  les  mouvemens  de  deux 
ou  de  plusieurs  planètes ,  il  est  nécessaire  de  rappor- 
ter la  position  de  chacune  d'elles  à  un  autre  plan, 
qui  est  ordinairement  le  plan  de  Yécliptique  ou  de 
l'orbite  de  la  terre. 

223.  Soient  NON'  (fîg.  53)  l'intersection  du  plan 
de  l'orbite  d'une  planète  avec  un  plan  passant  par 
îe  centre  0  du  soleil,  OE  une  droite  menée  dans  ce 
second  plan  ,  OM'  la  projection  du  rayon  vecteur  OM 
de  la  planète  sur  ce  même  plan.  Désignons  par  y 
l'inclinaison  des  deux  pians,  par  a  l'angle  NOE,  par 
où  l'angle  BON  que  fait  le  rayon  vecteur  OB  aboutis- 
sant au  périhélie  avec  la  droite  ON.  Ces  trois  angles 
et,  y,  co,  devront  être  donnés,  et  ils  détermineront 
le  plan  de  l'orbite  et  la  position  de  l'ellipse  dans  ce 
plan.  Soient  aussi  <p  et  ^  les  angles  variables  MO  M/ 
et  M'OE ,  que  fait  le  rayon  vecteur  OM  avec  sa  pro- 
jection OM',  et  cette  projection  avec  la  droite  OE , 
lesquels  angles  détermineront,  à  chaque  instant,  la 
direction  du  rayon  OM  aboutissant  à  la  planète. 

Cela  posé,  considérons  l'angle  trièdre  qui  a  son 
sommet  au  point  0 ,  et  dont  les  trois  arêtes  sont  OM, 
OM',  ON.  L'anomalie  vraie,  ou  l'angle  MOB,  étant 
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toujours  S,  les  trois  faces  de  cet  angle  trièdre  seront 

MON  ==  MOB  +  BON  =  S  +  œ , 
M'ON  =  M'OE  —  NOE  =  4  —  a, 
MOM'=  <p; 

la  première  sera  opposée  à  un  angle  droit ,  et  la 
troisième  à  l'angle  y.  D'après  les  premières  règles  de 
la  Trigonométrie  sphérique  ,  on  aura  donc 

sin  <p  =  sin  y  sin  (S  +  fô) , 
tang  (4,  —  a)  =  cos  ^  tang  (9  +  o>)  ; 

et  l'angle  9  étant  connu  en  fonction  de  t,  par  ce  qui 
précède ,  chacun  des  angles  <p  et  4  le  sera  aussi ,  an 
moyen  de  ces  formules. 

Lorsque  le  plan  donné  sur  lequel  on  compte  l'angle 
4  est  lecliptique,  et  que  la  droite  OE,  à  partir  de 
laquelle  on  compte  cet  angle,  dans  le  sens  du  mou- 
vement de  la  terre,  est  celle  qui  va  du  soleil  à  i'équi- 
noxe  du  printemps,  les  angles  4  et  <p  s'appellent  la 
longitude  et  la  latitude  de  la  planète  que  l'on  considère. 
La  droite  NON'  est  la  ligne  des  nœuds  de  son  orbite;  si 
elle  entre  dans  l'hémisphère  boréal  quand  elle  traverse 
le  plan  de  l'écliptique  au  point  N,  ce  point  est  le  nœud 
ascendant ,  et  N'  le  nœud  descendant.  Selon  que  la 
planète  se  trouve  dans  cet  hémisphère  ou  dans  l'hé- 
misphère austral,  la  latitude  <p  est  positive  ou  né- 
gative, et  langle  MON,  ou  G  -f-  a> ,  est  plus  grand 
ou  moindre  que  1800.  L'angle  <p  s'étend  depuis  —  900 
jusqu'à  go°?  et  l'angle  MON,  ainsi  que  la  longitude 
M'OE,  depuis  zéro  jusqu'à  56o°. 
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Si  l'on  remplace  le  point  0  par  le  centre  de  la 
terre ,  que  l'on  prenne  lequateur  pour  le  plan  donné 
sur  lequel  on  compte  l'angle  4-?  et  pour  origine  de 
cet  angle  la  droite  OE  qui  va  de  ce  centre  au  premier 
point  du  signe  curies,  les  angles  4  et  <p  seront  alors 
Y  ascension  droite  et  la  déclinaison  de  la  planète.  En 
appliquant  les  formules  pre'ce'dentes  au  mouvement 
apparent  du  soleil  autour  de  la  terre,  on  aura  a=o, 
y  exprimera  l'obliquité  de  l'écliptique ,  et  l'on  devra 
prendre  pour  Q  +  co  la  longitude  de  cet  astre  \  d'où  il 
résulte  qu'en  la  désignant  par  A ,  on  aura 

sin  <p  :=  sin  y  sin  À ,     tang  ^  =  cos  y  tang  A  , 

et,  en  même  temps, 

sin  y  tan  g  -d/ 
Sin  <p  =  --£- 


V/cos2  ■)/  -f"  tang2  4» 

Les  plus  grandes  déclinaisons  boréale  et  australe  ré- 
pondent à  A  =  900  et  A  =  370%  et  sont  ±3,.  Cet 
angle  y  est  aussi  celui  que  fait  l'axe  de  rotation  de  la 
terre  avec  la  perpendiculaire  au  plan  de  Fécliptique; 
il  est  soumis  à  une  petite  inégalité  qu'on  appelle  la 
natation,  dont  la  période  est  d'environ  18  ans,  et  le 
maximum  de  c/',4  seulement.  Sa  valeur  moyenne,  au 
commencement  de  1800,  était 

y  =  23°  27' 55"; 

elle  diminue  de  0^,45692  par  année. 

224.  Dans  tout  ce  qui  précède ,  on  n'a  point  eu 
égard  à  la  force  qui  agit  sur  chaque  planète,  dont  le 
mouvement  a  été  déterminé  d'après  les  données  de 
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l'observation ,  et  sans  recourir  aux  principes  de  la 
Dynamique;  il  s'agit  maintenant  de  déterminer  les 
lois  de  cette  force ,  ainsi  qu'il  a  été  dit  précédem- 
ment (n°  217). 

Il  suit  de  la  première  loi  de  Kepler  que  la  force  qui 
retient  chaque  planète  dans  son  orbite  est  constam- 
ment dirigée  vers  le  centre  du  soleil  ;  quoique  cette 
conséquence  nécessaire  de  la  proportionnalité  des  ai- 
res au  temps  ait  été  déduite  des  équations  du  mou- 
vement dans  le  n°  1 55,  il  ne  sera  pas  superflu  d'en 
donner  ici  une  démonstration  synthétique. 

Soit  M,M  (fîg.  54)  le  côté  de  la  trajectoire  que  le 
mobile  décrit  pendant  un  temps  r  infiniment  petit. 
Arrivé  au  point  M ,  si  aucune  force  n'agissait  sur  ce 
mobile,  il  décrirait,  dans  un  autre  temps  r,  une 
partie  Mm  du  prolongement  MT  de  M,M,  égale  à 
M,M  ;  mais ,  à  cause  de  la  force  à  laquelle  il  est  sou- 
mis, il  se  transporte,  dans  ce  second  instant,  en 
un  autre  point  M'.  Soit  MK  la  direction  de  cette 
force  au  point  M;  pendant  le  temps  r,  on  pourra 
supposer  qu'elle  reste  parallèle  à  elle-même,  et  alors 
si  l'on  tire  la  droite  mM1 ,  elle  sera  parallèle  à  MK 
(n°  148).  Or,  si  C  est  le  centre  fixe  autour  duquel 
le  rayon  vecteur  CM  décrit  des  aires  proportion- 
nelles au  temps,  les  triangles  M,CM  et  MCM',  qui 
sont  les  aires  décrites  dans  deux  instans  égaux,  se- 
ront équivalens;  mais  les  triangles  M,CM  et  MCm 
le  sont  aussi ,  puisqu'ils  ont  leurs  sommets  au  même 
points  C ,  et  leurs  bases  M,M  et  Mm  égales  et  sur 
une  même  droite  ;  les  triangles  MCm  et  MCM'  sont 
donc  équivalons  5  et  comme  ils  ont  une  même  base 
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MC,  il  faut  que  la  droite  mW  qui  joint  leurs  som- 
mets soit  parallèle  à  cette  base;  par  conséquent, 
la  droite  MK ,  parallèle  à  mW,  coïncide  avec  MC. 
Donc,  en  chaque  point  M  de  la  trajectoire,  la  di- 
rection MK  de  la  force  sera  celle  du  rayon  vecteur 
MC;  ce  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

Réciproquement,  si  la  force  qui  agit  sur  le  mo- 
bile, au  point  quelconque  M,  est  dirigée  suivant 
MC ,  la  droite  7?zM'  sera  parallèle  à  ce  rayon  vecteur, 
les  deux  triangles  M'CM  et  MCz/z  seront  équivalens, 
et,  par  conséquent  aussi,  les  deux  triangles  M'CM 
et  M, CM.  Les  aires  décrites  par  le  rayon  vecteur 
autour  du  point  C,  en  deux  instans  consécutifs  et 
égaux,  étant  égales,  et  cela  ayant  lieu  dans  toute 
l'étendue  de  la  trajectoire,  si  la  force  qui  agit  sur 
le  mobile  est  constamment  dirigée  vers  ce  point,  il 
s'ensuit  que  les  aires  décrites  en  temps  égaux  se- 
ront égales,  et,  en  des  temps  quelconques,  propor- 
tionnelles à  ces  temps. 

225.  Soit,  comme  dans  le  n°  218,  M  la  position 
de  la  planète  au  bout  du  temps  t  (fig.  52).  Con- 
servons toutes  les  notations  de  ce  numéro,  de  sorte 
que  r  et  8  soient  le  rayon  vecteur  OM  et  l'angle 
MOB  ;  désignons ,  en  outre ,  par  «r  et  y  les  deux 
coordonnées  rectangulaires  OP  et  PM ,  rapportées  à 
des  axes  Ooc  et  Oy ,  dont  le  premier  passe  par  le 
périhélie  B;  nous  aurons 

ér  =  rcos8,    jr  =  rsin6,     ,ra+jr2  =  ra. 

Soit  aussi  R  3a  force  accélératrice,  inconnue  en  gran- 
deur, qui  agit  sur  la  planète.  Cette  force  est  diri- 
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gée  ,  comme  on  vient  de  le  voir,  suivant  le  rayon 
vecteur ,  et  elle  agit  du  point  M  vers  le  point  0 , 
à  cause  que  la  trajectoire  tourne  sa  concavité  du 
côté  du  soleil  ;  les  cosinus  des  angles  qu'elle  fait  avec 

les  prolongemens  de   x  et  y  sont  donc    —   -   et 

—  ^ ;  par  conséquent,  les  équations  du  mouvement 

seront 

dt\  r  '  dt%  r  v   J 

En  appelant  toujours  v  la  vitesse   au   point   M , 
nous  aurons 

de  ~   de  ' 
et  j  en  difFérentiant , 

ld.^=d-^doc  +  ^dr, 

par  conséquent ,  si  Ton  ajoute  les  équations  (  1  ) 
après  les  avoir  multipliées  par  dx  et  dy,  et  si  Ton 
observe  que  xdx  +  jdy  =  rdr ,  il  en  résultera 

±d.v*  =  —  Rdr. 

s. 

Mais,  dans  le  mouvement  elliptique,  on  a  (n°  222) 

j  =  *  _  £ 


a' 


en  faisant 
on  aura  donc 


4^ 

Y»     —  A*» 


R  =  ^- 
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ce  qui  montre  que  la  force  qui  agit  sur  chaque  pla- 
nète suit  la  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  au 
centre  du  soleil . 

La  grandeur  de  cette  force  est  fx  à  l'unité  de  dis- 
tance ;  soit  /ul'  ce  qu'elle  devient  pour  une  autre  pla- 
nète ,  dont  le  demi-grand  axe  et  le  temps  de  la  ré- 
volution seront  représentés  par  a'  et  T';  on  aura 
de  même 


P  — 


va 


Or,  d'après  la  troisième  loi  de  Kepler,  on  a 

Ta  :  T/a   ::   a3  :  a'5; 
d'où  il  résulte 

a  a  *  , 

T~2  —   y1  '  P*  —  P  > 

par  conséquent,  à  l'unité  de  distance,  et,  générale- 
ment ,  à  la  même  distance  du  soleil ,  la  force  accélé- 
ratrice R  est  la  même  pour  deux  planètes  diffé- 
rentes. 

La  force  motrice  de  chaque  planète  est  donc  indé- 
pendante de  sa  nature  particulière,  et  proportionnelle 
à  sa  masse,  comme  les  poids  à  la  surface  de  la  terre. 
Elle  varie  d'une  planète  à  une  autre  suivant  la  même 
loi  que  d'une  position  à  une  autre  de  la  même  pla- 
nète ;  et  si  deux  planètes  étaient  situées  à  la  même 
distance  du  soleil  et  abandonnées  à  elles-mêmes , 
sans  vitesse  initiale,  elles  tomberaient  d'un  même 
mouvement  vers  cet  astre ,  et  l'atteindraient  dans  le 
même  intervalle  de  temps. 
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Ainsi,  les  trois  lois  de  Kepler  nous  font  connaître 
complètement  la  force  qui  retient  les  planètes  dans 
leurs  orbites  :  la  loi  des  aires  proportionnelles  au 
temps  nous  fait  voir  que  cette  force  est  constamment 
dirigée  vers  le  centre  du  soleil;  celle  du  mouvement 
elliptique ,  ou  l'expression  de  la  vitesse  qui  se  déduit 
de  cette  loi  et  de  la  précédente  ,  nous  montre  que  son 
intensité  varie,  pour  une  même  planète,  en  raison 
inverse  du  carré  des  distances  au  soleil  ;  enfin ,  nous 
concluons  de  la  loi  des  carrés  des  temps  des  révolutions 
proportionnels  aux  cubes  des  grands  axes ,  qu'à  éga- 
lité de  distance  au  centre  de  cet  astre,  l'intensité  de 
la  force  motrice  est  proportionnelle  aux  masses  de 
chaque  planète  ,  et  indépendante  de  sa  nature  parti- 
culière. 

226.  Newton  a  étendu  aux  comètes ,  dans  leur 
mouvement  autour  du  soleil ,  et  aux  satellites  autour 
de  leurs  planètes  respectives ,  les  lois  de  Kepler  et  les 
conséquences  qui  s'en  déduisent  relativement  à  la 
force  qui  agit  sur  ces  mobiles. 

Les  comètes,  dans  leur  mouvement,  ne  diffèrent 
des  planètes  qu'en  ce  qu'elles  ne  sont  pas  constam- 
ment visibles,  à  raison  de  Féloignement  de  leurs  aphé- 
lies; ce  qui  rend  très  difficile  la  détermination  de 
leurs  orbites.  Néanmoins ,  il  y  a  maintenant  trois 
comètes  dont  on  connaît  les  orbites  et  les  temps  de 
leurs  révolutions,  presque  aussi  exactement  que  pour 
les  planètes.  A  l'égard  des  autres  comètes,  on  calcule 
leur  mouvement  par  approximation,  en  prenant  pour 
la  trajectoire,  dans  la  petite  étendue  où  chaque  co- 
mète est  visible ,  une  parabole  dont  le  foyer  est  au 
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centre  du  soleil ,  et  supposant  toujours  les  aires  dé- 
crites par  le  rayon  vecteur  autour  de  ce  point,  pro- 
portionnelles au  temps  pour  chaque  comète.  Ce  cas 
est  compris  dans  les  formules  précédentes  du  mouve- 
ment elliptique ,  en  y  faisant 

a  =  00 ,         a(i  —  e)  =  b; 

b  désignant  la  distance  périhélie  OB,  qui  est  une 
quantité  finie. 

Les  masses  des  comètes  sont  très  petites  par  rap- 
port à  celles  des  planètes  et  paraissent  d'une  tout 
autre  nature.  En  vertu  de  la  troisième  loi  de  Kepler, 
les  forces  motrices  de  deux  comètes,  ou  d'une  comète 
et  d'une  planète,  à  la  même  distance  du  soleil,  sont 
entre  elles  comme  leurs  masses  respectives,  et  leurs 
forces  accélératrices  sont  égales;  il  en  est  de  même  à 
l'égard  de  plusieurs  satellites  d'une  même  planète , 
mais  non  pas  relativement  aux  satellites  de  deux  pla- 
nètes différentes,  ou  à  un  satellite  et  une  planète;  car 
la  loi  des  carrés  du  temps  des  révolutions  propor- 
tionnels aux  cubes  des  grands  axes  n'a  Heu  que  pour 
les  corps  qui  tournent  autour  d'un  même  centre  : 
nous  ferons  connaître  par  la  suite  le  rapport  qui  existe 
entre  les  forces  motrices  de  deux  satellites  apparte- 
nant à  des  planètes  différentes,  et  entre  celles  d'une 
planète  et -d'un  satellite. 

Ajoutons  encore  que  dans  ces  derniers  temps  on 
a  étendu  les  lois  du  mouvement  elliptique  aux  étoiles 
doubles,  dans  lesquelles  un  mouvement  révolutif  de 
l'une  des  étoiles  autour  de  l'autre  a  été  reconnu,  et 
que  leurs  positions  relatives,  calculées  d'après  ces 
1.  28 


\ 
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lois ,  se  sont  accordées  aussi  bien  qu'on  pouvait  l'es- 
pérer avec  leurs  positions  observées. 

227.  Examinons  actuellement  les  altérations  que 
la  résistance  d'un  éther  très  rare  répandu  autour  du 
soleil ,  produirait  dans  le  mouvement  elliptique  des 
planètes.  Leur  non-sphéricité  parfaite  et  le  frottement 
du  fluide  contre  leur  surface,  pourraient  faire  sortir  le 
centre  de  gravité  du  plan  de  son  orbite  :  on  fera 
abstraction  de  ces  deux  circonstances  ;  et  il  ne  s'agira 
aue  de  former  les  équations  du  mouvement  de  ce 
point,  en  ayant  égard,  à  la  fois,  à  la  force  centrale 
en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance,  et  à  une 
force  tangentieîle  provenant  de  la  résistance  du 
milieu. 

Je  supposerai ,  comme  dans  le  mouvement  des 
projectiles  dans  l'air,  cette  résistance  proportionnelle 
au  carré  de  la  vitesse ,  à  la  densité  du  milieu  et  à  la 
surface  de  chaque  planète  ;  la  force  accélératrice  qui 
en  résultera  sera  ,  en  outre,  en  raison  inverse  de  la 

ds9- 
masse  du  mobile;  je  la  représenterai  par  p  —  ,  en  dé- 
signant par  ds  l'élément  de  la  trajectoire,  et  par  p 
un  coefficient  très  petit  et  proportionnel,  pour  une 
même  planète,  à  la  densité  du  milieu.  En  observant 
que  cette  force  agit  en  sens  contraire  de  la  vitesse  du 
mobile,  et  représentant  toujours  la  force  principale 
dirigée  vers  le  centre  du  soleil ,  par  y,  à  l'unité  de  dis- 
tance et  par  —, -  à  la  distance  r,  les  équations  (1)  de- 
vront être  remplacées  par  celles-ci  : 


■ 
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d2x         ux  ds   dx 


(ax  ds   dx       1 

+  7^  —  —  fa  dï'  [ 

de  "+"  r3    —  "  dt    dt'     ) 


w 


En  employant  les  coordonnées  polaires,  on  en  dé 
duit,  sans  difficulté,  ces  autres  équations 


— 

(5) 


qui  en  sont  une  transformation. 

228.  Lorsqu'on  néglige  leurs  seconds  membres,  les 
équations  (2)  se  réduisent  à 

d2x     ,    t&x  d*r     .    ur  //x 

et  les  équations  (3)  à  celles-ci  : 

d{dr*  4.  r'Jdêa)  1    1  ,      „  7n  '„* 
—; 2^d.  -  =  0,       d.J*dti=:0.       (5) 

On  satisfait  à  ces  équations  (5.)  au  moyen  des  for- 
mules (a) ,  (b)  9  (c) ,  du  n°  220;  ces  formules  n'en  sont 
pas  les  intégrales  complètes,  parce  qu'elles  ne  con- 
tiennent que  deux  constantes  arbitraires  a  et  e;  mais 
si  l'on  fait  attention  que  les  équations  (5)  ne  renfer- 
ment pas  explicitement  les  variables  ô  et  ty  et  qu'elles 
contiennent  seulement  leurs  différentielles  r/8  et  dt , 
on  en  conclut  que  les  formules  du  numéro  cité  de- 
vront encore  satisfaire  à  ces  équations,  en  ajoutant 
des  constantes  quelconques  à  t  et  6.  De  cette  manière, 
les  intégrales  complètes  des  équations  (5) ,  et ,  par 

28.. 
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conséquent,  des  équations  (4) ,  seront  exprimées  par 

ce  système  de  formules  s 

r  =  a[i  —  ecosw),  j 

nt  -f-  g  =  u  —  e  sin  u  ,  f   ,  s 

(a) 


\ 


tangue  —  œ)  =  ^  î-±-f 'ftag  £  tf  ; 

a,  e,  6,  a,  étant  les  quatre  constantes  arbitraires,  et 
n  une  constante  liée  à  a  par  l'équation 


qui  résulte,  de  y  =  rc,  %^-  =  /*,  par  l'élimination 

de  T. 

Le  zéro  de  la  variable  u  répondra  toujours  à  la 
plus  petite  valeur  de  r,  ou  au  périhélie  B  (fîg.  52). 
Pour  u  =  o,  on  aura  fl  =  où;  de  sorte  que  G  repré- 
sentera maintenaut  Fangle  MOE,  compté  à  partir 
d'une  droite  OE,  qui  fait  un  angle  BOE  =  ca ,  avec 
OB.  La  valeur  de  8  en  série  sera  de  la  forme 

9  =  ^  +  6+8,, 
en  désignant  par  0,  sa  partie  périodique,  ordonnée 
suivant  les  sinus  des  multiples  croissans  de  nt-^-t — a>. 
Cet  angle  9  sera  la  longitude  vraie  de  la  planète  dans 
le  plan  de  son  orbite,  au  bout  du  temps  t  quelconque  ; 
nt-\-é  exprimera  sa  longitude  moyenne  au  même 
instant,  e  sa  longitude  moyenne  à  l'époque  d'où  l'on 
compte  le  temps  t ,  et  oo  la  longitude  de  son  périhélie. 
229.  Cela  posé,  quand  ou  connaît  les  intégrales 
complètes  d'un  système  d'équations  différentielles 
comme  les  équations  (4) ,  on  en  déduit  les  intégrales 
d'un  autre  système  d'équations  différentielles,  telles 
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que  les  équations  (2),  qui  ne  diffèreut  des  premières 
que  par  de  très  petits  termes,  au  moyen  d'une  mé- 
thode dont  les  géomètres  ont  fait  les  plus  heureuses 
applications  à  la  Mécanique  céleste,  et  que  je  vais 
exposer  à  l'occasion  du  problème  qui  nous  occupe. 

Les  valeurs  de  x  et  y,  qui  satisfont  aux  équations 
(4),    sont  de  la  forme  : 

x  =  f(?>  a>  *>*>*>)*  y  =  Y(t,  a,  e,  ?,  co)  ; 
f  et  F  indiquant  des  fonctions  données.  Pour  que  ces 
valeurs  satisfassent  encore  aux  équations  (4)  9  ]Y  con- 
sidères, e,  g,  cd,  comme  de  nouvelles  variables  qu'il 
s'agira  de  déterminer.  Mais  ces  inconnues  étant  au 
nombre  de  quatre,  et  les  équations  (2)  seulement  au 
nombre  de  deux ,  je  peux  prendre  à  volonté  deux 
équations  auxiliaires  ;    et  je   fais,  en  conséquence, 

/à+fè  +  /^  +  -f^  =  o,   / 

da  de  de  do  (    /A\ 

dFJ      ,    dFJ      ,     dFJ      ,     dF  J  l    (    ' 

da  'de  de  do  7     ) 

ou,  autrement  dit,  j'égale  à  zéro  les  parties  de  dx 
et  dj ',  provenant  des  variations  de  a,  e,  é,  co  De  cette 

manière ,  les  valeurs  complètes  de   -z-    et    4-     sont 

r  dt  dt 

simplement 

dx  df  dj  dF 

lit  dt  f         dt    ~~     ~dï' 

En  différentiant  de  nouveau,  on  a 

£?-m£f_L.  d^LdJLj^Êld±jL.  ^L^j^^l  — 

dt*         dt"  "*""  dtda  dt  ■*"  dtde  dt  ""*""  ~dtde  dt  ~*~  dtdl  dt  9 
dt*  =  '  dt%  "*■  dtda  dt  "*~  ~(ÏÏde~  dt  ~*~  'dtde  dt  ~*~  3ÏS  5F' 
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Or,  par  hypothèse,  les  valeurs  précédentes  de  x 
et  j  satisfont  aux  équations  (4),  en  y  regardant  a, 
e,  e,  cj,  comme  des  constantes  arbitraires,  on  a  donc 

df    .    f*  __  ft         d?F    .     t&  _  „ 

par  conséquent,  si  Ton  substitue  les  valeurs  com- 

d2x        dzv 
plètes  de  -j-  et  j{  dans  les  équations  (2),  on  aura 

d^a        '   ^cfe        f   dtdt     ~  dida>  f  dt  dt      '    I 

JiF  ,7    .    d^  j  a    d*F  a    l   ^F  ^  à*,       |(C) 

Mada^Wdede^dïdèdi+dïTada^-^di'dldt'   J 

et  ce  système  des  quatre  équations  (è)  et  (c)  servira 
à  déterminer  a,  e,  e,  œ,  en  fonctions  de  t. 

2$o.  Cette  substitution  de  quatre  équations  diffé- 
rentielles du  premier  ordre ,  aux  deux  équations  (2), 
qui  sont  du  second  ordre,  n'aurait,  en  général,  au- 
cun avantage.  Mais  les  valeurs  de  da,  de,  ds,  do?, 
qu'on  tire  des  équations  (b)  et  (c) ,  auront  pour  fac- 
teur le  coefficient  p  de  la  résistance,  qui  est  une 
très  petite  quantité;  les  parties  variables  de  a,  e, 
e,  co,  seront  donc  aussi  très  petites  ;  et  si  l'on  né- 
glige le  carré  de  p,  on  pourra  considérer  a,  e,  e,  g?, 
comme  des  constantes,  dans  les  expressions  de  da, 
de,  de,  dco\  ce  qui  réduira  aux  quadratures  le  calcul 
des  parties  variables  de  a,  e,  e,  g?.  Par  la  méthode 
des  approximations  successives,  on  obtiendra  ainsi 
des  valeurs  de  ces  quantités ,  ordonnées  suivant  les 
puissances  de  p  et  aussi  exactes  que  l'on  voudra  ; 
nous  nous  aiTeterons  à  la  première  puissance  de  p, 
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Les  équations  (a),   après  qu'on  y  aura  substitué 
les  valeurs  variables  de  a^  e>  e,  co,  feront  connaître, 
comme  dans  le  cas  du  mouvement  elliptique,  les  va- 
leurs de  r  et  Q  en  fonctions  du  temps.  La  trajectoire 
sera  encore  une  ellipse,  mais  dont  les  élémens  varie- 
ront continuellement.  Si  l'on  suppose  que  l'on  cons- 
truise à  chaque  instant  l'ellipse  constante  qui  répond 
aux  valeurs  des  élémens  à  ce  même  instant,  les  or- 
données œetj,  et  leurs  différentielles  dx  et  dj9  se- 
ront communes,  en  vertu  des  équations  (b)9  à  cette 
ellipse  et  à  la  trajectoire,  qui  sera,  par  conséquent, 
la  courbe  de  contact  de  toutes  les  ellipses  constantes. 
Par  la  même  raison,  la  vitesse  du  mobile  et  ses  com- 
posantes auront  les  mêmes  expressions,  et  seront  dé- 
terminées par  les  formules  (d)  du  n°  222,  dans  le 
mouvement  elliptique  et  dans  le  mouvement  altéré 
par  la  résistance  du  milieu. 

25 1.  Observons  qu'on  a  identiquement 
nt  =  fndt  +  ftdn; 

en  comprenant  ftdn  dans  l'inconnue  e ,  on  pourra 
donc  écrire  ainsi  : 

fndt  +  €  —  cd  =  u  —  e  sinw,    (d) 

la  seconde  équation  (a).  Alors ,  en  même  temps  qu'on 
changera,  dans  les  équations  du  mouvement  ellip- 
tique, les  constantes  a9  e,  e,  <o,  dans  leurs  valeurs 
variables ,  il  y  faudra  remplacer  nt  par  l'intégrale 
fndt,  que  nous  supposerons  nulle  quand  tz=o. 
La  quantité  n  qu'elle  renferme  se  déduira  de  a,  au 
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moyen  de  la  formule 

—     i/~ ? 
ay  a 

donnée  par  lequation  a3n*  =  /tf,  du  n°  228.  Cette 
intégrale  fndt  exprimera  le  moyen  mouvement  de 
la  planète  (n°  219),  altéré  par  la  résistance  du  milieu; 
et,  de  cette  manière,  la  différentielle  du  moyen  mou- 
vement sera  ndt,  dans  le  mouvement  troublé  comme 
dans  le  mouvement  elliptique. 

Au  périhélie^,  l'angle  S  —  g?  est  égal  à  zéro  ou  à  un 
multiple  de  56o°;  en  vertu  de  la  première  équation  (a), 
il  en  sera  de  même  à  l'égard  de  l'angle  u;  donc,  pen- 
dant, l'intervalle  de  temps  compris  entre  deux  passages 
consécutifs  de  la  planète  à  son  périhélie,  la  quantité 
fndt  +  è  — cû  augmentera  de  36o°;  ce  qui  servira  à 
déterminer  cet  intervalle,  quand  on  connaîtra  n,  g,  co 
en  fonctions  de  t.  Le  temps  de  la  révolution,  ou  l'in- 
tervalle compris  entre  deux  retours  consécutifs  de  la 
planète  au  même  point  fixe,  sera  celui  qui  répondra  à 
un  pareil  accroissement  de  sa  longitude  vraie  6. 

232.  Nous  pouvons  remplacer  les  équations  (b) 
et  (c)  par  d'autres  équations  équivalentes,  desquelles 
il  sera  plus  facile  de  déduire  les  valeurs  de  da ,  de  , 
di7  dcj. 

Pour  cela,  observons  que  si  une  équation  quel- 
conque 

<p  (nt,  r,  6 ,  a,  e,  e,  co)  =  o  , 

a  lieu  dans  le  mouvement  elliptique ,  elle  subsistera 
encore  dans  le  mouvement  altéré  par  la  résistance  du 
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milieu,  en  y  regardant  a,  e,  e,  co>  comme  des  va- 
riables déterminées  par  les  équations  (h)  et  (c) ,  et 
y  mettant  fndt  à  la  place  de  nt.  La  différentielle  de 
la  fonction  <p  sera  donc  nulle,  soit  qu'on  la  prenne, 
dans  le  premier  cas,  par  rapport  a  ht,  r,  85  soit 
qu'on  la  prenne,  dans  le  second  cas,  par  rapport  à 
fndt,  r,  G,  a,  e,  ê,  cj;  or,  r  et  6  étant  des  fonctions 
de  x  et  y  7  leurs  différentielles  sont  les  mêmes  dans 
les  deux  cas ,  en  vertu  des  équations  (b)  ;  par  con- 
séquent, en  supprimant,  dans  la  différentielle  com- 
plète de  <p,  la  partie  j~-td.nt  +  j^^  +  ^^y  °Iui 
est  séparément  nulle ,  on  aura 

*da  +  è  de  +  *  dt   +%d»=o. 

da  '       de  '      dt  do 

Cela  posé,   après   avoir    mis    dans  l'équation   (2) 
du  n°  218,  6 — co  à  la  place  de  6 ,  on  en  déduit 

r  +  recos(9  —  co)  =  a(i  — e*); 

en  différentiant ,  comme  il  vient  d'être  dit,  on  aura 
donc 

rcosQd.e  cos«-(-  rsmiïd.e  sin  co  =:d.a(i — e3).  (e) 

Je  différence  de  même  la  première  équation  (a)  et 
l'équation  (d);  ce  qui  donne 

(1  —  e  cos  u)da  —  a  cos  ude  -f- ae  sm  uc^u  ===  °  > 
de — doù  +  smude  —  (1  —  e  cos  u)du  =  o, 

en  considérant  u  comme  une  fonction  de  a,  e,  e,  g?. 
J'élimine  du  entre  ces  deux  équations;  il  vient 


A 
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(i — ecosuyda-\-a[e — cos  u)de-\-ae  sin  u  (dé — dco)z=.o. 

Mais,  en  mettant  dans  les  formules 

i  —  tang2  \  u  9.  tans  {  u 

cosu  = ^-t—  ,     sin  u  ==  — — -  , 

i  -}-  tang^  \u7  i  -f-  tang-*  -  u 

à  la  place  de  tang  \  u  sa  valeur  donnée  par  la  troi- 
sième équation  (a),  on  a 

e-fcos(9  —  a>)  .  l/(i  — e»)sin(9— *) 

cosw  = — ; — z,     smu= — ^-j '—^ — —-; 

i  -f-ecos(<5 — al)  i-|-ecos(ô — es)      7 

au  moyen  de  quoi  l'équation  précédente  devient 

— f ~ -  —  tf  cos(9— a)de-\ (dt  —  da)  —  o.   ( f  ) 

i+ecos(8— «)  ^    |/,  __  e*  v  VJ 

Ce  que  nous  disons  relativement  à  l'équation  <p  =  o, 
s'applique  également  au  cas  où  la  fonction  <p  renferme 
les  différentielles  premières  de  r  et  S.  Ainsi,  l'on  a, 
dans  le  mouvement  elliptique  ? 

dr2  -{-  rV32         ip  p 

W9  =533  \ffxa(  i   —  ea  )  A  , 

en  mettant  vVa  au  ^eu  de  a*n  dans  la  valeur  de 
ra6?8  du  n°  220  :  or,  les  différentielles  dr  et  de ,  ainsi 
que  r  et  G,  restant  les  mêmes  lorsque  a,  e,  e,  où,  de- 
viennent variables ,  il  s'ensuit  que  ces  deux  équations 
subsisteront  encore  dans  cette  hypothèse  ;  cela  étant, 
en  comparant  leurs  différentielles  complètes  aux  équa- 
tions (5)  du  n°  228  ,  on  en  conclut 


d,  -  =r  20  ( )  ds , 

a  l    \r  aj       7 

d.  \/a(i  — ea)  ==  —  p  VVï(i  — e'jds. 


(s) 
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Maintenant ,  on  tirera  facilement  des  quatre  équa- 
tions (è),  (f),  (g),  les  valeurs  de  da,  de,  di,  da  ;  en 
y  mettant  pour  r  sa  valeur,  savoir, 

p  11  *  

1   -|-  e  cos  (3  —  a)9 

afin  de  les  exprimer  en  fonctions  de  l'angle  6  seule- 
ment, on  trouve 

da  = ^~  [1  +  2e  cos  (  0  —  a>  )  +  e']<&, 

6fe    =  —  2p  [e  -f-  cos  (  G  —  û)  )]<&, 
edœ=.  —  zp  sin  (  9  —  co  )ds , 

2pe  sin  (9  —  a)  [j/i — ea — e* — ecos(8 — &>)] 
[>fe  cos  (9  —  *>)]  (i4-|/"î  —  ea) 

La  valeur  de  cfo  qu'on  devra  substituer  dans  ces  for- 
mules, est 

ds  =    \Jr*  +  ^  dfr  ; 
et  en  y  substituant  celle  de  r,  elle  devient 


^    _  ._  a(i  —  e2)  y/i  -f  2e  cos  (  Q  —  ^  )  -f-  ea   - 
[iH-ecos(Ô  —  ûj)]2 

Q11  intégrera  les  seconds  membres  des  équations  (h), 
en  y  considérant  a,  e ,  e,  c?,  comme  des  constantes, 
ainsi  qu'il  a  été  dît  précédemment  ;  et  quand  le  coef- 
ficient p  sera  donné  en  fonction  de  r,  et  conséquem- 
ment  de  8 ,  on  en  déduira ,  par  la  méthode  des  qua- 
dratures ou  par  la  réduction  en  série,  les  valeurs 
variables  de  a,  e9  g,  co ,  qui  devront  être  substituées 
dans  les  équations  du  mouvement  elliptique. 
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255.  Si  l'excentricité  e  est  une  très  petite  fraction, 
les  formules  (h),  réduites  à  leur  partie  principale, 
deviendront 

da  =  —  sp  a%d§ ,     dez=  —  ipa  cos  (9  —  g?  )c?8, 
edœ  =  —  npa  sin  (9 — co)d§,  dê=2pae  sin  (9 — G>)d§  ; 

et  l'on  y  pourra  considérer  le  coefficient  p  comme  cons- 
tant. En  intégrant  et  désignant  par  Sa,  £e9  £&>,  J^, 
les  parties  variables  de  a,  e,  g,  co,  on  aura  donc 

Sa  =  —  2paa9, 

eTe  =  —  2p<zsin(9  —  co), 

e£co  =  ipa  cos  (9  —  co  ) , 

cTt  =  —  2paecos(â —  &>). 

Si  l'on  exprime  par  JVz  la  partie  correspondante  de  nf 

ou  de       fl ,  de  sorte  qu'on  ait 

ay  a 

Sn  =  -  ^=U, 

ia*y  a 

il  en  résultera 

£n  =  5panQ. 

On  voit  donc  que  l'effet  de  la  résistance  d'un  mi- 
lieu très  rare  sur  le  mouvement  d'une  planète  très  peu 
excentrique  ,  serait  de  faire  décroître  indéfiniment  le 
grand  axe,  d'augmenter  de  même  la  vitesse  angu- 
laire n ,  et  de  produire  dans  chacune  des  trois  quan- 
tités e,  co,  6,  une  inégalité  dont  la  période  est  la  même 
que  la  révolution  de  cette  planète.  Non-seulement  le 
mouvement  angulaire  s'accélérerait  de  plus  en  plus, 
mais  même  la  vitesse  absolue;  car  elle  est  à  peu  près 
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égale  a  an;  son  accroissement  est  donc  a^n-\-  n£a; 
quantité  positive  et  égale  à  pcfrm. 

En  négligeant  tbut-à-fait  l'excentricité,  on  a 

r  =  a,  S  =  fndt  +  g; 

si  donc  on  désigne  par  JY  et  cTÔ,  les  parties  du  rayon 
vecteur  et  de  la  longitude  qui  proviennent  de  la  ré- 
sistance du  milieu,  on  aura,  au  même  degré  d'ap- 
proximation 9 

JV  =  —  ipa'Q,       cTÔ  =  §  paï*. 

En  vertu  de  cette  diminution  continuelle  du  rayon 
vecteur,  qui  s'élèverait  à  /çrpa^  à  chaque  révolution 
de  la  planète,  elle  finirait  nécessairement  par  atteindre 
la  surface  du  soleil. 

Au  reste ,  s'il  existe  dans  l'espace  un  éther  qui  in- 
flue sur  le  mouvement  des  astres,  c'est  sur  les  comètes 
que  cette  influence  peut  être  sensible ,  à  cause  de  la 
petitesse  de  leur  masse ,  et  parce  que ,  toutes  choses 
d'ailleurs  égales ,  le  coefficient  p  est  en  raison  inverse 
de  la  masse  du  mobile.  Et ,  en  effet ,  on  n'a  reconnu 
jusqu'à  présent  aucune  trace  d'une  résistance  de  l'é- 
ther  dans  le  mouvement  des  planètes  et  des  satellites; 
mais  d'après  les  calculs  de  M.  Enke,  cette  résistance 
paraît  influer  d'une  manière  appréciable  sur  le  mou- 
vement de  la  comète  récemment  découverte,  dont  la 
révolution  est  d'environ  1200  jours. 
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§  III.  Mouvement  d'un  point  matériel  soumis  à  une 

force  centrale. 

2  54»  Le  problème  que  nous  allons  résoudre  est 
l'inverse  de  celui  du  paragraphe  précédent  :  on  sup- 
posait alors  la  trajectoire  et  la  loi  du  mouvement 
données  par  l'observation ,  et  il  s'agissait  de  détermi- 
ner en  grandeur  et  en  direction,  la  force  à  laquelle 
ce  mouvement  était  dû;  maintenant,  on  suppose 
qu'une  force  constante  dirigée  vers  un  centre  fixe,  et 
donnée  en  fonction  de  la  distance  du  mobile  à  ce 
point ,  est  appliquée  à  ce  mobile,  et  l'on  propose  d'en 
conclure  la  trajectoire  et  la  loi  du  mouvement. 

Cette  courbe  DMB  (  fig.  55)  sera  comprise  dans  le 
plan  passant  par  le  centre  fixe  C ,  et  par  la  direction 
DA  de  la  vitesse  initiale.  Je  mène  dans  ce  plan  et  par 
le  point  C,  deux  axes  rectangulaires  Gr  et  C^5  dont 
le  premier  passe  par  le  point  de  départ  D  du  mobile, 
et  qui  seront  les  axes  des  coordonnées.  Au  bout  du 
temps  t9  compté  depuis  ce  départ,  je  suppose  que  le 
mobile  soit  en  M,  et  je  désigne  par  x  et  j  ses  coor- 
données CP  et  PM,  par  r  son  rayon  vecteur  CM,  et 
par  R  sa  force  accélératrice ,  dirigée  de  M  vers  C  et 
donnée  en  fonction  de  r;  les  équations  du  mouvement 
seront 

—  —  —  -R     ^=  —  ^R-  (1) 

et  si  la  force  R  était  dirigée  suivant  le  prolongement 
de  CM ,  il  suffirait  de  changer  les  signes  de  leurs  se- 
conds membres. 
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On  en  déduit  immédiatement  les  deux  intégrales 
premières 

xdj  — jdx  =  cdt  9  -ri =  —  2fRdr  -f-  b  9 


dans  lesquelles  b  et  c  sont  les  constantes  arbitraires  ; 
et  si  l'on  appelle  0  l'angle  MGr ,  de  sorte  qu'on  ait 

x  =  rcos8,       y  ==  rsinG, 

ces  intégrales  deviendront 

r*dQ  =  cdt,     dr  +  rrfJ  =  —  2fRdr+b;    (2) 

d'où  l'on  déduira  des  valeurs  de  dt  et  d$ ,  de  la  forme 

dt  =  frdr,       d§  =  Frc/r, 

qu'il  ne  s'agira  plus  que  d'intégrer  exactement  ou  par 
approximation , 

En  éliminant  dt  entre  les  équations  (2),  on  a 


c 


r  c 


+  -  +  ifKdr  =  b,        (3) 


dJ  J     '     r2 

pour  l'équation  différentielle  de  la  trajectoire.  Si  l'on 
appelle  v  la  vitesse  du  mobile  au  point  M ,  on  aura 

v*  =  b  —  2fRdr;  (4) 

et  en  représentant  par  cT  l'angle  que  sa  direction  fait 
avec  MC ,  ses  composantes  seront 

pcosd  =  —  -j-,     usiner  =  r-r , 

suivant  MC  et  suivant  MH  perpendiculaire  à  ce  ra  von 
vecteur. 
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Les  deux  constantes  b  et  c ,  et  celles  qui  seront  in- 
troduites par  l'intégration  des  valeurs  de  dt  et  d§9  se 
détermineront  d'après  la  position  et  la  vitesse  initiales 
du  mobile.  Pour  cela,  je  représenterai  par  y  la  distance 
initiale  CD  9  par  cl  l'angle  CDA  qui  pourra  être  aigu 
ou  obtus,  et  par  h  la  hauteur  due  à  la  vitesse  initiale, 
de  sorte  que  cette  vitesse  soit  \^2gh9  en  appelant  g 
la  gravité.  Si  l'on  suppose  que  l'intégrale  fKdr9  qui 
entre  dans  les  formules  précédentes ,  soit  nulle  quand 
r  =  y,  on  aura  d'abord 

b  ==  2gh, 

d'après    la   valeur    de    t>'.    En   vertu   de  l'équation 
r*dQ  =  cdt ,  la  valeur  de  p  sin  £  est  la  même  chose 

que   -;  par  conséquent,  nous  aurons 


c  =  y  x'zgh  sin  et. 

Quant  aux  deux  autres  constantes  arbitraires ,  on  les 
déterminera  de  manière  qu'on  ait  8  =  o  et  r  =  y 
quand  t  =  o,  et  le  problème  sera  complètement 
résolu. 

a35.  Lorsque  la  force  R  est  proportionnelle  à  la 
distance  r,  les  variables  x  et  y  sont  séparées  dans  les 
équations  (i),  et  l'on  n'a  pas  besoin  de  recourir  aux 
coordonnées  polaires  et  aux  équations  (2). 

Soient ,  en  effet ,  k  la  valeur  de  R  qui  répond  à 
r  =  y,  et 

r-  "*:, 

y 
sa  valeur  générale.  Les  équations  (i  )  deviendront 
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dx  kx       d'y  kj 

dt1  ~y~*     df  '      'y  '* 

et  leurs  intégrales  complètes  seront 

oc  =  A  cos  t  y  —   +   A'  sin  t  y  —  9 

j  =  B  cos  t\Jk-  +   B'sin  t  \Jk-; 

A,  A',  B,  B',  étant  les  quatre  constantes  arbitraires. 
Pour  les  déterminer ?ona,  d'après  les  suppositions 
précédentes, 

x=z7>  J=°>  -£= —  \/zgh  cos  et,  ■£=  s/2ghsma, 
quand  t  =  o  ;  d'où  il  résulte 

A  =  y,     k'\J—=  —   \/nghcosa, 

B  =  o,     B'y  —  =  \/2ghsmct, 
et  ,  par  conséquent, 

x  =  y(cos  t  \J~  —  \J^  cos  a  sin  t  \J^, 

Ces  formules  nous  montrent  que  les  révolutions  du 
mobile  autour  du  point  C  seront  isochrones,  et  leur 

durée  commune  égale  à  2.'7r  y  -r*  ®n  en  déduit 

y sin  * sin  l\'\  =  y  V  è •' 

y  sin  et  cos  ^l/-  =  oc  sin  a  +  y  cos  a  ; 
i.  29 

\ 
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d'où  il  résulte 


ky 


y*  _|_  j 'x  sin  et  -\-  y  cosot)a  =  y*  sins  a, 


igh 

pour  l'équation  de  la  trajectoire ,  qui  est ,  comme  on 
voit,  une  ellipse  dont  le  centre  est  au  point  C.  Pour 
quecette  ellipse  soit  un  cercle,  il  faut  qu'on  ait  ^=90' 
et  ky  =  2gh.  Dans  ce  cas,  le  mouvement  est  uniforme; 
car,  d'après  les  valeurs  de  x  et  y  ,  ou  a 

g  ==  _  \/^k  sin  i\/l ,  %  =  \/yk  cos  t^/4; 

ce  qui  donne  Sjyk  pour  la  vitesse  p.  La  force  cen- 
traie  R  et  la  force  centrifuge  —  sont  constantes  et 

toutes  deux  égales  à  k. 

Si  la  force  R  est  répulsive  au  lieu  d'être  attractive, 
comme  on  l'a  supposé ,  il  faudra  changer  k  en  —  À 
dans  les  formules  précédentes.  La  trajectoire  sera 
alors  une  hyperbole ,  et  le  mouvement  cessera  d'être 
révolutif. 

^56.  Prenons  actuellement  la  force  R  en  raison 
inverse  du  cube  des  distances ,  et  représentons-la  par 

k  étant  toujours  sa  valeur  au  point  D. 
Nous  aurons,  dans  cette  hypothèse , 

2/TUr  =  *>(i  -  -Ç), 

à  cause  que  l'intégrale  doit  s'évanouir  quand  r  —  y. 
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En  ayant  égard  aux  valeurs  de  b  et  c ,  et  faisant 


y  r  dz 

r   =  Z'  ~df         d£>> 


l'équation  (3)  deviendra 

dz2        /  ky 


fî+Ti  — -y— V=-î -?—• 

dQ*        \  Q,gh  sin2  a  /  sin2  a.        igh,  sin2  a, 

Le  coefficient  de  z*  pourra  être  positif  ou  négatif;  je 
fais  donc 


1 ït^-t-  =  =t  n  ; 

igh  sin2  «t 


d'où  il  résulte 


40 
et,  par  conséquent, 


dz1 

-r-  ±  nkz*  ==  cota  a  zfc  rc% 


TZtfS)    = 


y/cot2*  -£  7l2  zp  rea,za' 

Dans  le  cas  des  signes  supérieurs  9  on  aura 

n9  =  arc  (sin  =  T7==F==z  )  — arcfsin  t=±    ,         — -  ) , 
et ,  dans  le  cas  des  signes  inférieurs , 

729     =     lOg ; — , 

0  n  -f-   cot  a 

en  observant  qu'on  ar  =  ^etj3=i  quand  0  =  0. 
De  la  première  valeur  de  r& ,  on  tire 

nz  =  cot  et  sin  tzÔ  +  n  cos  n§. 

29.. 
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Le  maximum  de  z  ou  le  minimum  de  r  répond  à  la 

valeur  de  6,  tirée  de  l'équation  dz  =  o,  ou 

tang  7*8  =  -  cot  et , 

pour  laquelle  on  aura 


-!  =  v/<*^ 


cota  et. 


Au-delà  de  cette  valeur  de  9 ,  le  mobile  s'éloignera 
indéfiniment  du  point  C  ,  et  son  rayon  vecteur  r  sera 
infini ,  pour  la  plus  petite  valeur  de  9  tirée  de  l'équa- 
tion z  =  o ,  ou 

tang  «9  =  —  n  tang  a  ; 

valeur  que  9  ne  pourra  atteindre  qu'après  un  temps 

infini.  En  mettant  à  la  place  de  r,  la  valeur  de  -  dans 

1  z 

la  première  équation  (2),  on  en  déduira  sans  difficulté, 
t  en  fonction  de  0. 

Dans  le  cas  de  la  valeur  logarithmique  de  tz8?  on 
aura ,  en  passant  aux  nombres  et  désignant  par  e  la 
base  des  logarithmes  népériens  , 


nQ 


nz  +  >/cota  et  —  n*  -f-  n*z*  =  (n  +.  cot  et)  e    • 
d'où  l'on  tire 

z-=-=.      (n  4-  col  eue   -j (n  —  coiet)e 


ce  qui  montre  que  r  diminuera  indéfiniment;   en 
sorte  que  le  mobile  décrira  une  spirale  autour  du 
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point  C ,  et  atteindra  ce  point  après  un  nombre  infini 
de  révolutions. 

Si  l'on  fait  a  =  90°,  pour  simplifier ,  on  aura 


ly 


e      -f-  e 


pour  l'équation  de  cette  spirale.  La  première  équa- 
tion (2)  devient 

et,  en  intégrant,  on  a 

/ — r*       y  Ve     — m  e      ) 
nt  V2gh=  — a r^. 

257.  Pour  dernier  exemple,  supposons,  comme 
dans  la  nature ,  la  force  R  en  raison  inverse  du  carré 
des  distances  \  de  sorte  qu'on  ait 

R  =  Ç,      fclc  =  ky(i -X); 

k  étant  l'intensité  de  cette  force  au  point  D,    pour 
lequel  Tintégrale  est  supposée  nulle. 
Si  l'on  fait 

\  =  P>        zky  —  b  =  € , 
l'équation  (5)  de  la  trajectoire  deviendra 


dp 
d'où  l'on  tire 


a  w*  =  2k>*p  —  °y  —  e> 
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cdp 


de  =  - 


En  intégrant  et  désignant  par  co  la  constante  arbi- 
traire, on  aura  donc 

Q  ==  co  -4-  arc  (  cos  =  -    ._  =r  k 

ce  qui  donne 

ky*r  =  c*  —  r\/k*y* — c*Q  cos  (S  —  co)  ,  (a) 

en  mettant  c?+tt  à  la  place  de  co ,  afin  que  a>  soit 
la  valeur  de  9  qui  répond  à  la  plus  petite  valeur 
de  r,  c'est-à-dire,  au  point  de  la  trajectoire  où  le  mo- 
bile est  le  plus  rapproché  de  C. 

Pour  en  déduire  l'équation  de  cette  courbe  en  co- 
ordonnées rectangulaires,  je  fais 

xr  =  r  cos  (G  —  co),       jf  =  rsin(ô  —  co); 

x'  et  y  seront  les  coordonnées  du  mobile  rapportées 
à  des  axes  Cxr   et  Q*jr' 9  tels  que  l'on  ait  x'Cx  =  co  ; 

on  aura 

x'*  +  /*  =  r*; 

et  en  élevant  au  carré  les  deux  membres  de  l'équa- 
tion (a)  de  la  trajectoire,  elle  deviendra 


Jfylj'*  _|_  £c*x*  =  c4  —  2c*x'%/kày*  —  ca£. 

Or,  sous  cette  forme,  on  voit  qu'elle  appartient  à 
une  section  conique,  qui  sera  une  ellipse,  une  para- 
bole ou  une  hyperbole ,  selon  que  la  constante  S  sera 
positive,  nulle  ou  négative.  On  voit  aussi  que,  dans 
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tous  les  cas,  le  point  C  sera  un  foyer  de  cette  courbe  ; 
car,  d'après  l'équation  (a),  le  rayon  vecteur  r  est  une 
fonction  linéaire  de  l'abscisse  œ;  ce  qui  n'a  lieu,  dans 
les  trois  sections  coniques,  que  quand  l'origine  des 
coordonnées  est  un  de  leurs  foyers. 
A  cause  de  b  =  2gh,  on  aura 

ë  =  iky  —  2gh; 

il  s'ensuit  donc  que  le  signe  de  S,  et,  par  consé- 
quent ,  la  nature  de  la  section  conique  qui  sera  dé- 
crite par  le  mobile ,  ne  dépendra  que  de  sa  distance 
et  de  sa  vitesse  initiales,  et  nullement  de  la  direction 
de  cette  vitesse;  en  sorte  que  différens  points  matériels 
partant  d'un  même  point  D,  avec  des  vitesses  égaies  , 
décriront  tous  des  sections  coniques  de  même  nature, 
quelles  que  soient  leurs  directions  initiales.  Si  l'on 
a,  par  exemple,  k  —  g,  la  courbe  décrite  sera  une 
ellipse,  une  parabole  ou  une  hyperbole ,  selon  que 
la  hauteur  due  à  la  vitesse  initiale  sera  moindre  que 
CD,  égale  à  cette  distance,  ou  plus  grande. 

238.  Dans  le  cas  de  l'ellipse ,  l'équation  (a)  montre 
que  la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur  de  r,  ré- 
pondent à  8  =g?  -\-7T  et  Q=co;  en  les  désignant 
par  a{i  -4-e)  et  a{\  — e),  de  sorte  que  a  soit  le 
demi-grand  axe  et  e  l'excentricité ,  on  aura  donc 


{ky*  —  S/^V  —  c*g)  a(î+é)  =  c* , 
(ky2  -f-  \/Py*  —  c*ë)a(i  —e)  =  c* , 
ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 


£«(i  +  e)  =  ky%  +    %/k2y*  —  c< , 
gtf(i—  e)  =  ky  —    \/k*y~~~c>£. 
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En  ajoutant  ces  équations  et  les  multipliant  membre 

à  membre,  il  vient 

Sa  =  ky,       €a*(i  —  ea)  =  c*. 

Si  l'on  y  met  pour  £  et  c  leurs  valeurs 


S  =  2(ky  —  gh)  ,     c  =  y  \/2gh  sin  cl, 

on  en  déduit 

2(ky  —  gh)a  =  ky% | 

yk  \/ 1  —  eft  =  2  \/gk{ky  —  g-&)sm  et  ;  j 


(*) 


ce  qui  fait  connaître  le  demi-grand  axe  et  l'excentri- 
cité. On  déterminera  l'angle  a  en  faisant,  à  la  fois , 
G  =  o  et  r=  y  dans  l'équation  (a).  Ainsi,  les  dimen- 
sions de  l'ellipse  et  la  position  de  son  grand  axe  seront 
complètement  déterminées ,  d'après  la  position,  la  vi- 
tesse et  la  direction  initiales  du  mobile.  Quant  à  son 
mouvement  sur  cette  courbe ,  il  est  connu  par  les  for- 
mules (a),  (b),  (c),  du  n°  220. 

Le  carré  de  la  vitesse  à  un  instant  quelconque  est , 
d  après  la  formule  (4)  du  n°  234  > 

7  7  i        2^ya 

pa  =  2gh  —  iky  +  —, 
ou  ,  ce  qui  est  la  même  chose , 

à  cause  de  la  valeur  qu'on  vient  de  trouver  pour  a  % 
et  en  faisant  ky*  =f*>9  de  sorte  que  /&  soit  ici  comme 
dans  la  formule  du  n°  225 ,  l'intensité  de  la  force 
centrale  à  l'unité  de  distance. 
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23g.  Il  ne  sera  pas  inutile  de  considérer  en  parti- 
culier le  mouvement  parabolique  que  Ton  prend , 
par  approximation ,  pour  celui  des  comètes  pendant 
la  durée  de  leur  apparition. 

A  cause  que  l'on  a,  dans  ce  cas ,  £=0  ou  ky=gh9 
les  équations  (b)  donnent  a  =  oc  et  e  =  1;  ce  qui  a 
effectivement  lieu  dans  la  parabole.  La  formule  (c)  se 
réduit  à 


^ 

~  ? 


en  appelant  u  la  vitesse  dans  un  cercle  du  rayon  rf 
on  aurait,  en  vertu  de  la  même  formule, 


w 


v 


? 


par  conséquent,  à  distance  égale  du  soleil ,  la  vitesse 
d'une  comète  est  à  celle  d'une  planète  qui  décrirait  un 

cercle ,  comme  S/ 2  est  à  1 . 

En  général ,  les  équations  (b)  donnent 

kya(i  —  e)  (1   -f-  e)  =  2ghy  sinftct, 

en  élevant  au  carré  les  deux  membres  de  la  dernière , 
et  les  multipliant  ensuite  par  ceux  de  la  première.  Si 
donc  on  appelle  p  la  plus  courte  distance  de  la  co- 
mète au  soleil ,  de  sorte  qu'on  ait 

p  =  a(i   — .  e), 

et  qu'on  fasse  ky  =  gh  et  e  =  1 ,  on  aura 

p  =  y  sin*  et; 

ce  qui  détermine  la  distance  périhélie,  au  moyen  de 
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la  distance  et  de  la  direction  initiales  du  mobile ,  que 

l'on  suppose  connues. 

Je  fais  £  =  o  et  ky  =  gh  dans  l'équation  (a) ,  et 
j'y  mets  pour  c%  sa  valeur  zghy*  sin*  et;  elle  devient 

r  =  zy  sina  a  —  r  cos  (  8  • —  co)  ; 

d'où  il  résulte 

r  ~    i   +  cos  (  6  —  â  j  '  ^ 

pour  l'équation  de  la  trajectoire.  Si  l'on  y  fait  8  =  o 
et  r  =  y,  on  en  déduit 

y(i   +  cos  g?)  =  2pP       cos  7  6?  =  sinat; 

ce  qui  détermine  l'angle  co  que  fait  le  rayon  vecteur 
du  périhélie  avec  celui  qui  aboutit  au  point  de  départ 
du  mobile. 

Je  substitue  les  valeurs  de  c  et  de  r ,  dans  la  pre- 
mière équation  (2)  du  n°  234,  et  je  ^s>  pour  abréger, 

y  \/  gh  sin  a 


P 

il  en  résulte 


=  n  \/2dt. 


[1    -h   cos  (6 «)]: 

En  observant  que 

1   -r-  cos  (8  —  co  )  =  2  cos*  £  (  8  —  û?  ) , 
et  faisant 

6    CO    =    2a},>  f/8    =    2^a|,> 
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on  aura  donc 

dfy  ndt 

d'où  Ton  tire ,  en  intégrant  et  désignant  par  &  la  cons- 
tante arbitraire , 

(3  +  tang*  4  )  tang  4  +  e  =  -^L. 

Pour  déterminer  cette  constante,  on  a,  en  même 
temps , 

t  =  o,         Ô  =  o,         4=  —  iœ7 

et  a  cause  de  cos  {■  co  =  sin  et  \  il  en  résulte 

e  =  (3  +  cota  a)  cot  a. 

En  appelant  £'le  temps  écoulé  depuis  le  départ  du 
mobile  jusqu'à  son  passage  au  périhélie,  on  aura  à  la 
fois 

t  =   t',        8  s=  co ,         4  —  °  y 

et,  par  conséquent, 


3n 


Cela  étant ,  désignons  par  r  le  temps  compté  à  partir 
de  l'instant  de  ce  passage,  de  sorte  qu'on  ait  t=t'-i~T, 
nous  aurons 

[3  +  tanga \ (8  —  »)]  tang \{§  —  co)=   lj|  •  (e) 

en  résolvant  cette  équation  du  troisième  degré,  on 
aura  donc  tang  \  (  G  —  «  )  en  fonction  de  r,  et ,  par 
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suite ,  r  et  G  à  un  instant  quelconque  :  le  temps  r  sera 
positif  après  le  passage  au  périhélie ,  et  négatif  avant 
ce  passage. 

A  cause  de 

ghy  =  ky*  =  p,        \/y  sin  et  =    \/p9 
la  valeur  précédente  de  n  est  la  même  que 


»■     ■ c 

pVp? 


elle  est  donc,  d'après  l'équation  a3n*  =  (jl  dun°  228, 
la  vitesse  moyenne  angulaire  d'une  planète  dont  le 
demi-grand  axe  serait  égal  hp;  et  si  l'on  appelle  i 
celle  de  la  terre  et  l  son  demi-grand  axe ,  de  sorte 
qu'on  ait 


i  -        ^JL 
'  ly/V 


on  en  conclura 


as/  1 

n  ~ 


—  > 


pVp 

pour  la  valeur  de  n. 

240.  Cette  analyse  montre  qu'en  considérant  la  dé- 
termination du  mouvement  d'une  comète ,  comme 
un  problème  de  dynamique  ,  et  supposant ,  en  con- 
séquence ,  que  sa  position ,  sa  direction  et  sa  vitesse 
initiales  soient  connues ,  on  peut  déduire  de  ces 
données,  la  distance p  du  sommet  àe  la  parabole  à 
son  foyer ,  l'instant  du  passage  du  mobile  par  ce  som- 
met ou  la  valeur  de  t\  et  la  position  de  l'axe  dépen- 
dante de  l'angle  co  ;  les  équations  (c) ,  (cl) ,  (e) ,  font 
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ensuite  connaître  la  vitesse  de  la  comète  et  sa  posi- 
tion sur  sa  trajectoire  à  un  instant  quelconque;  et 
comme  le  plan  de  cette  courbe  est  celui  qui  passe  par 
le  centre  du  soleil  et  par  la  direction  de  la  vitesse 
initiale,  il  s'ensuit  que  le  mouvement  est  complète- 
ment déterminé.  Mais  le  problème  astronomique  est 
différent.  Lorsqu'on  découvre  une  comète,  les  obser- 
vations ne  donnent  pas  immédiatement  le  plan  de  son 
orbite,  sa  distance  au  soleil,  sa  vitesse  et  sa  direction, 
à  Tinstant  où  elle  apparaît;  en  sorte  qu'en  prenant  sa 
position  à  cet  instant,  pour  son  point  de  départ,  les 
constantes  y,  h,  a,  ne  sont  pas  données  comme  dans 
le  problème  précédent.  La  question  consiste  alors  à 
déduire  des  observations,  les  valeurs  de  cinq  quan- 
tités ,  savoir  :  l'inclinaison  de  l'orbite  et  la  longitude 
de  son  nœud  ascendant  sur  le  plan  de  Técliptique,  ce 
qui  déterminera  le  plan  de  l'orbite  ;  la  longitude  du 
périhélie  et  sa  distance  au  soleil ,  d'où  il  résultera  la 
position  de  l'orbite  dans  son  plan  ;  et ,  enfin ,  le  temps 
correspondant  au  passage  de  la  comète  par  son  péri- 
hélie. Lorsque  ces  cinq  inconnues  sont  déterminées  , 
les  équations  (c),  (d),  (e),  représentent,  comme  pré- 
cédemment, le  mouvement  de  la  comète  dans  son 
plan.  Or,  chaque  observation  de  la  comète  donne 
son  ascension  droite  et  sa  déclinaison;  trois  observa- 
tions fournissent  donc  six  données,  et ,  par  consé- 
quent, six  équations  qui  sont  plus  que  suffisantes 
pour  déterminer  les  cinq  inconnues  ;  et  cela  permet 
de  remplacer  deux  de  ces  équations  par  leur  combi- 
naison la  plus  propre  à  diminuer  l'influence  des  er- 
reurs des  observations.  Les  valeurs  approchées  des 
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cinq  élémens  qu'on  vient  d'ënumérer  étant  ainsi  con- 
clues de  trois  observations  faites  à  l'époque  de  l'ap- 
parition, les  observations  subséquentes  servent  en- 
suite à  corriger  ces  premières  valeurs  et  à  vérifier  les 
formules  (d)  et  (e). 

Nous  ne  pouvons  qu'indiquer  ici  ce  problème  d'as- 
tronomie 7  dont  il  existe  différentes  solutions. 
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CHAPITRE  VII. 

DIGRESSION  SUR  L?  ATTRACTION  UNIVERSELLE. 

241  *  Les  points  matériels  de  tous  les  corps  s'attirent 
mutuellement  y  en  raison  directe  des  niasses,  et  inverse 
du  carré  des  distances. 

Cette  grande  loi  de  la  nature ,  que  Newton  a  dé- 
couverte, est  une  conséquence  nécessaire  de  l'obser- 
vation et  du  calcul.  On  peut  voir,  en  effet,  dans  Y  Ex- 
position du  Système  du  Monde  >  comment,  en  partant 
de  l'expérience,  on  est  conduit,  sans  aucune  hypo- 
thèse et  par  une  suite  de  raisonnemens  rigoureux ,  au 
principe  de  ï  attraction  universelle.  Les  développe- 
mens  de  ce  principe  sont  l'objet  spécial  de  la  Méca- 
nique céleste.  Dans  ce  chapitre ,  nous  nous  bornerons 
à  en  exposer  succinctement  les  principales  consé- 
quences. 

242.  La  force  qui  retient  les  planètes  dans  leurs 
orbites,  est  la  résultante  de  l'attraction  exercée  par 
tous  les  points  matériels  du  soleil  sur  tous  ceux  de 
chaque  planète.  Vu  la  petitesse  des  dimensions  du 
soleil  et  des  planètes  par  rapport  aux  distances  qui  les 
séparent,  on  conçoit  que  ces  attractions  peuvent  être 
regardées,  avec  une  approximation  suffisante,  comme 
des  forces  parallèles  et  égaies  dans  toute  l'étendue 
d'une  même  planète  ;  leur  résultante  est  alors  égale 
à  leur  somme,  et  la  distance  restant   la   même,  la 
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force  motrice  de  chaque  planète  est  proportionnelle 
au  produit  de  sa  masse  et  de  celle  du  soleil;  ce  qui 
devient  encore  plus  exact ,  à  cause  de  la  forme  à  peu 
près  sphérique  de  ces  deux  corps,  lorsqu'on  prend 
pour  leur  distance  celle  de  leurs  centres  de  gravité 

(n°99)- 

Supposons  donc  ,  pour  exprimer  numériquement 
l'intensité  de  cette  force,  que  l'on  prenne  une  certaine 
distance ,  par  exemple  ,  celle  du  soleil  à  la  terre , 
pour  unité  linéaire;  choisissons  une  masse  et  un  in- 
tervalle de  temps  déterminés  pour  unités  de  ces  deux 
sortes  de  quantités  ;  et  prenons  enfin  pour  unité  de 
force,  comme  dans  le  n°  118,  la  force  accélératrice 
constante  qui  produit  dans  l'unité  de  temps  une  vitesse 
égale  à  l'unité  de  longueur.  Concevons  maintenant 
deux  corps  dont  les  masses  soient  égales  à  celle  qu'on  a 
prise  pour  unité ,  et  qui  soient  placés  à  une  distance 
l'un  de  l'autre  égale  à  l'unité  linéaire;  soit  y  la  force 
attractive  de  l'un  des  deux  corps  sur  l'autre,  c'est- 
à-dire  ,  le  rapport  numérique  de  son  intensité  à  celle 
de  la  force  choisie  pour  unité  ;  soient  aussi  M  et  m  la 
masse  du  soleil  et  celle  de  la  planète  :  la  force  mo- 
trice de  la  planète  sera^Mm ,  à  l'unité  de  distance,  et 

deviendra  -        ,  à  la  distance  quelconque  ?\ 

La  grandeur  de  la  quantité  que  nous  désignons 
par  f,  dépend  du  pouvoir  attractif  dont  la  matière  est 
douée  ;  ce  pouvoir  est  le  même  ,  à  égalité  de  masse  et 
de  distance,  pour  tous  les  corps  de  la  nature;  rien, 
jusqu'à  présent,  ne  fait  soupçonner  qu'il  augmente 
ou  diminue  avec  le  temps;  et  nous  avons  lieu  de 
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penser  qu'il  a  été  et  qu'il   restera  constamment  le 
même. 

243-  La  forée  motrice  de  la  masse  M,  due  à  l'at- 
traction de  in ,  est  aussi  représentée  par^— ~  de  ma- 
nière que  la  réaction  de  chaque  planète  sur  le  soleil 
est  égale  et  contraire  à  l'action  de  cet  astre  sur  la  pla- 
nète; mais  la  force  motrice  —^  ,    agissant    sur    les 

deux  masses  M  et  m9  leur  imprimera  h  chaque  ins- 
tant des  vitesses  infiniment  petites  qui  sont  récipro- 
quement proportionnelles  à  ces  niasses,  ou  ,  autre- 
ment dit,  leurs  forces  accélératrices  sont  —    et    - — . 

Il  en  résulte  que  si  ces  deux  corps  sont  abandon- 
nés, sans  aucune  vitesse  initiale,  à  leur  attraction  mu- 
tuelle ,  ils  s'avanceront  l'un  vers  l'autre  en  parcou- 
rant ,  dans  le  même  temps  ,  des  espaces  qui  seront  en 
raison  inverse  de  leurs  masses;  ils  se  joindront  au 
centre  de  gravité  de  M  et  m,  qui  partage  leur  distance 
primitive  en  deux  parties  réciproquement  propor- 
tionnelles aux  masses. 

En  général,  si  la  planète  est  projetée  dans  l'espace 
suivant  une  direction  quelconque ,  et  qu'on  propose 
de  déterminer  son  mouvement  apparent  autour  du 
centre  du  soleil ,  regardé  comme  un  point  fixe ,  il 
faudra  concevoir  que  l'on  imprime  à  chaque  instant 
à  cet  astre,  une  vitesse  infiniment  petite,  égale  et 
contraire  à  celle  qu'il  reçoit  de  l'attraction  de  la  pla- 
nète ;  mais ,  afin  de  ne  point  altérer  le  mouvement 
relatif  de  ces  deux  corps ,  il  faudra ,  en  même  temps , 
imprimer  cette  vitesse  à  la  planète  ;  ce  qui  revient  à 
1-  3o 
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lui  appliquer  une  force  accélératrice  égale  et  con- 
traire à  celle  du  soleil;  donc,  dans  le  mouvement 
dont  il  est  question  ,  la  force  accélératrice  de  la  pla- 
nète m  sera  constamment  dirigée  vers  le  soleil  M ,  et 

égale  à  la  somme  des  deux  forces  J——  et  J—  ;  si  donc 

on  veut  l'exprimer  par  —2 ,  comme  dans  le  n°  225,  iî 

faudra  prendre 

fjL  =  /(  M  H-  m  ). 

Ainsi ,  Ton  devra  substituer  cette  valeur  dans  les 
différentes  équations  du  mouvement  elliptique  qu'on 
a  données  précédemment;  par  conséquent,  l'équation 


du  n°  cité    donnera 

a'  /(M  -f-  m)'  V1; 

T  étant  toujours  le  temps  de  la  révolution  de  la  pla- 
nète ,  et  aie  demi-grand  axe  de  son  orbite. 

T2 
Le  rapport  -j  qui  dépend ,  comme  on  voit ,  de  la 

quantité  m  ,  différera  donc ,  pour  deux  planètes  dont 
les  masses  sont  inégales;  en  sorte  qu'on  ne  peut  pas  sup- 
poser qu'il  soit  rigoureusement  le  même  pour  toutes 
les  planètes.  Cependant  les  observations  qui  condui- 
sent à  la  troisième  loi  de  Kepler,  prouvent  que  ce  rap- 
port est  sinon  exactement ,  du  moins  à  très  peu  près 
constant  ;  il  en  faut  donc  conclure  que  les  masses  des 
planètes  sont  très  petites  par  rapport  à  celle  du  soleil; 
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ce  qui  fait  que  le  rapport  —  du  carré  du  temps  au 

cube  de  la  distance  moyenne  varie  très  peu  en  pas- 
sant d'une  planète  à  une  autre.  La  masse  de  Jupiter, 
la  plus  considérable  de  toutes,  est  effectivement 
moindre  qu'un  millième  de  la  masse  du  soleil. 

^44*  C'est  pour  cette  raison  que  l'attraction  mu- 
tuelle des  planètes  ne  produit  que  des  perturbations, 
ou  très  lentes,  ou  très  peu  considérables,  dans  le  mou- 
vement elliptique  dû  à  l'attraction  du  soleil.  En  effet, 
les  masses  de  deux  planètes  étant  m  et  7?zy,  la  force 
motrice  dirigée  de  l'une  vers  l'autre ,  est  exprimée 

par  -      -'  ,  à  la  distance  p  ;  la  force  accélératrice  de  m 

provenant  de  l'attraction  de  ml9  sera  donc  -^]  et 

comme  la  distance  p  ne  devient  jamais  très  petite  par 
rapport  à  la  distance  r  de  m  au  soleil ,  il  s'ensuit  que 
si  mj  est  une  très  petite  fraction  de  M,  le  mouvement 
de  m  produit  par  l'attraction  solaire  devra  être  fort 
peu  modifié  par  l'attraction  de  mr 

Les  perturbations  planétaires  peuvent  donc  être 
déterminées  par  la  méthode  de  la  variation  des  cons- 
tantes arbitraires,  que  nous  avons  expliquée  précé- 
demment (  n°  229).  Elles  sont  de  deux  espèces.  Les 
unes  consistent  en  des  inégalités  périodiques  généra- 
lement très  petites,  dont  les  périodes  comprennent 
des  multiples  peu  considérables,  en  général ,  des  ré- 
volutions de  la  planète  troublée  et  de  la  planète  per- 
turbatrice. Cependant,  lorsque  leurs  moyens  mou- 
vemens  approchent  d'être  commensurabîes,  ces  pé- 
riodes peuvent  devenir  beaucoup  plus  longues,  et 

3o.. 
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les  inégalités  beaucoup  plus  sensibles.  Ainsi,  les 
moyens  mouvemens  de  Saturne  et  de  Jupiter  étant 
à  peu  près  entre  eux  comme  i  et  5 ,  Laplace  a  trouvé 
qu'il  résulte  de  l'attraction  mutuelle  de  ces  deux  pla- 
nètes, une  inégalité  dont  la  période  est  de  929  ans,  et 
dont  le  maximum  est  d'environ  48'  dans  la  longitude 
de  Saturne  ,  et  d'à  peu  près  20'  dans  celle  de  Jupiter. 

Les  autres  perturbations  des  planètes  sont  :  i°.  les 
mouvemens  progressifs  du  périhélie  et  des  nœuds  de 
leurs  orbites,  dans  lesquels  ces  points  parcourent  la  cir- 
conférence entière,  en  des  temps  extrêmement  longs 
qui  peuvent  surpasser  un  millier  de  siècles;  20.  les 
variations  séculaires  qui  affectent  les  excentricités 
et  les  inclinaisons  de  ces  orbites ,  ainsi  que  les  lon- 
gitudes moyennes  des  planètes,  dont  les  périodes  sont 
semblables  aux  précédentes ,  et  dont  les  amplitudes  f 
peu  considérables ,  ne  sont  pas  encore  bien  connues. 

Mais  tandis  que  ces  divers  élémens  du  mouvement 
elliptique  varient  simultanément  en  vertu  de  l'attrac- 
tion planétaire ,  il  est  très  remarquable  que  cette  force 
n'altère  aucunement  les  grands  axes  des  orbites  et  les 
moyens  mouvemens  des  planètes,  qui  seront  les 
mêmes  à  toutes  les  époques,  ainsi  que  les  temps  des 
révolutions,  liés  aux  grands  axes  par  l'équation  (1). 
Toutefois,  les  variations  séculaires  des  longitudes 
moyennes  en  produisent  dé  semblables  dans  les  in- 
tervalles entre  deux  retours  consécutifs  à  un  même 
point  fixe  ;  elles  sont  insensibles  dans  le  mouvement 
des  planètes,  mais  non  pas  dans  celui  des  satellites, 
et  particulièrement  dans  le  mouvement  de  la  lune , 
qui  s'accélère,  pour  cette  raison,  de  siècle  en  siècle. 
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La  force  accélératrice  qui  provient  de  l'attraction 
d'une  planète  m/  sur  une  autre  planète  m,  étant  indé- 
pendante de  la  masse  m  et  proportionnelle  a  la  masse 
m/9  on  conçoit  que  les  perturbations  dues  à  cette  force 
et  observées  dans  le  mouvement  de  m  autour  du  so- 
leil, peuvent  servir  à  déterminer  le  rapport  de  la 
masse  mj  à  celle  de  cet  astre.  Ainsi,  par  exemple, 
d  après  la  grande  inégalité  de  Saturne ,  produite  par 
l'action  de  Jupiter ,  on  a  trouvé  la  masse  de  cette 
dernière  planète  égale  à  j^-  de  celle  du  soleil.  Nous 
indiquerons  tout  à  l'heure  un  autre  moyen  de  cal- 
culer la  masse  des  planètes,  quand  elles  sont  accom- 
pagnées d'un  ou  plusieurs  satellites. 

Les  comètes,  à  cause  de  la  petitesse  de  leurs  masses, 
ne  produisent  aucun  effet  appréciable  sur  les  planètes; 
mais  leurs  mouvemens  sont  troublés  par  les  attractions 
planétaires,  et  l'on  détermine  aussi  par  la  méthode 
dun°22Q,  leurs  perturbations,  qui  influent  considéra- 
blement sur  les  époques  de  la  réapparition  de  chaque 
comète,  c'est-à-dire,  sur  l'intervalle  de  temps  compris 
entre  deux  passages  consécutifs  à  son  périhélie. 

245.  Soient  mf  et  m  les  masses  d'un  satellite  et  de 
sa  planète,  et  r'  la  distance  de  leurs  centres;  la  force 
motrice  du  satellite,  dirigée  vers  le  centre  de  la  pla- 

,  r  fin  rri    x  , . 

nete,  sera  aussi  exprimée  par  — j^-  a  cette  distance 

r'  ;  le  coefficient  pétant  le  même  que  précédemment. 
Dans  son  mouvement  apparent  autour  de  la  planète , 
la  force  accélératrice  du  satellite  aura  pour  expression 

~r8 ,  en  faisant 

/a!  =  /'(  m  +  m1  ). 
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Je  représenterai  par  a'  le  demi-grand  axe  de  l'or- 
bite du  satellite,  et  par  T' le  temps  de  sa  révolution; 
en  appliquant  l'équation  (i)  à  son  mouvement,  on 

aura 

T_a  ___  jgjj 

1T6  /(  m  -f-  m  )  \ 

et  si  l'on  divise  ces  deux  équations  membre  à  membre, 
afin  d'éliminer  le  coefficient/,  il  en  résultera 

T*    a3  m  -h   m 

Y1    ~aJ  M  -4-  m' 

Or,  si  l'on  excepte  la  lune,  les  masses  des  satellites 
sont  très  petites  par  rapport  à  celles  de  leurs  planètes 
respectives  :  la  masse  d'un  satellite  de  Jupiter ,  par 
exemple  ,  n'est  pas  un  dix-millième  de  celle  de  cette 
planète  ;  on  peut  donc  mettre  m  à  la  place  de  m  -f-  m' 
dans  cette  dernière  équation*  et  comme  a,  a',  T,  T', 
sont  des  données  de  l'observation  ,  elle  pourra  servir  à 
déterminer  le  rapport  de  m  à  M.  C'est  de  cette  ma- 
nière que  Newton  a  trouvé  pour  la  masse  de  Jupiter, 
y^sj  de  celle  du  soleil  ;  ce  qui  diffère  peu  de  la  frac- 
tion 7F70  qu'on  a  obtenue  depuis  par  un  autre  moyen. 
246.    L'attraction    mutuelle   des    satellites    d'une 
même  planète  ,  quand  elle  en  a  plusieurs ,  et  l'inéga- 
lité d'action  du  soleil  sur  chaque  satellite  et  sur  sa 
planète  ,   produisent    dans   les   mouvemens   ellipti- 
ques des  satellites  ,  des  perturbations  analogues  à 
celles  que  nous  venons  d'indiquer  pour  les  planètes. 
Les  perturbations  provenant  de  l'action  réciproque 
des  satellites,  font  connaître  les  rapports  de  leurs 
masses  à  celle  de  la  planète ,  dont  l'attraction  produit 
leur  mouvement  elliptique.  Mais  ce  meyen  manquant 


DYNAMIQUE,  PREMIÈRE  PARTIE.  47i 

pour  la  lune ,  on  y  supplée  par  d'autres  considéra- 
tions, parmi  lesquelles  je  vais  indiquer  Faction  de 
ce  satellite  sur  les  eaux  de  la  mer. 

Soient  G  (  fig.  56)  le  centre  de  la  terre,  A  celui  de 
îalune,Mun  point  quelconque  du  sphéroïde  terrestre; 
faisons 

CA  =  et,     AM  =  p,     CM  ==  r, 

et  appelons  À  l'angle  ACM*  nous  aurons 

jb»  =  ct%  —  ictr  cos  A  +  ra  ; 

et  si  nous  abaissons  du  point  M  la  perpendiculaire  MB 
sur  la  droite  AC ,  nous  aurons  aussi 

MB  =  rsin  X ,     AB  =  a  -«—  rcos  A. 

Au  point  M,  la  force  accélératrice  provenant  de 
l'attraction  de  la  lune  et  dirigée  suivant  MA,  aura 

M 
pour  valeur  —7-,.  en  désignant  par  mr  la  masse  du 

satellite,  et  parole  même  coefficient  que  précédem- 
ment. Les  composantes  de  cette  force  suivant  la  per- 
pendiculaire MB  et  la  parallèle  MD  à  la  droite  AC, 
seront  donc 

fin'r  sin  A        fin  a.  fin'r  cos  X 

_  _     _  _        9 

r  r     ■  r 

Je  substitue  la  valeur  de  p  dans  ces  quantités;  et 
la  plus  grande  valeur  de  r,  c  est-à-dire,  le  rayon  du 
globe  terrestre,  étant,  à  peu  près,  un  soixantième 
de  a ,  je  néglige  le  carré  de  r;  en  faisant  alors 

fmr  sin  A  ifm'r  cos  A  , 

les  deux  composantes  de  l'attraction  lunaire  seront 
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ffl  et  -^-  +  <p'.  Tous  les  points  de  la  terre  sont  donc 

os? 

sollicités  parallèlement  à  CA  par  une  force  constante 

et  égale  &-**- ,  et ,  en  outre ,  par  des  forces  <p  et  <p' 

dont  la  résultante  varie  en  grandeur  et  en  direction, 
d'un  point  M  à  un  autre,  et  est  nulle  au  centre  C. 

Or,  il  est  évident  qu'en  vertu  de  la  force "—rf  la  masse 

entière  de  la  terre  se  portera  vers  la  lune ,  d'un  mou- 
vement commun  à  toutes  ses  parties,  sans  que  les 
points  delapartie  fluide  changent  de  position  relative; 
c'est  donc  aux  forces  <p  et  <pf  appliquées  aux  différens 
points  de  la  mer,  que  seront  dus  le  flux  et  le  reflux 
produits  par  l'action  de  la  lune. 

La  masse  du  soleil  étant  M,  et  a  sa  distance  à  la 
terre,  si  Ton  désigne,  en  outre,  par  jn,  -\> ,  4'>  ce 
que  deviennent  A,  cp ,  <pf,  relativement  à  cet  astre , 
on  aura  j  de  même 

,  /^Mr  sin  i&  ,  ,  ifWr  cos  p 

-y  —  — -3 >        f  -— & * 

pour  les  composantes  de  la  force  provenant  de  l'ac- 
tion du  soleil,  qui  concourent  au  phénomène  des 
marées.  En  les  comparant  aux  forces  <p  et  <p',  on  voit 
que  pour  un  point  de  la  mer,  dont  le  rayon  vecteur 
r  fait  le  même  angle  ÀoujW  avec  le  rayon  vecteur  de 
la  lune  ou  du  soleil ,  les  actions  de  ces  deux  astres , 
qui  produisent  les  oscillations  de  la  mer,  sont  entre 
elles  comme  leurs  masses,  divisées  par  le  cube  de 
leurs  distances  au  centre  de  la  terre.  Or,  on  conçoit 
que,  toutes  choses  d'ailleurs  égales,  les  grandeurs  de 
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ces  oscillations  doivent  être  entre  elles  comme  les 
forces  correspondantes;  si  doric  on  désigne  par  ca  le 
rapport  de  la  marée  lunaire  à  la  marée  solaire ,  dans 
un  même  lieu  de  la  terre  et  pour  des  positions  sem- 
blables des  deux  astres ,  on  aura 

m'  û)M 

"S»  2F-* 

équation  dans  laquelle  on  prendra  pour  et  et  a  les 
distances  moyennes  de  la  lune  et  du  soleil  à  la  terre, 
et  d'où  l'on  tire 


m 

a? 

M 

— 

à6 

— 

m 

772 

en  appelant  m  la  masse  de  la  terre. 

D'après  les  lois  différentes  que  suivent  les  marées 
lunaire  et  solaire,  on  peut,  effectivement,  distinguer 
les  unes  des  autres,  et  déterminer  leur  rapport  en 
chaque  lieu  de  la  terre.  La  moyenne  d'un  grand 
nombre  d'observations,  faites  dans  le  port  de  Brest, 
donne  (*) 

cù  ==  2,3553, 

pour  la  valeur  de  ce  rapport.  La  distance  a  est,  à 
très  peu  près,  400  fois  la  distance  et,  et  la  masse  M, 
comme  on  le  verra  tout  à  l'heure,  aussi  à  très  peu 
près ,  555ooo  fois  la  masse  m.  Au  moyen  de  ces  va- 
leurs, on  trouve,  d'après  la  formule  précédente,  la 
niasse  de  la  lune  égale  à  ~  de  celle  de  la  terre. 
Indépendamment  des  oscillations  de  la  partie  fluide 


(*)  Mécanique  céleste,  tome  Y7  page  206. 
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de  la  terre,  les  actions  du  soleil  et  de  la  lune  produi- 
sent encore,  dans  le  mouvement  du  sphe'roïde  ter- 
restre autour  de  son  centre  de  gravité ,  à  raison  de  sa 
non-sphéricité,  des  perturbations  que  nous  ferons 
connaître  lorsqu'il  sera  question  du  mouvement  de 
rotation  d'un  corps  solide. 

247 ,  On  peut  remarquer  que  la  composante  des 
forces  <p  et  <p' ,  suivant  le  prolongement  ME  du  rayon 
CM ,  est  <p'  cosA  —  <p  sin  À  ;  en  sorte  que  sa  valeur  est 

(2  cosa  A  —  sinft  Al  J-T—, ; 


;5*3' 


C'est  la  diminution  de  la  pesanteur  au  point  M,  pro- 
duite par  l'action  de  la  lune.  Or,  en  supposant  que  M 
appartienne  à  la  surface  de  la  terre ,  et  désignant  par 
g  la  gravité  en  ce  point,  on  a  aussi  fin  =  gr%  à  très 
peu  près;  d'ailleurs,  le  maximum  de  2C0saA —  sin* A 
répond  à  A=o,  et  est  égal  à  2.  La  plus  grande 
valeur  de  cette  diminution  de  pesanteur  sera  donc 

-v-jj  quantité  à  peu  près  égale  à  un  huit-millionième 

de  g,  en  prenant  60  pour  le  rapport  -.  Pour  que  l'in- 
fluence de  l'action  lunaire  sur  la  longueur  du  pen- 
dule à  secondes  fût  appréciable,  il  faudrait  donc  pou- 
voir porter  l'exactitude  jusqu'à  la  seconde  décimale 
au-delà  des  cent-millièmes,  où  l'on  s'arrête  ordinaire- 
ment dans  la  mesure  de  sa  longueur.  Cette  influence 
produirait,  dans  la  mesure  du  temps,  une  inégalité  ré- 
glée sur  le  mouvement  de  la  lune,  dont  le  maximum 
ne  s'élèverait  qu'à  un  demi-centième  de  seconde  en 
un  jour. 
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248.  Abstraction  faite  de  la  force  centrifuge  due  à 
la  rotation  de  la  terre ,  la  pesanteur  que  nous  obser- 
vons à  sa  surface  est  la  résultante  des  attractions 
exercées  par  tous  les  points  du  sphéroïde  sur  chaque 
point  matériel,  laquelle  résultante  ne  dépend  que  de 
la  position  et  de  la  masse  de  ce  point,  et  nullement 
de  la  nature  du  corps  auquel  il  appartient  ;  c'est ,  en 
effet,  ce  que  l'expérience  a  pleinement  confirmé. 
L'intensité  de  cette  force  doit  diminuer  à  mesure 
qu'on  s'élève  au-dessus  de  la  surface  de  la  terre  ;  et 
c'est  aussi  ce  qui  résulte  des  observations  du  pendule, 
faites  à  différentes  hauteurs.  De  plus,  la  pesanteur 
terrestre ,  diminuée  dans  le  rapport  du  carré  du 
rayon  de  la  terre  au  carré  du  rayon  de  l'orbite  lu- 
naire,  doit  être  la  force  accélératrice  qui  retient  la 
lune  dans  son  orbite.  Or ,  la  distance  du  satellite 
étant,  à  peu  près,  60  fois  le  rayon  de  la  terre,  il 
s'ensuit  que  la  lune,  si  elle  n'avait  aucune  vitesse, 
devrait  tomber  vers  la  terre,  de  la  même  quantité  en 
une  minute  qu'un  corps  quelconque ,  dans  le  vide , 
en  une  seconde  à  la  surface  de  la  terre.  Cette  quan- 
tité n'est  autre  chose  que  le  sinus  verse  de  l'arc 
que  la  lune  décrit  sur  son  orbite  en  une  minute , 
ou ,  à  très  peu  près ,  le  carré  de  cet  arc  divisé  par 
le  diamètre  de  cette  courbe  ;  et  comme  la  circon- 
férence de  l'orbite  est  60  fois  celle  de  la  terre,  on 
en  conclut  que  la  quantité  dont  il  s'agit  est  égale  à 

4o  millions  de  mètres,  multipliés  par  —^,  en  dé- 
signant par  n  le  nombre  de  minutes  que  contient 
une  révolution  lunaire.  11  faut  donc>  d'après  la  va- 
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leur  de  la  gravité  g  qu'on  a  trouvée  par  l'expé- 
rience du  pendule,  que  ce  produit  soit  à  très  peu 
près  égal  à  4m?9°?  ou  trouve,  effectivement,  4m>88 
pour  sa  valeur,  en  observant  que  n  =  5g345.  La 
différence  serait  encore  moindre ,  en  ayant  égard  à 
diverses  circonstances  dont  nous  avons  fait  abstrac- 
tion pour  simplifier  la  démonstration. 

La  pesanteur  terrestre  est  donc  un  cas  particulier 
de  l'attraction  universelle;  et,  pour  cette  raison, 
l'on  appelle  aussi  cette  force  générale  la  pesanteur 
ou  la  gravitation  universelle. 

249.  A  cause  que  la  terre  s'écarte  peu  de  la  forme 
sphérique  ,  l'attraction  qu'elle  exerce  sur  un  point 

de  sa  surface  est  à  peu  près  —,  comme  celle  d'une 

spbère,  en  désignant  par  m  sa  masse,  par.  r  son 
rayon ,  et  par  j  le  coefficient  de  l'attraction  univer- 
selle. Cette  valeur  approchée  doit  être  tout-à-fait 
exacte  pour  les  points  appartenant  à  un  certain  pa- 
rallèle; et,  d'après  la  théorie  de  l'attraction  des  sphé- 
roïdes peu  différens  d'une  sphère,  ce  parallèle  est 
celui  dont  le  carré  du  sinus  de  la  latitude  est  §.  Sur 
ce  parallèle,  la  pesanteur  a  pour  mesure  gm,jg586 
(n°  193);  mais,  pour  l'égaler  à  l'attraction  terrestre, 
il  faut  préalablement  l'augmenter  de  la  composante 
verticale  de  la  force  centrifuge ,  laquelle  composante 

est  égale ,  sous  ce  parallèle ,  à  la  fraction  » — ~-  de  la 

gravité  (n°  178).  Donc,  en  faisant 

g  =  (<A79386)  (1  +  3^)  =  9m,8,645, 
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on  pourra  regarder  cette  valeur  de  la  gravité,  ainsi 

modifiée,  comme  égale  à  l'attraction  de  la  terre,  et 

poser  l'équation 

frn 

En  la  multipliant  membre  à  membre  par  l'équa- 
tion (i)  du  n°  2/|3,  appliquée  au  mouvement  de  la 
terre  autour  du  soleil,  on  en  conclut 


772 


_     8^**  . 


M    +    772  45r2fl<  ' 

formule  qui  va  servir  a  déterminer  le  rapport  de  la 
masse  de  la  terre  a  celle  du  soleil. 

Si  l'on  conçoit  un  triangle  rectangle  qui  ait  pour 
base  le  rayon  de  la  terre,  et  pour  hauteur  sa  distance 
au  soleil,  le  petit  angle  opposé  a  la  base  est  la  paral- 
laxe du  soleil,  que  l'on  détermine  directement  par 
des  observations  astronomiques ,  et  que  l'on  peut 
aussi  déduire  d'une  certaine  inégalité  produite  dans 
le  mouvement  de  la  lune  par  l'action  du  soleil,  que 
l'on  appelle  l'inégalité  parallac tique.  La  grandeur  de 
la  parallaxe  varie  avec  le  rayon  de  la  terre  et  son 
éloignement  du  soleil  auxquels  elle  répond;  pour  la 
distance  moyenne  a  et  pour  le  rayon  r  qui  aboutit 
au  parallèle  dont  le  sinus  de  la  latitude  est  \/^}  sa 
valeur  est  8f/,6o.  On  a,  par  conséquent, 

r-  =  tang  8",6o,     a  =  (2  5984)  r. 

Sous  ce  même   parallèle,  et  en   prenant  ~  pour 
l'aplatissement  de  la  terre,  on  a 

r  =  656455 ira, 
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pour  son  rayon.  Le  temps  de  sa  révolution  autour 

du  soleil,  exprimé  en  secondes,  est 

T  =  (86400)  (565,256374). 

Au  moyen  de  ces  valeurs  et  de  celle  de  g,  qui  sup- 
pose aussi  qu'on  a  pris  la  seconde  pour  unité  de 
temps,  on  trouve 

M 

354592* 

^5o.  Le  soleil  est  une  sphère  d'un  rayon  égal  à 
1 10  fois  celui  de  la  terre;  on  connaît  donc  le  rapport 
des  volumes  de  ces  deux  corps  et  celui  de  leurs  masses; 
d'où  l'on  conclut  immédiatement  le  rapport  de  leurs 
densités  moyennes  :  celle  du  soleil  est,  à  peu  près, 
le  quart  de  la  densité  de  la  terre. 

A  la  surface  de  cet  astre,  l'attraction  est  expri- 
mée par 

/M 


a     7 


R 
en  appelant  R  son  rayon.  A  cause  de 

R  =  nor,       g  =  J—9 

cette  quantité  est  la  même  chose  que 

(i  I0)2TO  ' 

et  elle  a  pour  valeur  (29,5)  g9   d'après   celle   de 

— .  La  durée  de  la  rotation  du  soleil  autour  de  son 
m 

axe  étant  de  25>,5,  la  force  centrifuge  à  son  équateur 

n'est  que  le  sixième  de  cette  force  à  lequateur  de  la 
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terre.  En  négligeant  donc  la  diminution  qu'elle  pro- 
duit dans  la  pesanteur  à  la  surface  du  soleil ,  on  voit 
que  le  poids  d'un  corps  à  cette  surface  est  29  fois  et 
demie  le  poids  du  même  corps  à  la  surface  de  la 
terre  ,  et  que  les  corps  y  parcourent  à  peu  près 
i45  mètres  dans  la  première  seconde  de  leur  chute. 
En  appliquant  successivement  l'équation  (1)  du 
n°  243  à  la  terre  et  à  une  autre  planète,  et  supposant 
que  les  quantités  m,  a,  T,  relatives  à  la  terre,  de- 
viennent 772,  ,  aX9  T, ,  par  rapport  à  la  planète ,  on  en 

conclura 

a*  M  -f  772,    T,2 

"âF  ~~ ~    M~+~m      T*  ' 

par  l'élimination  de  f.  Connaissant  la  valeur  de  a 
par  l'observation  de  la  parallaxe  solaire,  ou  autre- 
ment ,  ainsi  que  la  masse  777  de  la  terre  et  la  durée  T 
de  l'année  sydérale,  cette  équation  servira  à  déter- 
miner la  valeur  du  demi-grand  axe  ax  d'une  planète 
quelconque,  lorsque  sa  masse  772,  et  le  temps  T,  de  sa 
révolution  seront  donnés.  Le  procédé  du  n°  2/±5 
pour  déterminer  cette  masse,  suppose  seulement  qu'on 
connaisse  une  valeur  approchée  du  demi-grand  axe. 
25 1.  L'attraction  exercée  à  la  surface  de  la  terre 
par  une  masse  considérable,  telle  qu'une  haute  mon- 
tagne, fera  dévier  les  corps  pesans  de  la  direction 
verticale,  et  le  prolongement  du  fil  à  plomb  n'ira 
plus  rencontrer  le  ciel  au  zénith.  Il  s'en  écartera  en 
sens  contraire  des  deux  côtés  opposés  de  la  mon- 
tagne; en  sorte  que  si  tout  est  semblable  de  part  et 
d'autre ,  pour  la  forme  de  la  montagne  et  pour  l'éloi- 
gnement  du  fil  à  plomb,  la  distance  angulaire  des 
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deux  étoiles  par  lesquelles  son  prolongement  ira  pas- 
ser, sera  double  de  sa  déviation.  Cet  effet  a  éfé  ob- 
servé, par  les  astronomes,  au  Pérou  et  en  Ecosse; 
mais,  a  cause  que  les  masses  des  plus  hautes  monta- 
gnes sont  encore  très  petites,  eu  égard  à  la  masse  de  la 
terre ,  les  déviations  dont  il  s'agit  sont  aussi  très  peu 
considérables,  et  ne  s'élèvent  qu'à  de  petits  nombres 
de  secondes.  Voici  un  exemple  du  calcul  de  la  dévia- 
tion du  fil  à  plomb,  due  à  l'attraction  d'une  masse 
donnée. 

Soit  A  (fig.  5j)  le  centre  d'une  sphère  homogène, 
suspendue  à  l'extrémité  d'un  fil  inextensible  et  in- 
flexible, dont  l'autre  bout  est  attaché  au  point  fixe  C; 
soit  aussi  0  le  centre  fixe  d'une  autre  sphère  homo- 
gène qui  agit  sur  la  première.  Le  fil  CA  s'écartera  de 
la  verticale  CB  sans  sortir  du  plan  passant  par  cette 
droite  et  la  ligne  CO  ;  et,  dans  sa  position  d'équi- 
libre, il  faudra  que  la  résultante  du  poids  de  la  pre- 
mière sphère  et  de  l'attraction  de  la  seconde  vienne 
passer  par  le  point  fixe  C.  Or,  ces  deux  forces  se- 
ront appliquées  au  point  A  ,  Tune  suivant  la  ver- 
ticale AD,  l'autre  suivant  la  droite  AO  ;  et  elles  ten- 
dront à  faire  tourner  le  fil  CA  en  sens  opposés  autour 
du  point  C.  Pour  que  leur  résultante  passe  par  le 
point  0,  il  faudra  donc  que  leurs  rnomens ,  par  rap- 
port à  ce  même  point,  soient  égaux  (n°  46);  par  consé- 
quent, si  l'on  appelle  P  et  Q  le  poids  de  la  première 
sphère  et  l'attraction  totale  de  la  seconde,  et  que  l'on 
désigne  par  p  et  q  les  perpendiculaires  CE  et  CF , 
abaissées  du  point  C  sur  les  prolongemens  de  BA 
si  de  OA ,  on  aura 
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pour  l'équation  d'équilibre  qui  devra  servir  à  dé- 
terminer la  déviation  inconnue  BCA. 

J'appelle  oc  cet  angle  ,  y  l'angle  donné  BCO  ,  a 
et  c  les  distances  aussi  données  CA  et  CO ,  et  y  la 
distance  inconnue  AO  ;  nous  aurons 

y2  =  a"  +  c*  —  lac  cos  {y  —  x) , 

et,  en  outre, 

•    nn.  *         «sin(v — x)                acsin(y~  ce) 
smCOA=:— ^ >-,    q=. AZ 1?  p  =  asmoc. 

Appelons  aussi  m  la  masse  de  la  terre ,  mt  celle  de  la 
sphère  mobile,  m'  celle  de  la  sphère  attirante.  En  dé- 
signant toujours  par  j  le  coefficient  de  l'attraction 
universelle,  et  représentant  par  r  le  rayon  de  la 
terre ,  les  forces  motrices  P  et  Q  auront  pour  valeurs 

p  _  fmm,  q   _  fm'mx  _ 

et  si  f  est  la  densité  moyenne  de  la  terre,  f(  celle  de 
la  sphère  attirante,  et  r  son  rayon,  on  aura  aussi 

,  rno  rô 

m  =  — -,— . 

Au  moyen  de  ces  différentes  valeurs ,  l'équation 
Vp  =  Q^  se  changera  en  celle-ci  : 

f>ry3sinoc  =  f  V3c  sin  (^  —  oc), 

où  il  ne  restera  plus  qu  a  mettre  la  valeur  de  y  pour 
en  déduire  ensuite  celle  de  oc. 
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Je  supposerai ,  ce  qui  a  lieu  généralement  ,  la  lon- 
gueur CA  du  fil  à  plomb  très  petite  par  rapport  à 
la  distance  CO.  En  négligeant  a  par  rapport  à  c 
dans  les  valeurs  de  y ,  on  aura  simplement  y  =  c  ; 
d'où  il  résultera 


sm  x  p  rù 


sin  (y  —  x)  prc" 

La  densité  p'  et  le  rayon  r'  de  la  sphère  attirante 
restant  les  mêmes,  la  valeur  de  x  que  Ton  tirera  de 
cette  équation  sera  d'autant  plus  grande  que  la  dis- 
tance c  sera  plus  petite ,  et  que  l'angle  y  approchera 
davantage  d'être  un  angle  droit-  et  comme  c  ne  peut 
pas  être  moindre  que  le  rayon  r',  il  s'ensuit  qu'on 
aura  le  maximum  de  déviation  du  fil  à  plomb  que 
puisse  produire  l'attraction  pl'une  sphère  donnée ,  en 
prenant  c  =  r  et  y  =  go°;  ce  qui  réduit  l'équation 
précédente  à 

tauff  x  =  — . 

Si  l'on  suppose,  par  exemple,  p'  =  p,  et  qu'on  de- 
mande quel  doit  être  le  rayon  r'  pour  que  la  dévia- 
tion x  s'élève  à  une  seconde ,  on  aura  r'=  rtang  i"; 
et ,  à  cause  que  la  circonférence  i7rr  de  la  terre  est  de 
4o  millions  de  mètres,  il  en  résultera  r  =  5om,856 — 
Ainsi,  une  sphère  homogène  d'environ  Si  mètres  de 
rayon,  et  d'une  densité  égale  à  la  densité  moyenne 
de  la  terre,  ne  produit  qu'une  déviation  d'une  se- 
conde au  plus  dans  la  direction  du  fil  à  plomb  ;  et 
pour  qu'elle  la  produise ,  il  faut  qu'elle  touche  l'ex- 
trémité inférieure  de  ce  fil,  et  que  son  centre  soit 
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situé  dans  le  plan  horizontal  passant  par  cette  ex- 
trémité. 

2^2.  Cette  moyenne  densité  de  la  terre,  conclue 
de  la  déviation  du  fil  à  plomb  que  produit  l'attrac- 
tion des  montagnes ,  a  été  évaluée  à  quatre  ou  cinq 
fois  la  densité  de  l'eau.  Cavendish  l'a  trouvée  égale  à 
cinq  fois  et  demie  cette  densité ,  en  la  déduisant  de 
l'attraction  exercée  par  deux  globes  de  plomb  de 
huit  pouces  anglais  de  diamètre,  qu'il  a  su  rendre  sen- 
sible par  le  moyen  de  la  balance  de  torsion.  Sans  en- 
trer ici  dans  tous  les  détails  de  cette  belle  expérience, 
des  diverses  précautions  qu'elle  exige ,  et  des  calculs 
qu'il  faut  faire  pour  en  déduire  un  résultat  exact ,  je 
vais  seulement  indiquer  les  points  principaux  de  ces 
calculs  (*). 

La  balance  de  torsion  est  l'instrument  le  plus  exact 
que  nous  ayons  pour  servir  à  la  mesure  des  forces 
très  petites.  Coulomb ,  à  qui  l'invention  en  est  due, 
l'a  surtout  employée  à  mesurer  les  forces  d'attraction 
et  de  répulsion  des  corps  éîectrisés;  et,  pour  cette 
raison ,  elle  est  aussi  connue ,  en  Physique  ,  sous  le 
nom  de  balance  électrique.  Elle  consiste  principale- 
ment en  un  fil  métallique  très  délié,  vertical,  attaché 
à  un  point  fixe ,  et  à  l'extrémité  duquel  est  suspendu 
un  levier  horizontal.  Supposons  ce  levier  formé  d'une 
tige  très  mince  ACA7  (  fîg.  58  ) ,  partagée  en  deux 
parties  égales  à  son  point  d'attache  C,  et  terminée 

(*)  On  trouve  dans  le  17e  cahier  du  Journal  de  V École 
Polytechnique  une  traduction  exacte  du  mémoire  de  Ca- 
vendish. 

3i.. 
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par  deux  sphères  d'un  petit  diamètre,  dont  les  cen- 
tres sont  A  et  A'.  Du  point  C  comme  centre ,  et  d'un 
rayon    égal   à    CA,    décrivons   le    cercle   horizontal 
BAB'A',  dont  nous  diviserons  la  circonférence  en  un 
grand  nombre  de  parties  égales.   Lorsque  le  levier 
tournera  autour  du  point  C ,  ses  extrémités  A  et  A' 
parcourront  cette  circonférence,  et  les  points  de  di- 
vision auxquels  ils  répondront  à  chaque  instant  fe- 
ront connaître  les  arcs  qu'ils  auront  décrits.  Tant  que 
le  fil  de  suspension  qui  aboutit  au  point  C  n'est  pas 
tordu,  le  levier  reste  en  repos  dans  une  certaine  po- 
sition. Je  suppose  qu'il  réponde  alors  à  la  ligne  BCB'; 
si  l'on  vient  à  l'écarter  de  cette  ligne ,  pour  le  mettre 
dans  une  autre  position  quelconque  ACA',  le  fil  de 
suspension  sera  tordu  sur  lui-même,  et  cette  torsion 
tendra  à  ramener  ce  levier  vers  la  ligne  BCB'.  Pour 
le  retenir  dans  la  direction  ACA/,  supposons  que  l'on 
applique  à  ses  deux  extrémités  des  forces  égales  et 
contraires ,  dirigées  dans  le  plan  horizontal ,  et  per- 
pendiculaires à  sa  longueur;  la  valeur  commune  de 
ces  deux  forces  sera  la  mesure  de  la  force  de  torsion 
qui  leur  fait  équilibre.  Or,  les  expériences  de  Cou- 
lomb ont  prouvé  que  le  fil  de  suspension  restant  le 
même,  cette  force  de  torsion  est  proportionnelle  à 
l'angle   BCA  ;  en   prenant  donc   l'angle  droit   pour 
unité,  appelant  h  la  force  de  torsion  qui  répond  à 
cet  angle  ,   et   désignant  par  0  l'angle   BCA ,   cette 
force,  dans  la  position  ACA'  du  levier,  sera  égale 
à  M  :  ainsi ,  dans  cette  position ,  la  torsion  du  fil 
de  suspension  équivaudra  à  deux  forces  égales  à  ^9, 
horizontales  ?  perpendiculaires  à   ACA/,   appliquées 
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aux  points  A  et  A%  et  tendantes  à  ramener  le  le- 
vier à  la  ligne  de  repos  BCB'. 

Cela  posé,  approchons  du  levier  deux  sphères  ho- 
mogènes d'une  même  matière ,  d'un  même  diamè- 
tre, et  symétriquement  placées  de  part  et.  d'autre 
de  la  ligne  BCB'.  Soient  0  et  0'  leurs  centres  si- 
tués dans  le  plan  horizontal  qui  contient  le  levier, 
à  égale  distance  de  C,  et  sur  une  droite  OCQ' :  menée 
par  ce  point.  L'attraction  de  ces  deux  corps  va  écar- 
ter le  levier  de  la  ligne  BCB';  et,  à  cause  que  tout 
est  semblable  autour  du  centre  C ,  la  droite  ACÀ' 
tournera  autour  de  ce  point,  qui  restera  immobile. 
A  mesure  que  le  levier  s'écartera  de  la  ligne  de 
repos,  la  force  de  torsion  augmentera.  11  existe  une 
position  dans  laquelle  cette  force  ferait  équilibre  à 
l'attraction  des  deux  sphères;  mais  comme  le  levier 
atteint  cette  position  avec  une  vitesse  acquise,  il  la 
dépasse ,  et  il  oscille  ,  de  part  et  d'autre ,  à  la  ma- 
nière d'un  pendule  horizontal.  L'observation  fait 
connaître  la  durée  d'une  oscillation  entière.  En  corn-» 
parant  la  longueur  de  ce  pendule  à  celle  d'un  pen- 
dule ordinaire  qui  oscillerait  dans  le  même  temps, 
on  en  conclut  le  rapport  de  la  force  d'attraction  de 
chaque  sphère  à  la  pesanteur;  et,  par  suite,  on  a 
le  rapport  de  la  masse  de  cette  sphère  à  celle  de 
la  terre.  L'équation  qui  sert  à  déterminer  ce  rap- 
port est  facile  a  former,  ainsi  qu'on  va  le  voir. 

253.  Les  deux  sphères  mobiles  dont  les  centres  sont 
en  A  et  A',  étant  sollicitées  par  les  mêmes  forces,  et 
ayant  le  même  mouvement  autour  du  point  fixe  C , 
il  suffira  de  considérer  le  mouvement  du  centre  de 
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l'une  d'elles,  du  point  A,  par  exemple;  soient  donc 

comme  dans  le  problème  précédent, 

CA  =  a,       CO  =  c,       BCO  =  y; 

appelons  m*  la  masse  de  la  sphère  attirante  dont  le 
centre  est  en  0,  et/  le  coefficient  de  l'attraction  uni- 
verselle ;  au  bout  d'un  temps  quelconque  t,  désignons 
par  8  l'angle  ACB,  et  par  z  la  distance  AO,  nous 
aurons 

z*  =  a%  -f-  c*  — ■  nac  cos  (y  —  8  )  ; 

et  la  force  accélératrice  provenant  de  l'attraction  di- 

frri 
rigée  suivant  AO  sera  -— .  Je  la  décompose  en  deux 

autres  forces ,  Tune  dirigée  suivant  le  prolongement 
de  CA,  et  l'autre  perpendiculaire  à  CA.  Cette  dernière 

composante  sera  égale  k*—r  sm  CAO,  c'est-à-dire, 

■F    ' 

à   —3-  sin  (y  —  8  ) ,  en  j  mettant  pour  sin  CAO  sa 

valeur  déduite  du  triangle  COA.  Si  l'on  retranche  de 
cette  composante  tangente  à  la  trajectoire,  la  force 
de  torsion  hQ  qui  lui  est  directement  opposée,  et  si 
Ton  observe  que  l'arc  BA  décrit  par  le  mobile  est  égal 
à  av  ,  on  aura 

d2Ù  fmc    .      .  «  /A 

a  le  —  ~j~ sm  (  >  ~  8  )  *~~  m  > 

pour  l'équation  du  mouvement  (  n°  i52  ). 

L'attraction  de  la  masse  ni   étant  une  très  petite 
force,  l'angle  8  dont  elle  écarte  le  levier  ACA'  de  sa 
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ligne  de  repos  sera  très  petit.  En  appelant  b  la  dis- 
tance BO ,  ou  la  valeur  de  z  qui  répond  à  6  =  0,  de 
sorte  qu'on  ait 

b*  =  a*  +  c*  —  lac  cos  y  9 

et  développant  suivant  les  puissance  de  8 ,  il  vient 

sin  (y — 6)        sin  y      _.  '<   ,  .  B 

--3 =  -rf—  l(a  +  c)  cos  >  —  2ac— acsinsy]  p  -f  etc. 


Si  donc ,  on  fait ,  pour  abréger , 

bà 


ITÏI  C 

[(<za+  c9)  cos  y  —  iclc  —  ac  sina^]  J-jT-  +  h  =gf, 


frric  sin  y   ___    -   . 

et  qu'on  néglige  les  puissances  de  0  supérieures  à  la 
première  ,  l'équation  du  mouvement  deviendra 

d'où  l'on  tire ,  en  intégrant , 

6  =  £  +  A:  cos  (*.  y/|  +  ^)  ; 

k  et  £'  étant  les  deux  constantes  arbitraires, 

D'après  cette  valeur  de  8 ,  le  plus  petit  et  le  plus 
grand  écart  du  levier  ACA',  à  partir  de  la  ligne  BCB', 
seront  €  +  k  et  C  —  k  ;  et,  si  l'on  tire  la  ligne  DCD', 
telle  que  l'angle  BCD  soit  égal  à  S?  le  levier  fera ,  de 
part  et  d'autre  de  cette  droite ,  des  oscillations  égales 
et  isochrones  dont  l'amplitude  sera  la  constante  k  : 
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on  déterminera  l'angle  C  par  l'expérience  ,  en  mesu- 
rant le  plus  petit  et  le  plus  grand  écart  du  levier ,  et 
prenant ,  pour  cet  angle ,  la  demi-somme  de  ces  va- 
leurs extrêmes  de  S.  La  droite  DCD'  qui  répond  à  ô=£ 
est  la  position  du  levier  dans  laquelle  il  demeurerait 
en  équilibre  ,  s'il  y  parvenait  sans  vitesse  acquise.  La 
durée  de  chaque  oscillation  entière  du  levier,  de  part 
et  d'autre  de  cette  ligne ,  sera  le  temps  pendant  le- 
quel l'angle  t  y  — -f-  k'  augmentera  de  i8o°;enle 
désignant  par  T,  on  aura  donc 


et  cette  durée  T  sera  aussi  donnée  par  l'observation . 

Maintenant ,  si  l'on  appelle  g  la  gravité  ,  et  l  la 

longueur  du  pendule  simple  qui  fait  ses  oscillations 

infiniment  petites  dans  le  temps  T,  on  a  (  n°  182  )* 


T 

=  *  \/j-> 

on  aura  donc 

ga 

=  g'i> 

par  conséquent 

,  à  cause  de 

c 

ë 

_fm           t 

_fm 

' CSÏïï 

Qb* 

s 

nous 

aurons,  finalement, 

m 

Cab3 

m 

clr2  sin  •> 

9 

m  étant  la  masse  de  la  terre  et  r  son  rayon 
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Toutes  les  quantités  contenues  dans  cette  formule 
sont  connues  dans  chaque  expérience;  elle  servira 
donc  à  calculer  le  rapport  de  la  masse  m!  à  celle  de 
la  terre  5  et  connaissant,  en  outre ,  les  volumes  de  ces 
deux  corps  et  la  densité  de  m!f  on  en  conclura  la  den- 
sité moyenne  de  la  terre. 

254.  On  démontre ,  dans  la  Mécanique  céleste , 
que  pour  la  stabilité  de  l'équilibre  de  la  mer,  il  est 
nécessaire  et  il  suffit  que  la  densité  moyenne  de  la 
terre  surpasse  celle  de  l'eau.  C'est  parce  que  cette 
condition  est  remplie ,  que  les  forces  provenant  des 
actions  simultanées  du  soleil  et  de  la  lune  ne  produi- 
sent que  de  petites  oscillations  ;  si  elle  ne  Tétait  pas, 
et  que  la  terre ,  par  exemple,  en  conservant  sa  den- 
sité moyenne ,  fût  recouverte  par  une  mer  de  mer- 
cure ,  l'action  des  moindres  forces  étrangères  au 
sphéroïde  terrestre,  produirait,  dans  ce  fluide,  un 
mouvement  progressif,  de  sorte  que  la  mer ,  au 
lieu  d'osciller,  parcourrait  la  surface  entière  de  la 
terre. 

On  prouve  aussi ,  par  diverses  considérations  ,  que 
la  densité  des  couches  concentriques  du  sphéroïde 
terrestre  doit  croître  en  allant  de  la  surface  au  centre  ; 
d'où  il  résulte  que  sa  densité  moyenne  doit  surpasser 
celle  de  la  couche  superficielle  ;  condition  qui  se 
trouve  effectivement  remplie  ;  car  si  l'on  excepte  les 
métaux,  qui  sont  en  petite  quantité  dans  cette  couche, 
les  densités  des  autres  matières  dont  elle  est  formée , 
sont  toutes  beaucoup  moindres  que  cinq  fois  et  de- 
mie la  densité  de  l'eau.  Mais  il  importe  d'observer 
que  cet  accroissement  de  densité  ne  suppose  pas  l'exis= 
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tence  de  matières  entièrement  différentes  de  celles 
que  nous  voyons  à  la  surface  ,  et  dont  la  densité 
propre  serait  excessivement  grande  :  on  peut  admettre 
que  toutes  les  couches  de  la  terre  sont  formées  d'une 
même  matière  ,  un  peu  compressible ,  ou  d'un  mé- 
lange de  différentes  matières,  comme  à  sa  surface; 
et  dans  cette  hypothèse ,  qui  paraît  la  plus  naturelle  , 
leur  accroissement  de  densité  serait  dû  à  la  conden- 
sation produite  ,  dans  chaque  couche,  par  la  pression 
des  couches  supérieures ,  qui  va  en  augmentant  de 
la  surface  au  centre. 

Dans  l'intérieur  de  la  terre ,  la  loi  de  l'attraction 
dépend  de  la  loi  inconnue  des  densités  ;  en  dehors  , 
elle  varie  sur  le  prolongement  de  chaque  rayon  ,  à 
peu  près  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance 
au  centre  ;  et  d'un  rayon  à  un  autre,  elle  éprouve  en 
même  temps  une  variation  proportionnelle  au  carré 
du  cosinus  de  l'angle  que  chaque  rayon  fait  avec  l'axe 
de  figure  du  sphéroïde  terrestre.  Il  résulte  de  cette 
dernière  variation  qu'à  égale  distance  du  centre  de  la 
terre ,  la  force  appliquée  au  centre  de  la  lune  et  pro- 
venant de  l'attraction  de  ce  sphéroïde ,  n'est  pas  la 
même  dans  toutes  les  directions  du  rayon  vecteur; 
en  sorte  qu'on  peut  considérer  cette  force  comme 
.étant  composée  de  deux  autres ,  l'une  provenant  de 
la  partie  sphérique  de  la  terre  et  qui  est  constante  ou 
ne  varie  qu'à  raison  de  la  distance  à  son  centre,  l'autre 
due  au  renflement  de  la  terre  à  l'équateur  et  qui 
varie  avec  la  direction  du  rayon  par  rapport  à  l'axe 
des  pôles.  Laplace  a  déterminé  la  petite  inégalité  en 
longitude  et  en  latitude,  que   cette  seconde  force 
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produit  dans  le  mouvement  de  la  lune;  on  conçoit 
que  sa  grandeur  doit  dépendre  de  l'applatissement 
de  la  terre;  et  en  la  comparant  à  celle  que  l'ob- 
servation a  donnée  ,  on  en  conclut  un  applatisse- 
ment  y™-,  peu  différent  de  celui  qui  résulte  de  l'en- 
semble des  mesures  du  pendule  et  des  degrés  du 
méridien. 

A  la  surface  de  la  terre ,  la  variation  de  la  pesanteur 
provenant  de  celle  de  l'attraction  et  de  la  force  centri- 
fuge, suit  la  même  loi  qu'à  une  distance  quelconque 
du  centre ,  c'est-à-dire  qu'elle  est  proportionnelle , 
comme  nous  lavons  déjà  dit  (  n°  178  ),  au  carré  du 
cosinus  de  la  latitude.  Mais  pour  vérifier  cette  loi  par 
les'  mesures  du  pendule  à  secondes ,  il  faut  que  les 
oscillations  ne  soient  pas  observées  près  d'une  mon- 
tagne ;  car ,  en  même  temps  que  la  composante  ho- 
rizontale de  son  attraction  écarle  le  pendule  de  la 
verticale ,  dans  sa  position  d'équilibre ,  ia  composante 
verticale  de  cette   force  diminue  la  pesanteur,  et, 
conséqueniment,  la  longueur  du  pendule  simple.  En 
évitant  cette  cause  d'anomalie,    on  trouve  encore 
qu'en  certains  lieux   la  longueur  du  pendule  à  se- 
condes s'écarte  de  la  loi  de  variation  donnée  par  la 
théorie  :  ce  qu'on  doit  attribuer  à  ce  qu'en  ces  lieux  , 
la  densité  du  terrein ,  dans  une  étendue  et  une  pro- 
fondeur considérables ,  est  plus  grande  ou  plus  petite 
que  la  densité  générale  de  la  couche  superficielle  ; 
d'où  il  résulte  une  augmentation  ou  une  diminution 
de  la  pesanteur  totale,   et,  par  conséquent,  de  la 
longueur  du  pendule  simple,  qui  est  proportionnelle 
à  son  intensité.  Le  pendule  est  donc  aussi  un  instru- 
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ment  de  Géologie,  qui  annonce,  par  ses  anomalies r 
des  variations  d'une  grande  étendue  dans  la  nature 
du  sol. 

Au  reste,  il  faut  observer  que  la  loi  du  décroisse- 
ment  de  la  pesanteur,  proportionnel  au  carré  du  co- 
sinus de  la  latitude ,  en  allant  du  pôle  à  l'équaîeur  f 
suppose  qu'on  prend  pour  la  surface  de  la  terre  le 
prolongement  du  niveau  des  mers,*  et  comme  les 
lieux  des  continens  où  se  font  les  observations  s'élè- 
vent à  des  hauteurs  différentes  au-dessus  de  ce  niveau, 
il  est  nécessaire  de  réduire  les  longueurs  observées , 
à  celles  qui  auraient  lieu  à  ce  niveau-même  sur 
chaque  verticale.  Cette  réduction  se  fait  ordinaire- 
ment en  augmentant  la  pesanteur  et  la  longueur  du 
pendule  à  secondes  ,  dans  le  rapport  du  carré  de  la 
distance  du  lieu  de  l'observation  au  centre  de  la  terre, 
au  carré  de  cette  même  distance  diminuée  de  la  hau- 
teur de  ce  lieu  au-dessus  du  niveau  des  mers;  ce  qui 
revient  à  négliger  l'attraction  de  la  couche  déterre 
comprise  entre  la  surface  du  continent  et  le  prolon- 
gement de  la  surface  des  mers.  On  va  voir,  dans  le 
numéro  suivant,  que  cette  correction  est  trop  grande 
de  près  de  moitié. 

^55.  Soient  AM'B  (  fig.  59  )  la  surface  d'un  conti- 
nent, DAMBE  le  niveau  des  mers  et  son  prolongement, 
et  C  le  centre  de  la  terre  ;  soient  aussi  M'  le  lieu  de 
l'observation,  et  M  le  point  où  le  rayon  CM'  ren- 
contre ce  prolongement;  M'M  sera  la  hauteur  du 
point  M  au-dessus  de  la  surface  des  mers ,  que  je 
représenterai  par  k,  et  qui  sera  donnée  par  un  nivel- 
lement ou  par  des  mesures  barométriques.  Si  M'  était 
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très  voisin  de  la  mer,  la  pesanteur  pourrait  être  un  peu 
diminuée  et  sa  direction  un  peu  dérangée ,  à  cause 
que  la  densité  de  l'eau  est  moindre  que  celle  du  ter- 
rein;  mais  je  supposerai  que  cela  n'ait  pas  lieu,  et  je 
supposerai  aussi  qu'autour  du  point  M' la  surface  du 
tei  rein  soit  horizontale  ou  sensiblement  perpendicu- 
laire au  rayon  CM',  et  que  sa  densité  soit  uniforme. 
Il  s'agira  de  calculer  Fattraction  exercée  au  point  M', 
par  la  couche  AM'BM,  élevée  au-dessus  du  niveau 
des  mers.  Dans  ce  calcul,  on  poura  faire  abstraction 
de  la  courbure  de  cette  couche  et  de  la  variation  de 
son  épaisseur,  ou,  autrement  dit,  on  pourra  consi- 
dérer l'épaisseur  de  cette  couche  comme  constante 
et  égale  à  h ,  dans  toute  l'étendue  où  son  attrac- 
tion peut  être  sensible.  Je  représenterai  par  c  le 
rayon  de  cette  étendue ,  et  par  p'  la  densité  de  la 
couche. 

Cela  posé,  soit  K  un  point  quelconque  de  la  couche 
attirante  ;  désignons  par  z  et  j  ses  distances  à  la  sur- 
face du  terrein  et  au  rayon  CM'  ;  et  décrivons  deux 
surfaces  cylindriques  qui  aient  MM'  pour  axe  com- 
mun, et  dont  les  rayons  soient  j  e\.y-\-dy.  Le  volume 
compris  entre  ces  deux  surfaces  aura  27rjdj  pour 
base  et  dz  pour  hauteur;  et  si  on  le  décompose  en 
anneaux  horizontaux  d'une  épaisseur  infiniment 
petite ,  le  volume  de  l'anneau  qui  répondra  au  point 
K  sera  2rfydydz,  et  sa  masse  iir^ydydz.  L'attraction 
de  cet  anneau  sur  un  point  matériel  situé  en  M'  se 
réduira  à  une  force  dirigée  suivant  MM',  qui  sera 
égale  à  la  somme  des  composantes  verticales  des  at- 
tractions de  tous  ses   points;  et  comme,  pour  le 
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point  quelconque  R;  on  a 


KM'  =  V>a  +  *%       cos  mm  = , 

V  y*  -f  ? 

la  force  accélératrice   provenant  de   l'attraction  de 
l'anneau  entier,  aura  pour  valeur 


A     > 


Cr2  +  ?î 

f  étant  toujours  le  coefficient  de  l'attraction  uni- 
verselle. Par  conséquent,  pour  avoir  l'attraction  de 
la  couche  que  nous  considérons,  il  faudra  intégrer 
cette  formule  depuis  z  =  o  jusqu'à  z  =  h ,  et  de- 
puis jr  =  o  jusqu'à  y  =  c  ;  ce  qui  donne 

k'  =  ztfff'Çc  +  h  —  \/c*  +  h>) , 

en  désignant  cette  force  par  k'.  Mais,  en  général, 
l'épaisseur  verticale  de  la  couche  attirante  est  pe- 
tite, eu  égard  à  son  rayon  horizontal;  si  donc  on 
néglige  h*  par  rapport  à  ca,  on  aura  simplement 

k'  =  27rfp'h. 

Soit  k  l'attraction  exercée  au  point  M  par  la  par- 
tie de  la  terre  qui  se  termine  au  niveau  des  mers, 
et  r  le  rayon  CM  ;  cette  attraction  au  point  M'  de- 
viendra 

En  désignant  la  pesanteur  et  la  composante  verti- 
cale de  la  force  centrifuge  par  g  et  y  au  point  M ,  et 
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par  g'  et  y'  au  point  M',  on  aura  donc 

g ■  =±  k  -  y,     g'  =  |^  +  k'  —  y'. 

Je  développe  le  premier  terme  de  g'  suivant  les  puis- 
sances de  h,  puis  je  retranche  g1  de  g  ,  et  je  néglige 
le  carré  de  h  et  la  petite  différence  y* —  y;  il  vient 

g   —  g    =  — k- 

A  cause  de  la  petitesse  du  facteur  -  ,  on  peut  faire 

k  =  g'  dans  le  premier  terme  de  cette  formule;  dans 
la  petite  quantité  kf,  on  peut  aussi  supposer 

4»7/r  __  \j 
3       —  o  •> 

en  désignant  par  p  la  densité  moyenne  de  la  terre,  et 
prenant  -~-  pour  son  volume;  il  en  résultera  alors 

et,  par  conséquent, 

/  /         ,      ih  3p'h\ 

C'est  donc  par  le  facteur  compris  entre  les  pareil - 

thèses,  et  non  par  le  facteur  1  -{ ,  comme   on  a 

coutume  de  le  faire,  qu'on  devra  multiplier  îa  pesan- 
teur g'  qui  a  lieu  sur  un  continent,  à  une  hauteur  h 
au-dessus  du  niveau  des  mers ,  pour  la  réduire  à  ce 
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niveau.  On  peut,  en  général,  évaluer  pf  à  la  moitié 

de  p,  et  prendre,  en  conséquence,  1  +  j-  pour  ce 

facteur.  À  Paris ,  l'élévation  h  du  point  de  l'Obser- 
vatoire où  se  trouve  le  baromètre,  est  de  63  mètres; 
d'où  il  résulte  que  îa  gravité  et  la  longueur  du  pen- 
dule à  secondes  y  sont  moindres  qu'au  niveau  des 
mers,  dans  le  rapport  de  l'unité  à  1,00001 25. 
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SECONDE   PARTIE 


CHAPITRE  PREMIER. 

DE  L'ÉQUILIBRE  D'UN   CORPS   SOLIDE» 

256.  Il  n'y  a  pas  de  corps  solide,  dans  la  nature,  qui 
ne  soit  plus  ou  moins  compressible,  et  qui  ne  change 
de  forme  lorsqu'il  est  soumis  à  des  forces  qui  se  font 
équilibre.  Mais  quand  le  corps  solide  que  nous  al- 
lons considérer  aura  pris  la  forme  convenable,  on 
pourra  regarder  les  points  d'application  des  forces 
qui  le  sollicitent  comme  un  système  de  forme  inva- 
riable ;  et  c'est  à  cet  état  que  répondront  les  coordon- 
nées de  ces  différens  points,  qu'on  supposera  con- 
nues, et  qui  entreront  dans  les  équations  d'équilibre* 

Soient  M,  M',  Mf/,  etc.,  ce  système  de  points  ma- 
tériels. Pour  chaque  point  on  aura  sept  quantités  à 
considérer,  savoir,  ses  trois  coordonnées,  la  force 
qui  le  sollicite,  et  les  trois  angles  qui  en  détermi- 
i.  3a 
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lient  la  direction.  Je  désignerai  par  P  la  force  qui  est 
appliquée  au  point  M,  et  dont  la  direction  sera  la 
droite  MD  (fîg.  60);  par  oc, y,  z,  les  trois  coordon- 
nées OG ,  GH ,  HM ,  du  point  M ,  rapportées  aux  axes 
rectangulaires  Ox,  Ojr ,  Oz;  et  par  a,  ë,  y ,  les  an- 
gles aigus  ou  obtus  que  fait  la  droite  MD ,  avec  des 
parallèles  à  ces  axes,  menées  par  le  point  M.  Relati- 
vement aux  autres  points  M',  M",  etc.,  je  représente- 
rai les  quantités  analogues  par  les  mêmes  lettres  avec 
des  accens. 

Cela  posé,  avant  de  chercher  les  conditions  d'équi- 
libre des  forces  données  P,  P',  Pf/,  etc. ,  nous  allons 
transformer  ce  système  de  forces  en  trois  autres,  dont 
l'un  sera  composé  de  forces  parallèles  à  l'axe  0zf  un 
autre  de  forces  parallèles  à  l'axe  Ojr  et  dirigées  dans 
le  plan  des  x  et  jy  et  le  troisième  de  forces  dirigées 
suivant  l'axe  Ox. 

2  5y.  Décomposons  chacune  des  forces  P,  P', 
P",  etc. ,  sans  changer  son  point  d'application  ,  en 
trois  forces  parallèles  aux  axes  des  x ,  jr9  z;  P  cos  a.  9 
P'  cos  et' ,  P''  cos  et",  etc. ,  seront  les  forces  parallèles  à 
Taxe  Ox;  P  cos  £ ,  P'  cos  €',  P"  cos  S",  etc.,  les  forces 
parallèles  à  l'axe  Oj;  P  cos  y,  P'  cos  y',  P"cos  yh ',  etc., 
les  forces  parallèles  à  l'axe  Oz  ;  et  l'on  pourra  d'abord 
remplacer  les  forces  données  par  ces  trois  groupes  de 
forces  parallèles. 

Sans  altérer  le  système  de  forces  que  l'on  consi- 
dère, il  est  permis  d'appliquer  en  un  même  point 
deux  forces  égales  et  contraires.  J'applique  donc  au 
point  M  deux  forces  parallèles  à  l'axe  Oz,  égales  et 
opposées,  et  que  je  représente  par  g  et  —  g.  Je  corn- 
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pose  la  force  g  qui  agit  suivant  MC ,  avec  la  force 
Pcosa,  dirigée  suivant  MA  parallèle  à  Ox;  soient 
ME  la  direction  de  leur  résultante ,  et  K  le  point  où 
son  prolongement  vient  rencontrer  le  plan  des  x  et  y. 
Je  transporte  son  point  d'application  en  ce  point  K , 
puis  je  la  décompose  en  deux  forces  parallèles  aux 
axes  des  x  et  z  ;  ce  qui  reproduit  les  forces  P  cos  cl 
et  g  ;  mais  la  force  P  cos  cl  est  maintenant  dirigée 
suivant  la  projection  sur  le  plan  des  x  et  y,  de  sa 
première  direction  ;  et  la  force  g  est  appliquée ,  per- 
pendiculairement à  ce  plan ,  au  point  K  de  cette  pro- 
jection, dont  les  coordonnées  sont  faciles  à  déter- 
miner. 

En  effet ,  H  étant  la  projection  du  point  M  sur  le 
plan  des  œ  et  y,  ses  coordonnées  seront  x  et  y,  et  l'on 
aura  y  et  x  —  KH  pour  celles  du  point  K,  puisque 
ces  deux  points  appartiennent  à  une  même  parallèle 
à  l'axe  des  x.  Or,  en  considérant  le  rectangle  KNMH, 
dont  la  diagonale  KM  est  la  direction  de  la  résultante 
des  forces  g  et  P  cos  et ,  qui  agissent  suivant  les  côtés 
KN  et  KH ,  on  a  la  proportion 

KH  :  HM   ::   P  cos  a  :  g  ; 

d'où  Ton  tire 

■wr-rw                   3P   COS    Ct 
JVJl    — 

a  cause  de  HM  =  z.  Les  coordonnées  du  point  d'ap- 
plication K  de  la  force  g ,  dans  le  plan  des  x  et  y  7 
sont  donc 

zP  cos  a 

y     et    x  — . 

32.. 
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En  opérant  de  la  même  manière  sur  les  forces 
P  cos  £  et  — g ,  la  première  sera  transportée  dans  le 
plan  des  oc  et  y  suivant  la  projection  de  sa  première 
direction ,  et  les  coordonnées  du  nouveau  point  d'ap- 
plication  de  la   force  —  g,  dans  ce  même  plan, 

seront 

+  zP  cos  £ 
et     oc. 

g 

On  transportera  par  le  même  moyen  toutes  les 
forces  P'cos  a/,  P"  cos  a!',  etc.,  P'cos  £',  P"  cos  £",  etc., 
dans  le  plan  des  oc  et  y;  chacune  de  ces  forces  agira 
suivant  la  projection  sur  ce  plan  ,  de  sa  direction  pri- 
mitive, qui  pouvait  être  au-dessus  ou  au-dessous  de 
ce  même  plan  ;  et  Ton  aura  de  plus  autant  de  couples 
de  forces  g'  et  —  g* ,  g"  et  —g",  etc.,  qu'il  y  a  de 
points  M7,  M",  etc.  Les  coordonnées  des  points  d'ap- 
plication de  ces  dernières  forces,  dans  le  plan  des  oc 
et  y,  se  déduiront  de  celles  qui  répondent  aux  forces 
g  et  — g,  en  accentuant  les  lettres  x,  y,  z9  g,  P, 

et  ,    b  . 

^58.  Maintenant ,  par  une  semblable  opération , 
faite  sur  les  forces  P  cos  et ,  P'  cos  et',  Pr/  cos  a!'9  etc. , 
parallèles  à  l'axe  des  oc,  et  comprises  dans  le  plan  des 
oc  et  y,  on  les  transformera  en  deux  groupes  de 
forces,  dont  l'un  se  composera  de  forces  parallèles  à 
l'axe  Oy,  et  l'autre  de  forces  dirigées  suivant  l'axe  Ooc. 

Ainsi ,  au  point  H  (fig.  61) ,  où  agit  la  force  Pcos  et 
suivant  la  direction  HF,  j'applique  des  forces  paral- 
lèles à  Oy  et  représentées  par  h  et  —  h  ;  je  compose 
la  force  h,  dirigée  suivant  HB,  avec  la  force  Pcos  a; 
je  transporte  le  point  d'application  de  leur  résultante 
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au  point  Q ,  où  le  prolongement  de  sa  direction  HK 
vient  rencontrer  l'axe  Ox;  puis  je  la  décompose  sui- 
vant les  directions  rectangulaires  Qx  et  Qjr,  ce  qui 
reproduit  en  ce  point  Q  les  forces  P  cos  a  et  h.  D'ail- 
leurs, on  aura 

GQ  :  GH   ::  P  cos  a  :  h; 
et ,  à  cause  de  OG  =  x  et  GH  =y,  on  en  conclura 

OQ   =   X   —J—ll r 

pour  l'abscisse  du  point  Q. 

La  force  P  cos  et,  dont  la  direction  était  H  F  ,  sera 
donc  remplacée  par  une  force  P  cos  a,  qui  agira 
suivant  l'axe  Ox ,  et  deux  forces  h  et  —  h ,  perpen- 
diculaires à  cet  axe,  et  appliquées  à  des  points  Q  et  G 
dont  les  positions  sont  connues.  Il  en  sera  de  même 
à  l'égard  des  autres  forces  P'  cos  a' ,  P"  cos  a!' ,  etc. , 
parallèles  à  l'axe  des  x ,  et  comprises  dans  le  plan 
des  x  et  jr  9  qui  seront  aussi  remplacées  par  des 
forces  P'  cos  aï,  Pf/  cos  a",  etc. ,  dirigées  suivant  la 
droite  Ox ,  et  par  des  couples  de  forces  h'  et  —  h' >  h" 
et  —  h",  etc»,  parallèles  à  l'axe  Oj. 

25g.  Nous  voyons  donc  que  par  ces  deux  opéra- 
tions successives,  les  forces  données  seront  transfor- 
mées, comme  on  l'avait  dit,  en  trois  groupes  de 
forces,  dirigées  suivant  l'axe  desx,  perpendiculaires  à 
cet  axe  et  comprises  dans  le  plan  des  x  ety,  et  per- 
pendiculaires à  ce  plan. 

Dans  cette  transformation,  la  force  quelconque  P  se 
trouvera  remplacée  par  six  autres  forces,  qui  seront  : 

i°.  Les  trois  forces  Pcos^,  g,  —  g,  parallèles  à 
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l'axe  des  z9  et  dont  les  points  d'application  sur  îe 
plan  des  x  et  y  ont  pour  coordonnées  rapportées 
aux  axes  Ox  et  Oj  ,  savoir  :  celui  de  la  première ,  x 

et^;  celui  de  la  deuxième,  x et^*;  celui 

,     ,           .  .>                                ,     zP  COS  et 
de  la  troisième  ,  x  et    r  H- . 

2°.  Les  deux  forces  P  cos  6  — h  et  h9  parallèles  à 

l'axe  desj^,  comprises  dans  le  plan  des  x  et  jr9  et  qu'on 

peut  supposer  appliquées  à  l'axe  des  x  ;  la  première 

à  la  distance  x  du  point  0  9  et  la  seconde  à  la  distance 

rP  cos  a 

X  h  ' 

3°.  La  force  P  cos  et,  dirigée  suivant  l'axe  des  x9  et 
dont  on  pourra  transporter  le  point  d'application  en  0. 

260.  Il  est  facile  actuellement  de  former  les  équa- 
tions d'équilibre  des  forces  données  P,  P',  P",  etc. , 
ou  des  trois  groupés  de  forces  qu'on  vient  de  leur 
substituer. 

On  doit  d'abord  remarquer  que  cet  équilibre  ne 
peut  exister,  à  moins  qu'il  n'ait  lieu  séparément 
dans  chacun  de  ces  trois  groupes  de  forces.  En  effet , 
si  les  forces  parallèles  à  Taxe  des  z  ne  se  détruisaient 
pas  entre  elles ,  et  que  cependant  l'équilibre  de  toutes 
les  forces  données  fût  possible,  on  pourrait,  sans 
troubler  cet  équilibre,  rendre  fixe  une  droite  tracée 
dans  le  plan  des  x  et  y9  mais  alors  les  forces  com- 
prises dans  ce  plan  seraient  détruites  y  soit  parce 
qu'elles  rencontreraient  cet  axe  fixe,  soit  à  cause 
qu'elles  lui  seraient  parallèles.  On  pourrait  donc  les 
supprimer;  et,  cela  fait,  l'équilibre  serait  rompu, 
contre  l'hypothèse,  puisque  rien  n'empêcherait  plqs 
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les  forces  perpendiculaires  au  plan  des  x  et  jr  de  faire 
tourner  le  corps  solide  autour  de  l'axe  fixe;  par  con- 
séquent, l'équilibre  est  impossible  tant  que  ces  der- 
nières forces  ne  se  détruisent  pas  séparément.  Cela 
étant,  on  verra  de  même  que  l'équilibre  ne  peut  exister 
entre  les  forces  comprises  dans  le  plan  des  x  et  y , 
sans  que  les  forces  parallèles  à  Taxe  des  7  ne  se  dé- 
truisent entre  elles;  car  s'il  avait  lieu,  et  que  cette 
condition  ne  fut  pas  remplie ,  on  fixerait  un  point  de 
Taxe  des  x,  qui  détruirait  toutes  les  forces  dirigées 
suivant  cette  droite  :  rien  n'empêcherait  plus  les 
forces  perpendiculaires  à  cette  droite,  de  faire  tourner 
le  système  autour  de  ce  point;  en  sorte  que  l'équilibre 
se  trouverait  détruit  par  l'addition  d'un  point  fixe,  ce 
qui  serait  absurde. 

Cela  posé,  si  le  corps  solide  que  nous  considé- 
rons est  entièrement  libre,  il  faudra  d'abord  (nc57), 
pour  l'équilibre  des  forces  parallèles  P  cos  y9  P'cos  y'  9 
P"  cos  >",  etc.,  g  et  —  g,  g'  et  —  g',  g"  et 
—  g",  etc. ,  que  leur  somme  soit  nulle  ;  ce  qui 
donne 

P  cos  y  -f-  F  cos  y'  +  P"  cos  y"  +  etc.  =  o. 

Il  faudra,  en  outre,  que  les  sommes  de  leurs  mo- 
mens  par  rapport  au  plan  des  x  et  z  et  à  celui  des 
y  et  z9  qui  sont  parallèles  à  ces  forces,  soient  aussi 
nulles.  Or,  par  rapport  au  premier  plan ,  on  a 

yV  cos  y  +  y'W  cos  yf  -+-  yP"cos  y"  +  etc. , 

pour  la  somme  des  momens  des  forces  P  cos  y , 
P'  cos  y',  Pr/  cos  y",  etc,  ;  celle  des  momens  des  forces 
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g;   g'f  g",    ^tc,  est 


W  +  ëY  +  gY'  +  etc'  5 


s 


—  g{i  +  —^—)  —  ë\r  H — j— )—  etc., 


et  la  somme  des  momens  des  forces  —  g  ,  —  g\ 
—  g",  etc, ,  a  pour  valeur 

2PcOs£\  ,  /     ,      .      z'P'cOsC 

1-)-s{r  +  — 

d'après  les  coordonnées  des  points  d'application  de 
ces  diverses  forces.  On  a  donc ,  en  ajoutant  ces  trois 
sommes  et  réduisant, 

P(  jrcos  y —  z  cos  ë)  +P'(jrcos?y — z'cos  ë')  +  etc.=  o; 

et  Ton  trouvera  de  même ,  en  formant  la  somme  des 
momens  des  mêmes  forces,  par  rapport  au  plan  des 
j  et  z,  et  régalant  à  zéro , 

¥(pccosy — zcos»)+P'(.r'cos}/ — z'cos«/)+etc.=o. 

Quant  aux  forces  P  cos  €  —  h ,  P'  cos  ë'  —  h! , 
Pr/cosg" —  h",  etc.,  et  h,  hf,  h",  etc.,  parallèles  à 
l'axe  des  jr9  et  toutes  comprises  dans  le  plan  des  x 
et  jr,  il  n'y  aura  que  deux  équations  d'équilibre  (n°  57): 
il  suffira  que  leur  somme  soit  égale  à  zéro,  ce  qui 
donne 

P  cos  g  +  F  cos  ë'  -f-  P"  cos  £"  +  etc.  =  o , 

et  que  la  somme  de  leurs  momens,  par  rapport  au 
plan  des  y  et  z7  soit  aussi  égale  à  zéro.  Or,  par 
rapport  à  ce  plan ,  la  somme  des  momens  des  pre~ 
mières  forces  est 

x  (P  cos  ë  —  h)  +  x'  (P'  cos  ë'  —  V)  +  etc.  =  o  ; 
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celle  des  momens  des  forces  h,  h',  h",  etc.,  est, 
en  même  temps, 

,  /  Vr  cos  ct\         7  /  /    /         PV  cos  ct\ 

hix ^—j —  )  +  h' [ce ^-p )  +  etc. , 

d'après  leurs  distances  à  l'axe  des  r  ;  par  conséquent, 
en  égalant  la  somme  totale  à  zéro,  on  aura 

J*(ac  cos  ë — y  cos  cl)  +P'(#'cos  £' — j-'cos  a')  -j-  etc.=  o. 

Enfin,  pour  l'équilibre  des  forces  dirigées  sui- 
vant Taxe  des  x  >  il  suffira  que  leur  somme  soit 
nulle;  d'où  il  résulte 

P  cos  et  -j-  P'  cos  et1  -f-  Pr/  cos  al'  -f-  etc.  =  o. 

Telles  sont  les  six  équations  nécessaires  et  suffi- 
santes pour  l'équilibre  d'un  corps  solide  entière- 
ment libre  et  sollicité  par  des  forces  quelconques , 
qu'il  s'agissait  d'obtenir. 

261.  En  faisant,  pour  abréger, 

P  cos  ci  +  P'  cos  cl'  +  Pr/  cos  a"  +  etc.  =  X , 
P  cos  g  +  F  cos  €'  +  P"  cos  S"  +  etc.  =  Y , 
P  cos  y  4-  P'  cos  y  +  P"  cos  y"  +  etc.  ==  Z , 

P(.r  cos  £ — j  cosct)+P'(.r'cos£' — jr'cosa'j+etc.^L , 
P(  z  cos  et — ,rcosy+P'(jz;'cosa' — .r'cosy)-f-etc.=M, 
P(jr  cos  y  —  z  cos  £)+P'(c7r/eosy — z'cos  £')+  etc.=N , 

ces  équations  d'équilibre  deviendront 

X  =  o,  Y=o,  Z  =  o,  L  =  o,  M  =  o,  N=o.   (1) 

On  peut  remarquer  que  ces  quantités  L,  M,  N,  ainsi 
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que  Z,  Y,  X,  se  déduisent  les  unes  des  autres  par  la 

règle  du  n°  22. 

Ces  six  équations  renferment  des  conditions  d'équi- 
libre communes  à  tous  les  systèmes  de  points  maté- 
riels, entièrement  libres;  car,  quelle  que  soit  la  nature 
d'un  pareil  système ,  ou  la  liaison  mutuelle  des  points 
qui  le  composent,  il  est  évident  qu'on  ne  troublera 
pas  leur  équilibre  en  rendant  leurs  distances  in- 
variables ,  sans  changer  leurs  coordonnées ,  ni  les 
forces  qui  les  sollicitent.  Par  conséquent,  les  équa- 
tions d'équilibre  d'un  système  de  forme  invariable, 
qui  ont  lieu  entre  ces  quantités  ,  doivent  encore 
subsister  pour  tout  autre  système;  mais  alors  elles  ne 
sont  plus  suffisantes  ;  et  il  y  faut  joindre  d'autres  con- 
ditions spéciales  pour  chaque  système  en  particulier, 
qui  serviront,  comme  on  le  verra  par  la  suite,  à  dé- 
terminer les  positions  relatives  de  ses  difFérens  points 
dans  l'état  d'équilibre. 

262.  Quand  les  forces  données  sont  toutes  paral- 
lèles entre  elles ,  les  angles  qu'elles  font  avec  chacun 
des  axes  Qx ,  Ojr ,  Oz ,  sont  égaux  ou  supplémen- 
taires, selon  que  ces  forces  agissent  dans  le  même 
sens  ou  en  sens  contraire;  on  peut  les  supposer 
égaux,  en  considérant,  en  même  temps ,  comme 
positives  les  forces  qui  agissent  dans  un  sens ,  et 
comme  négatives  celles  qui  agissent  dans  le  sens  op- 
posé (n°  11);  on  aura  donc  alors 

cLz==a!=ct!',  etc.,  £= £'=£",  etc.,  yz=yf=zyf,?  elc; 

au  moyen  de  quoi  les  trois  premières  équations  (1) 
se  réduisent  à  une  seule,  savoir  : 
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P  +  P'  +  P"  +  etc.  =  o, 

et  les  trois  autres  deviendront 

(P*  -f-  PV4-PV'+etc.)cos£=(Pjr-f-  P'/  4-  Py+etc.)cos  cl, 
(Pz  -J-  Yz  4-  Y'z"  -hetc.)cosa=  (Pa:4-  PV+P"ar"-f  etc.)cosy, 
(Pjr-f-  P>' +  Py'4-  etc.)  cosy  =  (P24-  Yz+Y'z"  -f-  etc.)cos  C. 

Mais  les  équations  d'équilibre  des  forces  parallèles 
étant  seulement  au  nombre  de  trois ,  il  faut  que  ces 
trois  dernières  équations  se  réduisent  à  deux  ;  et,  en 
effet,  si  on  les  ajoute  après  les  avoir  multipliées  par 
cos  y  ,  cos  £  ,  cos  et ,  on  trouve  une  équation  iden- 
tique •  en  sorte  que  l'une  d'elles  est  une  suite  des 
deux  autres. 

Quand  toutes  les  forces  données  sont  comprises 
dans  un  même  plan,  on  peut  prendre  ce  plan  pour 
celui  des  œ  et  y;  alors  les  angles  y,  y'9  y{\  etc.,  sont 
droits,  et  les  coordonnées  z,  z' ,  z",  etc.,  égales  à 
zéro;  ce  qui  fait  évanouir  la  troisième  et  les  deux 
dernières  équations (i).  Dans  ce  cas  particulier,  comme 
dans  le  cas  des  forces  parallèles,  il  y  a  donc  seulement 
trois  équations  d'équilibre,  qui  sont 

X  =  o,      Y  =  o,     L  =  o. 

^63.  Lorsque  les  forces  données  ne  se  font  pas 
équilibre,  on  peut  demander  la  condition  qu'elles 
doivent  remplir  pour  avoir  une  résultante  unique , 
et  quelle  est  cette  résultante. 

Pour  répondre  à  cette  question,  je  désigne  par  R 
cette  force;  par  a,  b ,  c,  les  angles  que  sa  direction 
fait  avec  des  parallèles  aux  axes  Ox,  Oy,  Oz,  menées 
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par  un  de  ses  points ,  qu'on  prendra  pour  son  point 
d'application,  et  dont  les  coordonnées,  rapporte'es  à 
ces  mêmes  axes,  seront  représentées  par  «r,,  jrx ,  z,v 
Cette  force,  prise  en  sens  contraire  de  sa  direction, 
fera  équilibre  aux  forces  données.  Les  équations  (i) 
auront  donc  lieu  en  joignant  à  P,  P',  P",  etc. ,  une 
force  égale  et  contraire  à  R  ;  par  conséquent ,  on 
aura 

X  =  R  cos  a ,     Y  =  R  cos  b ,     Z  =  R  cos  c ,     (2) 

et,  en  outre, 

L  =  R  (xl  cos  b  —  jrt  cos  a) , 
M  =  R  (zt  cos  a  —  œx  cos  c) , 
N  =  R  (  jx  cos  c  —  zx  cos  b) , 

c'est-à-dire,  en  vertu  des  trois  premières  équations, 

Xj,  —  Ya:l  +  L  =  o,   ) 
Zxx  —  Xzt  +  M=  o,   >     (3) 
Yz,  -ZJt   +  N  =  o.    ) 

Les  coordonnées  «rr ,  y\ ,  z, ,  pouvant  appartenir  à 
un  point  quelconque  de  la  droite  suivant  laquelle  est 
dirigée  la  résultante,  ces  trois  dernières  équations 
seront  celles  de  ses  projections  sur  les  trois  plans  des 
coordonnées.  Pour  que  cette  droite  existe,  il  faudra 
donc  qu'elles  se  réduisent  à  deux;  or,  en  les  ajoutant 
après  les  avoir  multipliées  par  Z  ,  Y,  X ,  les  trois  va- 
riables «r, ,  r, ,  2|  7  disparaissent ,  et  l'on  a 

ZL  +  YM  +  XN  =  o;       (4) 

par  conséquent,  il  sera  nécessaire  et  il  suffira  que 
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cette  équation  (4)  soit  satisfaite  pour  que  les  forces 
données  aient  une  résultante  unique  :  quand  elle 
aura  lieu ,  cette  force  sera  déterminée ,  en  grandeur 
et  en  direction  ,  par  les  équations  (2). 

Si  les  trois  sommes  X,  Y,  Z,  des  composantes  pa- 
rallèles aux  axes  des  x  9  j9  z,  sont  nulles,  l'équa- 
tion (4)  sera  satisfaite;  mais  alors  la  résultante  sera 
une  force  infiniment  petite,  située  à  une  distance  in- 
finie des  points  d'application  des  forces  données,  ou  , 
plus  exactement,  ces  forces  se  réduiront  à  deux, 
égales,  parallèles,  agissant  en  sens  contraire,  et  non 
réductibles  à  une  seule  (n°  44)* 

Lorsque  les  trois  sommes  L,  M,  N,  sont  nulles, 
l'équation  (4)  sera  aussi  satisfaite;  et  l'on  voit,  par 
les  équations  (3) ,  que  la  résultante  passera  par  l'ori- 
gine des  coordonnées. 

264.  Quand  la  condition  exprimée  par  l'équa- 
tion (4)  ne  sera  pas  remplie ,  on  y  pourra  satisfaire 
en  joignant  aux  forces  données  une  force  conve- 
nable. Je  supposerai ,  pour  plus  de  simplicité,  qu'elle 
passe  par  l'origine  0  des  coordonnées;  je  la  repré- 
senterai par  Q,  et  par  /\,  ^  ,  v ,  les  angles  qu'elle  fait 
avec  les  axes  Ox ,  O7,  Oz.  Les  quantités  L,  M,  N,  ne 
changeront  pas  par  l'addition  de  cette  force  ,  et  les 
sommes  X,  Y,  Z,  augmenteront  des  termes  Qcos  À  , 
Q  cos  /£,  Q  cos  v.  L'équation  (4)  deviendra  donc 

Q(Lcosy+Mcos^+NcosX)+LZ-f-MY4-NZ  =  o; 

en  sorte  qu'on  y  satisfera  d'une  infinité  de  manières 
différentes,  au  moyen  de  la  force  Q  et  des  angles  A ? 
■f*>,v9  relatifs  à  sa  direction. 
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La  résultante  R  des  forces  Q,  P,  P',  P",  etc.,  et 
sa  position,  se  détermineront  au  moyen  des  équa- 
tions (2)  et  (3) ,  dans  lesquelles  on  mettra  X-{-Qcos À, 
Y  +  Q  cos  /*,  Z  +  Q  cos  v ,  au  lieu  de  X ,  Y ,  Z.  Les 
forces  données  P ,  P',  P",  etc. ,  pourront  donc  être 
remplacées  par  cette  résultante  R  et  une  force  égale 
et  directement  contraire  à  la  force  Q;  d'où  l'on  con- 
clut que  quand  des  forces  données  ne  sont  point  en 
équilibre  ,  ni  réductibles  à  une  force  unique ,  on 
peut  toujours  les  réduire  ,  d'une  infinité  de  ma- 
nières différentes,  à  deux  forces  seulement,  qui  ne 
seront  pas  comprises  dans  un  même  plan ,  sans  quoi 
elles  se  réduiraient  à  une  seule,  contre  l'hypothèse. 
C'est  d'ailleurs  ce  qu'on  voit  immédiatement  par  la 
transformation  du  n°  267  ;  car  les  forces  données  P, 
P',  Pr/,  etc. ,  pourront  être  remplacées  par  la  résul- 
tante des  forces  parallèles  à  l'axe  des  z,  et  par  celle 
des  forces  comprises  dans  le  plan  des  x  et  y  ;  et  l'on 
pourra  ensuite  transformer,  sans  difficulté,  ces  deux 
résultantes  en  deux  autres  forces,  d'une  infinité  de 
manières  différentes.  En  cherchant  la  condition  pour 
qu'elles  se  rencontrent,  on  trouvera  l'équation  (4), 
relative  à  l'existence  d'une  résultante  unique. 

265.  Si  l'on  considère  deux  corps  solides  A  et  A' 
(fig.  62) ,  qui  se  touchent  en  un  point  K  et  s'appuient 
l'un  contre  l'autre ,  et  si  l'on  suppose  qu'ils  soient 
sollicités  par  des  forces  données ,  il  sera  facile  de  dé- 
duire de  ce  qui  précède  les  conditions  de  leur  équi- 
libre. 

Pour  cela>  je  suppose  que  les  six  quantités  X,  Y, 
Z,  L,  M,  N,  du  n°  24,  se  rapportent  au  corps  A,  et 
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je  désigne  par  X',  Y',  Z',  IV,  M7,  N',  ce  qu'elles  de- 
viennent relativement  à  A';  j'appelle  xl9yl9  zl9  les 
coordonnées  du  point  K  rapportées  aux  mêmes  axes 
que  celles  qui  entrent  dans  ces  diverses  quantités; 
par  le  point  K,  je  mène  une  droite  HKH'  perpendi- 
culaire au  plan  tangent  commun  aux  deux  corps  ;  je 
représente  par  a ,  b,  c  9  les  angles  que  fait  la  partie  KH 
de  cette  droite ,  comprise  dans  A  ,  avec  des  parallèles 
aux  axes  des  x ,  y9  z  9  menées  par  ce  même  point  K  : 
toutes  ces  quantités  sont  données ,  et  il  s'agira  de  for- 
mer les  équations  d'équilibre  auxquelles  elles  doivent 
satisfaire. 

Or,  le  corps  A  exercera  sur  Af9  dans  la  direction 
KH',  une  pression  inconnue  que  je  représenterai  par 
R  ;  il  en  éprouvera ,  en  même  temps ,  une  résistance 
égale  et  contraire  à  cette  force  normale.  Si  donc  on 
joint  aux  forces  données  qui  agissent  sur  A  une  force 
R  dirigée  suivant  KH ,  on  pourra  ensuite  faire  abs- 
traction de  A';  et,  de  même,  si  l'on  joint  aux  forces 
appliquées  à  A7  une  force  R  dirigée  suivant  KH',  on 
pourra  aussi  considérer  A'  isolément.  Il  resuite  de  la 
et  des  équations  (i)  qu'on  aura  pour  l'équilibre  de 
ces  deux  corps  les  douze  équations  suivantes  : 

X  -f-Rcostf  =  o,  Y -f- R  cos  6  =  o,  Z+Rcosc=o, 
X'  —  Rcosa=o,  Y' — R  cos  6  =  0,  71—  Rcosc=o, 
L  +  R  [pcx  cos  h  —  yx  cos  a)  =  o, 
M  -f-  R(z,  cos  a  —  xticm  c)  =o, 
N  +  R  ( y%cos  c —  z,  cos  b)  =  o, 
L'  — R(xTcos&  — yt  cos  a)  ==o, 
W  —  R(z,  cos  a  —  a^cos  c)  =o, 
N'  — R  (jTiCOs  c  —  s,  cos  b)  =o, 
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qui  se  réduiront  à  onze  par  l'élimination  de  R.  Après 
que  ces  onze  équations  d'équilibre  auront  été  véri- 
fiées, Tune  des  précédentes  fera  connaître  la  valeur 
de  R,  qui  devra  être  une  quantité  positive  pour 
que  les  deux  corps  s'appuient  réellement  l'un  contre 

l'autre. 

Ces  douze  équations  donnent  immédiatement 

X  +  X'  =  o,     Y  +  Y'  =  o,     Z  +  Z'  =  o, 

L   +  L'  =  o,     M  +  M'  =  o,     N  +  N'  =  o; 

ce  qui  résulte  aussi  des  conditions  d'équilibre  com-. 
mimes  à  tous  les  systèmes  entièrement  libres ,  comme 
celui  des  deux  corps  A  et  A'  (n°  261). 

On  trouvera  pareillement  les  équations  d'équilibre  . 
d'un  nombre  quelconque  de  corps  solides,  dont  plu- 
sieurs s'appuient  l'un  contre  l'autre;  et  il  est  aisé  de 
voir  que  le  nombre  de  ces  équations  sera  égal  à  six 
fois  celui  des  corps ,  moins  le  nombre  de  leurs 
contacts. 

266,  Les  équations  d'équilibre  d'un  corps  solide 
assujetti  à  des  conditions  données  doivent  être  com- 
prises parmi  celles  d'un  corps  entièrement  libre  ;  car 
l'équilibre  de  celui-ci  ne  serait  pas  troublé,  si  on  l'as- 
sujettissait à  ces  conditions  particulières;  en  sorte 
qu'aucune  nouvelle  équation  d'équilibre  ne  peut  être 
introduite  par  ces  conditions.  Mais,  au  contraire,  une 
ou  plusieurs  des  équations  (1)  deviendront  super- 
flues; et  il  s'agira  de  déterminer,  pour  les  différens 
cas  qui  peuvent  se  présenter,  celles  de  ces  équations 
qui  resteront  nécessaires.  C'est  ce  que  nous  allons 
faire  successivement  dans  ce  numéro ,  en  supposant 
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toujours  qu'on  ait  remplacé  les  forces  données  P, 
P',  P",  etc.;  par  les  trois  groupes  de  forces  du  n°25c). 

i°.  Si  le  corps  solide  qui  doit  rester  en  équilibre 
renferme  un  point  fixe ,  on  prendra  ce  point  pour 
l'origine  0  des  coordonnées.  Les  forces  dirigées  sui- 
vant l'axe  Ox  seront  détruites  par  ce  point;  ce  qui 
fera  disparaître  l'équation  X  =  o.  Pour  l'équilibre 
des  forces  parallèles  à  l'axe  Oj  et  comprises  dans  le 
plan  des  x  et  y9  il  ne  sera  plus  nécessaire  qu'on  ait 
Y  =  o ,  et  il  suffira  que  leur  résultante  coïncide  avec 
l'axe  Oj ,  ou  que  la  somme  L  de  leurs  rnoraens,  par 
rapport  au  plan  desj*  et  z,  soit  égale  à  zéro.  Enfin, 
pour  l'équilibre  des  forces  parallèles  à  l'axe  des  z,  l'é- 
quation Z  =  o  ne  sera  plus  nécessaire  ;  il  suffira  que 
leur  résultante  coïncide  avec  Taxe  Qz  ;  ce  qui  exigera 
que  les  sommes  de  leurs  momens ,  par  rapport  aux 
plans  des^*  et  z ,  et  des  x  et  z,  qui  sont  les  quantités 
—  M  et  N ,  soient  égales  à  zéro. 

Ainsi,  dans  ce  premier  cas,  les  trois  équations  d'é- 
quilibre qui  resteront  nécessaires  seront 

L  =  o,     M  =  o,     JN  .==  o. 

Elles  signifient ,  effectivement ,  que  les  forces  don- 
nées ont  une  résultante  unique,  et  que  cette  résul- 
tante vient  passer  par  le  point  fixe  0.  Cette  force 
exprimera,  en  grandeur  et  en  direction,  la  pres- 
sion exercée  sur  ce  point,  et  sera  déterminée  par 
les  équations  (2). 

20.  Supposons  que  le  corps  solide  soit  retenu  par 
un  axe  tixe ,  autour  duquel  il  est  assujetti  à  tour- 
ner ,  sans  pouvoir  glisser  dans  le  sens  de  sa  Ion- 
ï.  33 
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gueur.  Prenons  cet  axe  pour  celui  des  z;  les  forces 
parallèles  à  cette  droite  Oz  ne  pourront  produire 
aucun  mouvement ,  et  les  trois  équations  Z  =  o , 
M  =  o ,  N  =  o ,  relatives  à  leur  équilibre  ,  ne  se- 
rout  plus  nécessaires.  Les  équations  X=o  et  Y=o 
ne  le  seront  pas  non  plus  pour  l'équilibre  des  forces 
comprises  dans  le  plan  des  x  et  j- ;  en  sorte  que, 
dans  ce  cas ,  il  n  y  aura  plus  qu'une  seule  équation 
d'équilibre ,  qui  sera  L  =  o ,  c'est-à-dire  , 

P(o:coso — j"cos  a) -f- Pf(ar'  cos£ — j/coset')  -|-etc,=  o.     (5) 

Mais  si  le  corps  avait  la  liberté  de  glisser  le  long 
de  l'axe  fixe,  il  faudrait  en  outre,  pour  empêcher 
ce  mouvement,  que  la  somme  Z  des  forces  paral- 
lèles à  Oz  fût  égale  à  zéro  ;  et  il  y  aurait  alors  les 
deux  équations  d'équilibre 

Z  =  o,       L  =  o. 

La  pression  que  l'axe  fixe  éprouvera  perpendicu- 
lairement à  sa  direction  sera  la  résultante  des  forces 
comprises  dans  le  plan  des  oc  et  jr9  déterminée ,  en 
grandeur  et  en  direction ,  par  les  deux  premières 
équations  (2) ,  et  passant  par  le  point  O ,  en  vertu 
de  l'équation  (5).  Les  forces  parallèles  à  cet  axe 
tendront  en  même  temps  à  le  faire  tourner  sur  lui- 
même. 

En  comparant  les  quantités  Met  Nà  L,  on  con~ 
clut  de  leur  composition  que  l'équation  d'équilibre 
autour  de  l'axe  Oj  sera  M  =  o ,  et  qu'elle  sera 
N=  o  autour  de  l'axe  Ooc.  Il  en  résulte  aussi  que 
la  condition  d'équilibre  autour  d'un  point  fixe  con- 
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siste  en  ce  que  l'équilibre  ait  lieu  successivement 
autour  de  trois  axes  fixes  et  rectangulaires,  menés 
arbitrairement  par  ce  point.  Par  conséquent ,  si  l'é- 
quilibre existe  autour  de  trois  axes  rectangulaires 
qui  se  coupent  en  un  même  point,  il  aura  aussi 
lieu  autour  de  toute  autre  droite  passant  par  ce 
point. 

3°.  Je  suppose  que  trois  ou  un  plus  grand  nombre 
de  points  non  en  ligne  droite,  appartenant  au  corps 
solide,  soient  assujettis  à  demeurer  sur  un  plan  fixe 
dont  la  position  est  donnée  ;  et  je  prends  ce  plan  pour 
celui  des  x  et  y.  Les  forces  parallèles  à  l'axe  des  z 
ne  pouvant  produire  aucun  mouvement,  les  équa- 
tions relatives  à  leur  équilibre  n'auront  pas  lieu  ; 
mais  les  trois  équations 

X  =  o,     Y  =  o,     L  =  o, 

qui  répondent  aux  forces  comprises  dans  le  plan  des 
x  et  y,  seront  nécessaires  pour  empêcher  le  corps  de 
glisser  ou  de  tourner  parallèlement  à  ce  plan  fixe. 

La  force  Z  exprimera  la  pression  totale  que  le  plan 
fixe  éprouvera.  Si  le  corps  est  seulement  posé  sur  ce 
plan,  de  sorte  qu'il  s'agisse,  par  exemple,  d'un  po- 
lyèdre dont  une  face  soit  en  contact  avec  le  plan  des 
x  et  y9  il  faudra  que  le  signe  de  Z  soit  tel ,  que  cette 
force  appuie  le  corps  contre  ce  plan.  îl  faudra  ,  en 
outre,  que  cette  résultante  des  forces  parallèles  à 
l'axe  des  z  vienne  percer  le  plan  des  x  et  y  dans  l'é- 
tendue de  la  base  du  corps,  sans  quoi  elle  le  déta- 
cherait de  ce  plan,  en  le  faisant  tourner  autour  de 
l'un  des  côtés  de  cette  base.  0r7  si  l'on  appelle  xx  et 

33.. 
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yt  les  coordonnées  du  point  où  cette  résultante  ren- 
contre le  plan  des  x  et  y ,  ses  momens  par  rapport 
aux  plans  des  x  et  z  et  des  y  et  z  seront  Zy%  et  Zx1  ; 
ils  devront  être  égaux  aux  sommes  des  momens  des 
composantes  par  rapport  aux  mêmes  plans  ;  et ,  d'a- 
près les  valeurs  de  ces  deux  sommes  qu'on  a  trouvées 
précédemment  (n°  260) ,  on  aura 

Zxx  =  —  M,       Zyx  =  N. 

11  faudra  donc  vérifier ,  dans  chaque  cas  particulier, 
que  les  valeurs  de  xx  etyt,  tirées  de  ces  équations, 
appartiennent  à  un  point  de  la  base  du  corps;  condi- 
tion d'équilibre  qui  ne  peut  être  exprimée  par  des 
équations,  non  plus  que  celle  qui  est  relative  au  signe 
de  Z. 

4°.  Si  les  points  du  corps  assujettis  à  rester  sur  le 
plan  fixe  des  x  et  y  sont  seulement  au  nombre  de 
deux ,  ou  bien  s'ils  sont  tous  situés  sur  une  même 
droite,  on  prendra  cette  ligne  pour  l'axe  des^*;  la  ré- 
sultante Z  devra  alors  rencontrer  le  plan  des  x  et  y 
en  un  point  de  cet  axe  \  et,  indépendamment  des 
trois  équations  du  cas  précédent,  on  aura  cette  qua- 
trième équation  d'équilibre  M  =  o. 

5°.  Enfin ,  lorsque  le  corps  solide  ne  touchera  le 
plan  fixe  des  x  et  y  qu'en  un  seul  point ,  où  l'on  pla- 
cera l'origine  0  des  coordonnées,  on  verra,  sans  dif- 
ficulté ,  que  les  équations  d'équilibre  seront  au  nom- 
bre de  cinq ,  savoir  : 

X  =  o,     Y  =  o,     L  =  o,     M  =  o,     N  =  o, 

La  force  Z  exprimera  toujours  la  pression  exercée  sur 
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le  plan  fixe  au  point  0 ,  et  devra  avoir  un  signe  con- 
venable. 

Ce  résultat  coïncide  avec  celui  du  numéro  pré- 
cédent; car  si  l'on  suppose  le  corps  A'  fixe  et  ter- 
miné par  un  plan,  que  Ton  prenne  ce  plan  pour 
celui  des  x  et  jf  et  le  point  K  (fi g.  62)  pour  ori- 
gine des  coordonnées ,  on  devra  faire ,  dans  les  équa- 
tions de  ce  numéro,  ,^,  =  0,^1=0,  zt  =  o, 
a  =  go%  b  ==  900  ;  ce  qui  réduira  aux  cinq  équa- 
tions précédentes,  un  pareil  nombre  des  six  équations 
relatives  à  l'équilibre  du  corps  A.  La  sixième  de  ces 
équations  deviendra,  en  même  temps, 

R  +  Z  =  o, 

en  supposant  qu'on  ait  c  =  o ,  ou  que  la  partie 
KH  de  la  normale  soit  l'axe  des  z  positives;  par  con- 
séquent, la  pression  exercée  sur  A',  qui  est  égale 
et  contraire  à  la  résistance  R ,  sera  la  force  Z  en 
grandeur  et  en  direction. 

On  peut  remarquer,  d'après  cette  énumération  des 
différens  cas  d'équilibre,  que  les  nombres  d'équa- 
tions relatives  à  un  corps  solide  gêné  par  des  obs- 
tacles fixes  peuvent  être  tous  ceux  qui  sont  infé- 
rieurs au  nombre  six ,  correspondant  à  un  corps 
entièrement  libre. 

267.  L'équation  (5)  relative  à  l'équilibre  autour 
de  l'axe  des  z  supposé  fixe  ,  ne  contient  ni  les 
composantes  parallèles  à  cet  axe,  des  forces  don- 
nées P,  P',  P",  etc.,  ni  les  coordonnées  parallèles 
au  même  axe ,  de  leurs  points  d'application  M , 
M',  M",  etc.  ;   en  sorte  que  l'équilibre  ne  serait  pas 


5i8  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE, 

troublé,  si  l'on  remplaçait  ces  forces  et  leurs  points 
d'application  par  leurs  projections  sur  le  plan  des 
x  et  y  ;  ce  qu'on  démontrerait  d'ailleurs  facilement 
à  priori. 

Soient  donc  Q ,  Q',  Q",  etc. ,  les  forces  P ,  Vr9 
Y'9  etc.,  projetées  sur  le  plan  des  x  et  jr ,  c'est-à- 
dire,  décomposées  parallèlement  à  ce  plan  et  trans- 
portées aux  projections  des  points  M,  M',  Mr/,  etc., 
sur  ce  même  plan.  Désignons  par  q,  q',  q1',  etc., 
les  perpendiculaires  abaissées  de  l'origine  des  coor- 
données, supposée  fixe,  sur  les  directions  des  forces 
Q,  Q',  Qr/,  etc.;  et,  pour  fixer  les  idées,  supposons 
aue  Q,  Q',  Qr/,  tendent  à  faire  tourner,  dans  le  même 
sens,  autour  de  cette  origine,  et  que  Q"',  QIV,  etc. , 
tendent  à  faire  tourner  dans  le  sens  opposé.  Pour 
l'équilibre  de  toutes  ces  forces ,  il  faudra ,  d'après  le 
n°  47?  °4ue  l'on  ait 

Q^  +  qy  +  QY  —  Q'y  —  Q*  Yv— etc-  =  o  >    (6) 

en  considérant  q,  q',  q",  q"1,  etc.,  comme  des  quan- 
tités positives,  aussi  bien  que  Q,  Q',  Qf/,  Qw,  etc.  ; 
par  conséquent,  cette  équation  devra  coïncider  avec 
l'équation  (5)  ;  ce  qu'on  vérifie,  en  effet,  de  la  ma- 
nière suivante. 

Soient  H  (fig.  63)  la  projection  du  point  M,  OG  et 
HG  ses  coordonnées  x  et  jr9  HA  la  direction  de  la 
force  Q ,  À  et  fjt,  les  angles  que  fait  cette  droite  avec 
des  parallèles  aux  axes  Ox  et  Ojr  9  menées  par  le 
point  H.  Par  le  point  0,  menons  deux  autres  axes 
0xt  et  Oj", ,  le  premier  suivant  la  direction  HA,  et 
le  second  perpendiculaire  à  cette  droite  et  tel  que 
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l'angle  yOyx  soit  aigu  ou  obtus  en  même  temps 
que  xOxx  ;  appelons  xx  et  yx  les  coordonnées  OF  et 
FH  du  point  H ,  rapportées  à  ces  nouveaux  axes  ;  nous 
aurons,  comme  on  sait, 

xx  =y  cos  fji  +  x  cos  À ,    yx  =y  cos  A  —  x  cos  ja. 

Or,  la  perpendiculaire  OK  ou  q,  abaissée  du  point  0 
sur  HA,  devant  être  une  quantité  positive,  on  aura 

q  =  ±  yx  =  =fc  (  y  cos  A  —  x  cos  fi) , 

selon  que  l'ordonnée  yx  sera  positive  ou  négative, 
ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  d'après  le  sens  qu'on 
a  supposé  à  l'axe  0yx ,  selon  que  la  force  Q  tendra  à 
faire  tourner,  dans  un  sens  ou  dans  le  sens  opposé,, 
autour  du  point  0.  On  a  d'ailleurs 

Q  =  P  sin  y , 

et,  de  plus  (n°  8) 

cos  a  =  sin  y  cos  À,     cos  S  =  smycosfjt,; 

il  en  résultera  donc 

Qq  =  zfc  P  ( y  cos  et  —  x  cos  £). 

Les  forces  Q'  et  Q"  tendant,  par  hypothèse,  à  faire 
tourner  dans  le  même  sens  que  Q,  on  aura  de  même 

QY  =  ±  Y  {y1  cos  a'  —  .r'cosg'), 
QY=  ±  P"(jr/cosar/  _  x"cosG"); 

et  les  autres  forces  Q//;,  QIV,  etc.,  tendant  à  faire  tour- 
ner en  sens  opposé,  on  aura,  au  contraire,. 
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Q'Y"  =  =F  PwCy,'cosaw  —  .x'"cos£'"), 
Q«YV  =  =p  Piy(jrlvcosa,v  —  .r,vcos€lv), 
etc. 

On  prendra  donc ,  en  même  temps ,  les  signes  supé- 
rieurs ou  les  signes  inférieurs  dans  toutes  ces  valeurs; 
et  en  les  substituant  dans  l'équation  (6) ,  elle  devien- 
dra l'équation  (5)  ;  ce  qu'il  s'agissait  de  vérifier. 

268.  Le  corps  en  équilibre  étant  toujours  soumis 
à  la  pesanteur,  il  faudra  comprendre  parmi  les  forces 
données  P,  P',  Pr/,  etc.,  son  poids  appliqué  suivant 
la  verticale  à  son  centre  de  gravité.  Supposons,  par 
exemple ,  qu'il  s'agisse  d'un  corps  pesant  posé  sur  un 
plan  incliné  et  soutenu  par  une  seule  force.  La  fi- 
gure 64  représente  une  section  du  corps  passant  par 
le  centre  de  gravité  G,  et  perpendiculaire  au  plan  in- 
cliné; la  longueur  de  ce  plan  est  AB,  sa  base  BC,  et 
sa  hauteur  AC.  On  place  l'origine  0  des  coordonnées 
sur  la  verticale  GH  passant  par  le  centre  de  gravité , 
et  l'on  prend  les  axes  Oz  et  Ox  perpendiculaire  et 
parallèle  à  AB  :  le  troisième  axe  Ojr,  qui  n'est  pas 
représenté,  serait  perpendiculaire  au  pian  de  la  fi- 
gure. La  force  P  sera  le  poids  du  corps ,  la  verticale 
GH  sa  direction,  et  HO^c  l'angle  a.  On  aura^  en  ou- 
tre, «r  =  o  ,  y  =  o,  £  =  go°.  En  prenant  donc  P' 
pour  la  force  donnée  qui  soutient  le  corps  pesant,  les 
équations  d'équilibre  du  troisième  cas  du  n°  266  se 
réduiront  a 

Pcosa-f-P'cosa'^o,    P'cos  £'==() ,    P'(a/cbsC — ycos»f)=.o. 
D'après  les  deux  dernières ,  on  aura  Cf  s=  900  et 
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y  =  o;  ce  qui  montre  d'abord  que  la  force  P/  devra 
être  comprise  dans  le  plan  des  a:  et  z;  et,  eu  effet , 
cela  est  évidemment  nécessaire  pour  que  celte  force 
et  le  poids  du  corps  aient  une  résultante  unique , 
perpendiculaire  au  plan  incliné.  Je  supposerai  que  0 
soit  le  point  où  la  direction  de  P'  rencontre  la  verti- 
cale GH,  et  je  représenterai  par  OD  cette  direction. 
L'angle  *'  ou  DO«r  devra  être  obtus  pour  satisfaire  à 
la  première  des  trois  équations  précédentes;  j'appel- 
lerai S%  l'angle  aigu  DO«r'  que  fait  la  force  P'  avec  le 
prolongement  de  Ox,  de  sorte  qu'on  ait 

cos  a!  =  —  cos  J\ 

L'angle  et  ou  HOx  est  le  complément  de  l'inclinaison 
ABC  du  plan  ;  en  désignant  la  hauteur  AC  par  h ,  et 
la  longueur  AB  par  Z,  on  aura  donc 

h 
cos  cl  =  -; 

d'où  il  résultera  finalement 
l  Ç=.P'cos«f; 

équation  d'équilibre  qui  fera  connaître  l'une  des  deux 
quantités  P'  et  J\  quand  l'autre  sera  donnée. 

Lorsque,  par  exemple,  la  force  P'  sera  parallèle 
au  plan  incliné,  on  aura  cT  =  o,  et,  conséquent 
ment , 

F  :  P  ::  h  :  Z, 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 

F  =  Ps*n*\ 
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en  appelant  i  l'inclinaison  du  plan.  Si  l'on  appelle  Q 
la  pression  que  le  plan  éprouvera,  et  qui  sera,  dans 
ce  cas ,  la  composante  du  poids  P  suivant  la  perpen- 
diculaire Oz  ,  on  aura,  en  même  temps, 

Q  =  P  cos  i. 

26g.  On  fait  ici  abstraction  du  frottement  qui  s'a- 
joute à  la  force  P'  parallèle  au  plan  incliné,  pour  em- 
pêcher le  corps  de  glisser  le  long  de  ce  plan.  Si  cette 
force  P'  est  nulle,  le  frottement  seul  peut  retenir  le 
corps  tant  que  l'inclinaison  i  n'a  pas  atteint  une  cer- 
taine limite.  En  désignant  par  A  cette  limite,  c'est-à- 
dire  ,  l'angle  i  qui  a  lieu  lorsque  l'équilibre  va  com- 
mencer à  se  rompre ,  et  supposant  qu'à  cet  instant  le 
frottement  est  une  fraction  y de  la  pression,  il  faudra 
que  la  force  yQ  fasse  exactement  équilibre  à  la  com- 
posante P  sin  A  du  poids  du  corps ,  parallèle  au  plan 
incliné.  Par  conséquent,  on  aura ,  à  la  fois, 

Q  =  PcosA,      /Q  =  PsinA; 

d'où  l'on  tire 

/—  tangA; 

ce  qui  fera  connaître  la  valeur  de  f,  d'après  l'obser-« 
vation  de  l'angle  A  ,  sous  lequel  le  mouvement  com- 
mence ,  et  qu'on  appelle  Y  angle  du  frottement. 

Toutes  choses  d'ailleurs  égales,  l'expérience  prouve 
qu'à  l'instant  qui  précède  la  rupture  de  l'équilibre ,  le 
frottement  est  proportionnel  à  la  pression  ;  en  sorte 
que  le  coefficient  f  et  l'angle  A  sont  indépendans  de 
la  pression  Q  ,  et  par  suite  du  poids  P.  Ce  coefficient 
varie   avec  la  nature  du  corps  et  le  poli  des  sur- 
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faces  :  on  a  aussi  remarqué  qu'il  n'atteint  le  maximum 
de  sa  valeur  qu'après  que  le  contact  du  corps  et  du 
plan  a  eu  lieu  pendant  un  certain  temps ,  différent 
pour  les  corps  de  nature  diverse;  et  ce  n'est  qu'à 
partir  de  ce  maximum  que  le  frottement  est  propor- 
tionnel à  la  pression. 

En  admettant  cette  loi  expérimentale,  il  en  ré- 
sulte que  si  plusieurs  corps  de  même  nature ,  et  dont 
les  surfaces  ont  le  même  poli,  sont  placés  sur  un  plan 
horizontal  ,  et  qu'après  un  certain  temps  on  incline 
ce  plan  graduellement,  tous  ces  corps  commenceront 
à  glisser  sous  un  même  angle  À,  quels  que  soient  leurs 
poids  et  l'étendue  de  leurs  surfaces  en  contact  avec  le 
plan. 

270.  Lorsqu'un  corps  est  posé  sur  un  plan  hori- 
zontal, la  pression  exercée  par  son  poids  P  se  distri- 
bue entre  les  points  d'appui  de  ce  plan  ;  mais  quand 
leur  nombre  surpasse  trois,  cette  distribution  semble 
d'abord  indéterminée;  ce  qui  présenterait  une  diffi- 
culté que  nous  allons  examiner. 

Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  ce  plan  hori- 
zontal soit  la  surface  d'une  table  dont  les  pieds  sont 
verticaux.  Dans  ce  plan,  menons  deux  axes  rectan- 
gulaires Ox  et  Ojr  (fîg.  65).  Soient  C  la  projection  du 
centre  de  gravité  du  corps  sur  ce  plan,  et  A,  A', 
A",  etc.,  les  points  de  ce  même  plan  qui  répondent 
aux  pieds  de  la  table.  Désignons  par  xx  ety1?  x  et  y, 
x'  et  y' ,  x"  et  y",  etc.,  les  coordonnées  de  ces  points 
C,  A ,  A',  A",  etc. ,  rapportées  aux  axes  Ox  et  Oy. 
Pour  que  la  table  ne  soit  pas  renversée,  il  faudra  que 
le  point  C  soit  situé  dans  l'intérieur  du  polygone 
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A  A  A  A  etc.  Cette  condition  étant  remplie,  le  poids 
P  appliqué  au  point  C  se  décomposera  en  forces 
parallèles,  dirigées  dans  le  sens  de  la  pesanteur,  et 
passant  par  les  points  d'appui  A,  A\  A7,  etc. ,  les- 
quelles forces  seront  les  charges  que  les  pieds  de  la 
table  auront  à  supporter.  Soient  Q,  Q ,  Q';,  etc. ,  ces 
charges  inconnues  ;  d'après  la  théorie  des  forces  pa- 
rallèles ,  nous  aurons 

P  =  Q  +  Q'  +  Q"+  etc., 
Px,  =  Ojc  +  QV  +  QV  +  etc., 
P>f   =  Q  y  +  Oy  -h  0"/''  +  etc. 

Or,  s'il  n'existe  que  trois  points  d'appui  A,  A  ,  A  , 
ces  trois  équations  suffiront  pour  déterminer  les 
charges  Q,  Q',  0*;  mais  s'il  y  en  a  trois  ou  un  plus 
grand  nombre,  le  problème  sera  indéterminé,  et  l'on 
pourra  prendre  à  volonté  les  valeurs  de  toutes  les 
inconnues,  moins  trois,  pourvu  qu'il  n'en  résulte, 
pour  ces  trois  inconnues,  que  des  valeurs  positives. 
Cette  indétermination  aurait  lieu,  en  effet,  si  la 
table  était  rigoureusement  inflexible  ;  mais  cela  n'ar- 
rive  jamais;  et,  quelque  peu  flexible  qu'on  la  sup- 
pose ,  elle  se  déformera  un  tant  soit  peu  et  se  com- 
primera inégalement  dans  ses  différentes  parties.  Or, 
la  figure  qu'elle  prendra  et  la  quantité  dont  elle  sera 
comprimée  en  chaque  point  dépendront  non-seule- 
ment du  poids  P,  mais  aussi  du  nombre  et  de  la  dis- 
position des  points  d'appui  A,  A',  A*,  etc.;  et  l'une 
et  Vautre,  ainsi  que  la  pression  qui  aura  lieu  en  cha- 
cun de  ces  points,  seront  complètement  déterminées 
dans  chaque  cas  particulier.  Toutefois,  cette  déter- 
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mination  est  un  problème  très  difficile,  dont  la  solu- 
tion générale  n'a  pas  encore  été  donnée ,  et  qui  ap- 
partient a.  la  Physique  mathématique.  Nous  nous 
bornerons  ici  à  remarquer  que  tout  est  nécessaire- 
ment déterminé  dans  la  nature,  et  que  quand  quel- 
que chose  nous  semble  indéterminé ,  c'est  que  nous 
avons  fait  abstraction  de  quelque  donnée  du  pro- 
blème ,  c'est-à-dire ,  de  quelque  propriété  de  la  ma- 
tière, comme  le  degré  de  flexibilité  de  la  table,  dans 
la  question  présente. 
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CHAPITRE  II. 

THÉORIE   DES    MOMENS. 

271 .  Les  momens  que  nous  allons  considérer  dans 
ce  chapitre  sont  ceux  dont  il  a  été  question  dans  le 
n°  42.  Ainsi,  le  moment  d'une  force  P  est  le  pro-| 
duit  Tp  de  cette  force  et  de  la  perpendiculaire  p 
abaissée  du  centre  des  momens  sur  sa  direction.  Si 
donc  ce  centre  est  C  (  fîg.  66)  ,  et  que  la  force  P  soit 
représentée  par  la  droite  MA  prise  sur  sa  direction  , 
son  moment  aura  pour  expression  le  double  du 
triangle  CAM  qui  a  pour  base  cette  force  et,  son  som- 
met au  point  C.  D'après  cela,  le  théorème  du  n°  46, 
relatif  au  moment  de  la  résultante  de  deux  forces , 
n'est  plus  qu'une  proposition  de  Géométrie  facile 
à  démontrer. 

En  effet,  soient  MA  et  MB  les  deux  composantes  ; 
la  diagonale  MD  du  parallélogramme  MADB  sera 
leur  résultante;  et  le  point  C  étant  en  dehors  de 
l'angle  AMB  et  de  son  opposé  au  sommet ,  il  s'agira 
de  prouver  que  te  triangle  CMD  est  la  somme  des 
triangles  CMA  et  CMB.  Or,  on  a  d'abord 

CMD  =  CMA  +  CAD  +  MAD; 

en  abaissant  du  point  C  une  perpendiculaire  CE  sur 
la  droite  MB ,  qui  rencontre  en  F  sa  parallèle  AD,  on 

aura 

CMB:=jMB.CE,     CAD  =  iAD.CF,- 
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et  à  cause  de 

MB  =  AD,     CF  =  CE  —  EF, 

il  en  résultera 

CAD  =  CMB  —  ^MB.EF; 

mais  le  produit  MB.EF  est  la  surface  du  parallélo- 
gramme MADB,  ou  le  double  du  triangle  MAD;  on 
aura  donc 

CAD  =  CMB  — MAD, 

et,  par  conséquent, 

CMD  =  CMA  +  CMB  ; 

ce  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

La  figure  suppose  que  la  droite  EF  soit  la  diffé- 
rence des  perpendiculaires  CE  et  CF;  elle  pourrait 
être  leur  somme ?  et  l'on  modifierait  sans  difficulté 
la  démonstration  précédente  pour  l'appliquer  à  cet 
autre  cas.  On  prouvera  aussi,  de  la  même  manière, 
que  le  triangle  CMD  est  la  différence  des  triangles 
CMA  et  CMB ,  quand  le  point  C  est  placé  dans  l'angle 
AMB  ou  dans  son  opposé  au  sommet. 

272.  Par  le  centre  des  momens  (fig.  67),  menons 
un  plan  quelconque;  projetons  sur  ce  plan  la  droite 
AB  qui  représente  la  force  P  en  grandeur  et  en  direc- 
tion; soit  Q  la  force  représentée  de  même  par  la  pro- 
jection A'B'de  AB;  le  moment  de  la  force  P  sera  le 
double  du  triangle  CAB,  et  celui  de  la  force  Q  le 
double  du  triangle  CA'B';  par  conséquent,  le  centre 
des  momens  restant  le  même ,  le  moment  de  la  pro- 
jection d'une  force  sur  un  plan  passant  par  ce  point, 
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est  la  projection,  sur  ce  même  plan ,  du  moment  de 

cette  force. 

Si  l'on  appelle  H  le  moment  de  la  force  P,  et  K  ce- 
lui de  sa  projection  Q;  que  l'on  élève  sur  les  plans  de 
ces  deux  momens  des  perpendiculaires  CD  et  CE ,  et 
qu'on  appelle  cT  l'angle  DCE ,  cet  angle  sera  aussi  l'in- 
clinaison de  H  sur  K,  et  l'on  aura  (  n°  10  ) 

K  ■=  H  cos  J\ 

Pour  une  même  force  P,  l'angle  cP  et  le  moment  H 
changeront  avec  la  position  du  point  C  sur  la  droite  CE  ; 
mais  cette  droite  restant  la  même,  le  produit  H  cos  cP 
ne  variera  pas;  car  K  ou  le  triangle  CA'B'  ne  fera 
que  se  déplacer  parallèlement  à  lui-même,  sans 
changer  de  grandeur. 

2j5.  Au  lieu  d'une  seule  force,  considérons  un 
système  de  forces  quelconques  P,  P',  Pf/,  etc.  Soient 
H ,  H',  H",  etc. ,  leurs  momens  par  rapport  au  point  C 
(fig.  68).  Désignons  par  <P,  S',  £",  etc. ,  les  angles 
que  les  perpendiculaires  CD,  CD',  CDr/,  etc.,  aux 
plans  de  ces  momens,  font  avec  un  même  axe  CE  ; 
par  Q,  Q',  Q",  etc. ,  les  projections  de  P,  P',  Pr/,  etc., 
sur  le  plan  mené  par  le  point  C  et  perpendiculaire  à 
cet  axe;  et  par  K,  K/,  Kr/,  etc.,  les  projections  de  H, 
H',  H",  etc. ,  sur  ce  même  plan.  Nous  aurons 

K=HcosJ\  K'zrzH'cos^',   Kr/  =  H,/cosJvr/,  etc. 

Si  Ton  voulait  seulement  connaître  les  aires  des 
projections  d'après  celles  des  surfaces  projetées,  il 
faudrait  considérer  les  inclinaisons  J\  £%  £",  etc. , 
comme  des  angles  aigus  ;   mais  dans  les  usages  que 
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îious  ferons  des  projections  des  momens,  nous  regar- 
derons ces  angles  comme  aigus  ou  obtus,  ou,  autre- 
ment dit,  nous  prendrons  pour  les  droites  CD,  CD', 
CDr/,  etc.  ,  les  parties  des  perpendiculaires  aux  plans 
des  momens  H,  H',  H",  etc.,  qui  font  des  angles  aigus 
ou  obtus  avec  l'axe  CE,  selon  que  les  projections  Q, 
Q',  Q",  etc.  ,  des  forces  P,  P',  P",  etc. ,  tendront  à 
faire  tourner  autour  du  point  C,  dans  un  sens  con- 
venu ,  ou  dans  le  sens  opposé.  Ainsi ,  dans  la  figure , 
les  angles  DCE,  D'CE,  D"CE,  e'tant  aigus,  et  les  angles 
DWCE ,  D1VCE,  etc. ,  étant  obtus,  cela  suppose  que  les 
forces  Q,  Q;,  Q",  tendent  à  faire  tourner  dans  un 
même  sens,  et  les  forces  Qw,  Qlv,  etc. ,  dans  le  sens 
opposé.  Les  droites  CD"  et  CD//;  étant  le  prolonge- 
ment l'une  de  l'autre,  cela  signifie  que  les  forces  Pf/ 
et  P//;  sont  comprises  dans  un  même  plan  passant  par 
le  point  C,  mais  qu'elles  tendent,  ainsi  que  leurs 
projections  Qf/  et  Qw,  à  faire  tourner  en  des  sens  op- 
posés. 

En  appelant  S  la  somme  des  valeurs  positives  ou 
négatives  de  K,  K',  K",  etc. ,  nous  aurons 

S  =  H  cos  «f+  H'  cos  J"  +  H"  cos  y  +  etc.  ; 

abstraction  faite  du  signe ,  S  sera  la  somme  des  mo- 
mens  des  forces  Q ,  Q4,  Qf/,  etc. ,  qui  tendent  à  faire 
tourner  dans  un  sens  ,  moins  la  somme  des  momens 
de  celles  qui  tendent  à  faire  tourner  dans  le  sens 
opposé  ;  d'après  le  théorème  du  n°  47 ,  ta  quantité 
zb  S  exprimera  donc  le  moment  de  leur  résultante 
qui  tendra  à  faire  tourner  dans  le  sens  des  forces  qui 
répondent  aux  angles  aigus  cf,  eP',  S"u,  ou  aux  angles 
1.  34 
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obtus  £'%  cPlv,  etc. ,  selon  que  la  valeur  précédente 

de  S  sera  positive  ou  négative. 

Si  Ton  change  à  la  fois  toutes  les  droites  CD,  CD', 
CD",  etc.,  dans  leurs  prolongemens,  les  angles  J\ 
JN/,  cT",  etc.,  se  changeront  dans  leurs  supplémens, 
et  S  deviendra  —  S.  Il  en  sera  de  même  lorsqu'on 
remplacera  l'axe  CE  par  son  prolongement  CE'. 

La  somme  S,  comme  chacune  de  ses  parties,  sera 
indépendante  de  la  position  du  point  C  sur  l'axe  CE; 
elle  ne  dépendra  que  du  système  des  forces  P,  P', 
P",  etc.,  de  la  position  de  cet  axe  et  de  sa  direction 
perpendiculaire  au  plan  de  projection.  Dorénavant 
nous  appellerons  cette  quantité  S  le  moment  des 
forces  P,  P',  P",  etc. ,  par  rapport  a  Taxe  CE. 

274.  D'après  cette  définition ,  les  trois  quantités  L, 
M,  N ,  du  n°  261  ,  seront  les  momens  des  forces  P, 
P',  Pf/,  etc. ,  par  rapport  aux  axes  des  coordonnées 
positives  de  leurs  points  d'application. 

Pour  le  faire  voir,  soit  Q  la  projection  de  la  force  P 
sur  le  plan  des  x  etj*,  et  q  la  perpendiculaire  abais- 
sée de  l'origine  des  coordonnées  sur  sa  direction,  de 
sorte  que  son  moment  par  rapport  à  ce  point  ait  Qq 
pour  valeur.  Supposons  que  la  force  Q  agisse  de  A 
vers  B  (  fig.  69  ),  et  que  AC  et  AD  soient  les  coor- 
données x  qIj  de  son  point  d'application  A,  rappor- 
tées aux  axes  rectangulaires  Ox  et  Ojr.  Soient  aussi  A 
et  [&  les  angles  BAC  et  BAD'  que  fait  la  force  Q  avec 
les  prolongemens  de  x  et  y;  les  composantes  dirigées 
suivant  AC  et  AD'  seront  Q  cos  A  et  Q  cos  /&,  et  leurs 
momens  par  rapport  au  point  0,  yQ  cos  A  et  xQ  cos  u; 
d'après  la  figure ,  elle  tendront  à  faire  tourner  en  sens 
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contraire  Tune  de  l'autre,  et  la  force  Q,  dans  le  sens 
de  Q  cosjLi;  on  aura  donc 

Qcj  =  xQcos^  — j'QcosA. 

En  examinant  les  différentes  positions  que  peut 
avoir  le  point  A,  et  les  diverses  directions  qu'on  peut 
supposer  à  la  force  Q,  il  est  aisé  de  voir  que  cette 
équation  subsistera  quels  que  soient  les  signes  de  x  9 
y,  cos  A ,  cos  ju,,  pourvu  que  la  force  Q,  transportée 
au  point  E  ou  F,  où  sa  direction  rencontre  l'axe  des  x 
ou  des  y,  tende  à  faire  tourner  l'axe  Ox  des  x  po- 
sitives ,  dans  l'angle  des  x  et  y  positives ,  et,  consé- 
quemment ,  l'axe  Oy  des  y  positives,  en  dehors  de  cet 
angle ,  comme  cela  est  indiqué  par  les  flèches  s  et  sfl 
Si  le  contraire  avait  lieu,  c'est-à-dire,  si  la  force  Q, 
ainsi  transportée  ,  tendait  à  faire  tourner  l'axe  des  y 
positives,  dans  l'angle  des  x  et  y  positives,  et,  par 
conséquent ,  l'axe  des  x  positives ,  en  dehors  de  cet 
angle,  on  aurait 

0g  =  jQ  cos  A  —  «rQ  cos  /jl, 

quels  que  soient  aussi  les  signes  de  x, y,  cos  A ,  cos  p, 
Il  suit  de  là  que  si  S  est  le  moment  des  forces  P,  P', 
P",  etc. ,  par  rapport  à  Taxe  des  z  positives,  et  que  l'on 
regarde  les  angles  cf,  £',  J",  etc. ,  du  numéro  précé- 
dent, comme  aigus  ou  obtus,  selon  que  les  projections 
Q,  Q',  Q",  etc. ,  de  ces  forces  tendent  à  faire  tourner 
Taxe  des  x  positives ,  dans  l'angle  des  coordonnées  x 
et  y  positives ,  ou  en  dehors  de  cet  angle,  on  aura 

S  =  Q  (x  cos  jjl  — y  cos  A)  +  Q'  (x'  cos  jjJ  — f  cos  A7) 
+  Q"  (x"  cos  fjJ!  —y"  cos  à")  -f-  etc.  ; 

34.. 
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x  9  jf,  a',  f$f;  x,\f\  à",  fj!'  ;  etc.,  étant  ce  que  de- 
viennent x  9  y,  a  ,  u ,  relativement  aux  forces  Q', 
Q",  etc. 

Soient ,  de  plus,  ct9  £,  y  ;  a! \  b'?  y';  et",  6"9  y";  etc., 
les  angles  que  font  les  directions  des  forces  P,  P', 
Pff,  etc. ,  avec  des  parallèles  aux  axes  des  x ,  y9  z; 
on  aura 

Qr=Psiny,  Q'=P'smy,  Q"  ==  P"sin y",  etc., 

COStf  ~ sillyCOSA,  cos  cc/=sin  y'cosA',   cosjt"=siny//cos a",  etc., 

ta  '  /or  '  /  f  10/r  'Il  11  ,. 

cosb  =  sinycos^  cosb  =  suiy  cos^  ,  cos*  =siny  cos^  ,etc; 

et  d'après  ces  valeurs ,  celle  de  S  coïncidera  avec  la 
quantité  L  du  n°  261 .  Ainsi  L  est  le  moment  des  forces 
P,  P',  P",  etc. ,  par  rapport  à  l'axe  des  z  positives;  et 
selon  qu'il  est  positif  ou  négatif,  ce  système  de  forces 
tend  à  faire  tourner  le  plan  des  x  et  z  positives  autour 
de  cet  axe  ,  dans  l'angie  trièdre  des  coordonnées  po- 
sitives ,  ou  en  dehors  de  cet  angle. 

Maintenant,  si  l'on  substitue  respectivement  les 
axes  des  z,  x,y9  positives,  à  ceux  des  x,y9  z,  posi- 
tives, L  se  changera  dans  M;  il  s'ensuit  donc  que  M 
est  le  moment  des  forces  P,  P',  P",  etc.,  par  rapport  à 
l'axe  desj*  positives,  et  que,  selon  qu'il  sera  positif  ou 
négatif,  ce  système  de  forces  tendra  à  faire  tourner  le 
plan  des  z  et  y  positives  autour  de  cet  axe,  dans  l'an- 
gle trièdre  des  coordonnées  positives,  ou  en  dehors  de 
cet  angle.  Cela  fait,  si  l'on  remplace  de  même  les  axes 
des  z9  x9  y9  positives ,  par  ceux  des  j*,  zf  x9  positives, 
M  se  changera  en  N;  par  conséquent,  N  sera  le  moment 
des  forces  P,  P',  P",  etc. ,  par  rapport  à  l'axe  des  x 
positives;  et  suivant  qu'il  sera  positif  ou  négatif,  ce 
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système  de  forces  tendra  à  faire  tourner  le  plan  des  j 
et  x  positives  autour  de  cet  axe ,  dans  l'angle  des 
coordonnées  positives,  ou  en  dehors  de  cet  angle 
trièdre. 

Les  trois  quantités  L,  M,  N,  sont  donc,  comme 
on  l'a  dit,  les  raomens  d'un  même  système  de  force 
par  rapport  aux  trois  axes  des  coordonnées  positives 
de  leurs  points  d'application  ;  et  les  signes  de  leurs  va- 
leurs, telles  qu'elles  sont  écrites  dans  le  n°  261 ,  ré- 
pondent à  un  sens  de  rotation  connu,  autour  de 
chaque  axe  supposé  fixe. 

2j5.  La  première  valeur  de  Qq  du  numéro  précé- 
dent, est  la  même  chose  que 

Qq  =  xY  cos  è  —  Yj  cos  a. 

En  appelant  H  le  moment  de  P  par  rapport  à  l'origine 
des  coordonnées ,  et  £  l'angle  compris  entre  une  par- 
tie de  la  perpendiculaire  au  plan  de  ce  moment  et 
l'axe  des  z  positives,  on  aura  donc  (  n°  272  ) 

H  cos  cT  =  P  (  x  cos  €  • —  y  cos  et  )  ; 

ce  qui  suppose  que  cette  partie  de  la  perpendiculaire 
au  plan  de  H,  soit  celle  qui  fait  un  angle  aigu  ou  obtus 
avec  l'axe  des  z  positives,  selon  que  la  quantité  com- 
prise entre  les  parenthèses  est  positive  ou  négative. 
Soient  J\  et  cTa  les  angles  que  fait  la  même  partie 
de  cette  perpendiculaire  avec  les  axes  des  y  et  des  x 
positives  ;  on  aura  de  même 

H  cos  J\  =  P  (  z  cos  cl  —  x  cos  y  ) , 
H  cos  cf  a  =  P  (  j  cos  y  —  z  cos  £  ). 
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Si  donc  on  fait  ?  pour  abréger , 

(arcos£ — y  cos  a)* -{-(z  cos  a — xcosy)'À~{-(jrcosy — 2cosQ2==p2, 

et  qu'on  regarde/?  comme  une  quantité  positive,  il  en 
résultera 

H  =  tp,     . 
à  cause  de 

cos*  cT  +  cos*  cT,  +  coss  J\  =   if 

par  conséquent  7  on  aura 

eos  cT    =  -  (x  cos  £  —  r  cos  a  ) , 
P  v  y 

cos  J\  ==  -  (z  cos  a  —  «r  cos  y  )  ? 

cos  jK&  =  -  (  j*  cos  5/  —  z  cos  £  ) , 

pour  déterminer  sans  ambiguité  les  trois  angles  d\ 
J\ ,  ^.  L'angle  cT  sera  aigu  ou  obtus  ,  comme  on  l'a 
supposé ,  selon  le  signe  de  x  cos  £  — y  cos  cl,  et  les 
angles  J\  et  J\ ,  selon  les  signes  de  z  cos  a  —  x  cos  5/ 
et  y  cos  ^  —  2  cos  6. 

On  vérifiera  aisément  ces  formules.  En  effet,  re-J 
présentons  l'équation  du  plan  qui  comprend  l'origine 
des  coordonnées  et  la  force  P,  par 

Au  +  B*>  +  Cw  =  o  f 

u,  v,  w ,  étant  les  coordonnées  courantes.  Les  coor- 
données du  point  d'application  de  cette  force  étant 
x,  y,  z,  il  faudra  qu'on  ait 

Ax  +  By  +  Cz  =  Of 
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nin 


ooo 


de  pJus  les  équations  d'une  droite  menée  par  l'ori- 
gine des  coordonnées  et  parallèle  à  cette  force,  seront 

v  cos  cl  =  u  cos  £ ,         w  cos  et  =  u  cos  y  ; 

et  comme  cette  parallèle  est  aussi  comprise  dans  le 
plan  que  l'on  considère,  il  en  résultera  cette  seconde 
équation  de  condition  : 

A  cos  et  -f-  B  cos  ë  +  C  cos  y  =  o. 

De  ces  deux  équations,  on  tire 

p  A  (  x  cos  £  —  jr  cos  a  ) 

j^  cos  y  —  z  cos  C   * 

p,      A  (  Z  COS  (A    —  x  cos  y  ) 

y  cos  y  — -z  cos  £   * 

et  en  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  du  plan, 
elle  devient 

w(j-cos  y— z  cos  £)  -f-t>(;z  cos  a — x  cos  y)-\-w(x  COS  £— ; ^cos«)=o. 

Or ,  d'après  les  formules  connues  (  n°  17),  les  cosi- 
nus des  angles  J\  J\ ,  cTa,  que  fait  la  normale  à  ce 
plan  avec  les  axes  des  u,  v,  w,  qui  sont  aussi  ceux 
des  x,  y,  3,  auront  pour  valeurs  les  formules  qu'il 
s'agissait  de  vérifier. 

En  vertu  de  l'équation  H  =  Pp,  la  quantité  p  est 
la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  des  coordon- 
nées sur  la  direction  de  la  force  P.  C'est  aussi  ce  qui 
se  vérifiera  sans  difficulté,  en  prenant  le  pied  de  cette 
perpendiculaire  pour  le  point  d'application  de  P;  car, 
si  l'on  appelle  r  le  rayon  vecteur  de  ce  point,  qui  sera 
alors  cette  perpendiculaire,  et  A ,  jx ,  v,  les  angles  que 
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fait  sa  direction  avec  les  axes  des  x,  y,  z,  on  aura 

x  =  r  cos  A ,    y  ==  r  cos  /£  ,     z  =  r  cos  ^  ; 

et  en  substituant  ces  valeurs  dans  celle  de  p*,  et  ayant 
égard  aux  équations  (  nos  6  et  g  ) 

cosa  cl  -f-  cosa  S  +  cosa  y  ==  ï , 
cosa  A  +  cosajW.  +  cosa  y  =  ï  , 
cos  a  cos  A  +  cos  £  cos  jW  -I-  cos  y  cos  y  =  o, 

on  trouvera 

p*  =z  r*     ou    p  ==  r. 

276.  Les  momens  d'un  même  système  de  forces 
par  rapport  à  différens  axes,  jouissent  de  propriétés 
remarquables  qui  sont  une  conséquence  immédiate 
de  celles  des  projections  des  surfaces  planes  sur  diffé- 
rens plans,  que  nous  allons  maintenant  exposer. 

Soient  Ox ,  Oy,  Oz,  trois  axes  rectangulaires  qui 
se  coupent  en  un  point  O  (  fig.  70  ).  Menons  par  ce 
point  trois  autres  axes  Ox' ,  Oy,  Oz' ,  aussi  rectangu- 
laires. Pour  déterminer  les  directions  de  ces  nouveaux 
axes  par  rapport  aux  premiers,  faisons 

xOx    =  a  ,    yOx'  =  £  ,     zOx'  =  y  , 
xOf  =  a',     yOf  =  65,     zOf  =  y\  \ 

xOz'    =  a!',     yOz'    =  g",      zOzf    =  y"; 

et  considérons  et,  €,  y,  etc. ,  comme  étant  neuf  angles 
donnés ,  aigus  ou  obtus.  Leurs  cosinus  seront  liés 
entre  eux  par  six  équations.  En  considérant  successi- 
vement les  trois  droites  Ox',  Oy,  Oz' ,  on  aura  d'abord 
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cosa  et    -\-  cos*  S    -[-  cosa  y    ==   i  ,      ] 

COSa    CL'    +    COSa    £'    +    COSa    >'    =r    I  ,        >    (i) 

cosa  a"  +  cosa  £"  +  cosa  y"  =  i  ;     j 

et  à  cause  que  .r'Ojr',  «r'Oz',  jr'Os',  sont  des  angles 
droits,  on  aura  aussi 

cos  cl  cos  et1  -f-  cos  S  cos  ê'  -{-  cos  y  cos  3/  =  o ,  ) 
cos  et  cos  #"+  cos  £  cos  £"+  cos  ^/  cos  y"  =  o  ,  ?  (2) 
cos  a'  cos  a"+  cos  £'cos  é"+  cos  y  cos  y"  =  o.  5 

Les  neuf  angles  # ,  et',  a",  etc.  ,  détermineront  ré- 
ciproquement les  directions  des  premiers  axes  0«r, 
Oy,  Os ,  par  rapport  aux  seconds  0xf,  Oy',  Oz'.  De 
cette  manière  on  aura  d'abord 

cosa  et  -J-  cosa  cl1  -J-  cosa  et"  =  1 ,      ) 
cosa  g  +  cosa  £'  +  cosa  g"  =  1 ,     >     (3) 
cos3  ^  +  cos2  y'  +  cos2  3/  =   1 ,      j 

et ,  en  outre  , 

cos  et  cos  £  +  cos  et'  cos  £'  +  cos  et!'  cos  £"  =  o . ,  j 

cos  a  cos  y  +  cos  #'  cos  y'  +  cos  ar/  cos  yn  =0  ,\   (4) 

cos  £  cos  y  -f-  cos  £'  cos  y'  -j-  cos  £"  cos  y"  =  o  ;  ) 

> 

équations  qui  seront  équivalentes  aux  six  précédentes, 
et  pourront  leur  être  substituées. 

Soit  a  l'aire  d'une  surface  plane  terminée  par  un 
contour  quelconque,  et  située  dans  un  plan  passant 
par  le  point  0;  par  ce  point,  élevons  sur  ce  plan 
une    perpendiculaire   OD,    et    faisons 

.rOD  =  q,    jOD  =  q' 9  zOD  =  cf. 

Ces  trois  angles  aigus  ou  obtus  ,  détermineront  la  di» 
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rectîon  de  OD  et  celle  du  plan  de  a  ;  s'ils  se  changent 
tous  les  trois  dans  leurs  supplémens  ,  la  droite  OD 
se  changera  dans  son  prolongement  ,  et  le  plan  de  a 
restera  le  même. 

Appelons  aussi  p,  pr,  p",  les  projections  de  a  sur  les 
plans  yQz ,  ocOz ,  xQy,  nous  aurons  (  n°  10  ) 

p  =  a  cos  q,     p'  =  a  cos  q'  9     p"  =  a  cos  q  . 

Soit,  enfin,  b  la  projection  de  a  sur  un  quatrième 
plan ,  qui  sera,  si  Ton  veut ,  le  plan  jr'Os',  et  c  l'angle 
«r;OD  ;  on  aura  aussi 

b  =  a  cos  c, 
et ,  d'après  la  formule  (2)  du  n°  9 , 

cos  cr=cos  q  cos  et -f- cos  q'  cos  Q -f-  cos  q"  cos  7  ;    (5) 
d'où  Ton  conclut 

b  =  p  cos  a  +  p'  cos  ë  +  p"  cos  y  ;       (6) 

équation  qui  fera  connaître  la  projection  d'une  aire  a 
sur  un  plan  quelconque ,  lorsque  l'on  connaîtra  ses 
projections  sur  trois  plans  rectangulaires. 

Comme  l'équation  (5)  n'a  lieu  qu'en  tenant  compte 
des  signes  des  cosinus  quelle  renferme,  il  s'ensuit 
qu'il  faut  de  même  avoir  égard  ,  dans  l'équation  (6) , 
aux  signes  des  projections  p,  p' ,  p",  et  les  considérer 
comme  des  quantités  positives  ou  négatives,  selon  que 
la  perpendiculaire  OD  au  plan  de  a  fait  des  angles 
aigus  ou  obtus  avec  les  axes  Ox ,  Ojr,  Ojz. 

277.  Cela  posé,  considérons  de  même  un  nombre 
quelconque  d'aires  planes  a,  a! ,  a!'9  etc.,  situées  dans 
des  plans  différens;  projetons  toutes  ces  aires  sur  les 
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trois  plans  xOy,  xOz,  yOz,  et  ajoutons  ensemble  les 
projections  faites  sur  un  même  plan  ,  en  ayant  égard  à 
leurs  signes ,  ainsi  qu'il  vient  d'être  dit.  Soient  A ,  A', 
A"9  les  trois  sommes  qu'on  obtiendra  de  cette  ma- 
nière; soit  aussi  B  la  somme  des  projections  de  a,  a' , 
a",  etc.,  sur  le  plan  y'Ozr ;  en  formant  pour  chacune 
de  ces  aires ,  une  équation  semblable  à  l'équation  (6), 
et  ajoutant  ensuite  toutes  ces  équations  ,  on  aura 

B  =  A  cos  a  +  A'  cos  ë  +  Af/  cos  y. 

Représentons  encore  par  B'  la  somme  des  projec- 
tions de  a,  et' ,  a",  etc. ,  sur  le  plan  x'Oz.  Il  est  évi- 
dent que  la  valeur  de  B'  se  déduira  de  celle  de  B  , 
par  la  substitution  de  l'axe  0yf  perpendiculaire  à  ce 
plan ,  à  l'axe  Qx  perpendiculaire  au  plan  y'Oz',  c'est- 
à  dire,  en  mettant  dans  la  formule  précédente  a! ,  £f, 
y\  au  lieu  de  et,  £,  y  ;  ce  qui  donne 

B'  =  A  cos  a!  ■+■  B  cos  £'  +  C  cos  y'. 

Si  l'on  représente  de  même  par  Br/  la  somme  des 
projections  de  a,  a' ,  a",  etc. ,  sur  le  plan  x'Oyf,  sa 
valeur  se  déduira  de  celle  de  B,  en  y  substituant  et", 
€",  y",  au  lieu  de  cl,  £ ,  y;  d'où  il  résultera 

B"  =  A  cos  a"  +  B  cos  ê"  +  C  cos  y\ 

De  ces  valeurs  de  B,  B',  B",  et  en  ayant  égard  aux 
équations  (5)  et  (4) ,  on  tire  réciproquement 

A  =  Bcosa+B'cosct'-f-Br/cos*//,   1 
A'=Bcos£  +  B'cos£'  +  B"cos£"?   >      (7) 
A*=  B  cos  y  +  B'  cos  y  '  +  B"  cos  y\   ) 
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Ces  différentes  équations  nous  montrent  que  les 
projections  des  surfaces  planes  sur  différens  plans , 
suivent  les  mêmes  lois  que  celles  des  lignes  droites 
sur  des  droites  différentes. 

278.  En  faisant  la  somme  des  carrés  des  valeurs 
de  B,  B',  Br/,  il  vient,  d'après  les  équations  (5)  et  (4) , 

B*  +  B'a  +  Bf/a  =  A*  +  A'3  +  A"a;     (8) 

ce  qui  fait  voir  que  la  somme  des  carrés  de  ces  trois 
quantités  B,  B',  Bff,  ne  varie  pas  avec  la  direction 
des  trois  plans  rectangulaires  de  projection  auxquels 
elles  se  rapportent.  Dans  le  cas  particulier  où  toutes 
les  aires  a,  a ,  a",  etc. ,  sont  dans  un  même  plan  , 
cette  somme  n'est  autre  chose  que  le  carré  de  l'aire 
totale  a  +  a!  -f-  a"  +  etc.  ;  et  si  l'on  prend  ce  plan 
pour  celui  des  axes  Oj  et  Os,  par  exemple,  on 
aura  évidemment 

A  =  a-f-a'  +  </  +  etc. ,     A'r=o,     Af/=o. 

Cherchons  actuellement  ce  que  la  même  somme 
représente  dans  le  cas  général  où.  les  aires  a,  a! 9 
a",  etc. ,  sont  situées  dans  des  plans  quelconques. 

L'équation  (8)  donne 


B  =    \/Aa  +  A'a  +  A>a  —  B'a  —  B"a; 

la  somme  B,  qui  varie  en  passant  d'un  plan  de  projec- 
tion à  un  autre,  est  donc  la  plus  grande  possible 
quand  oaaB'  =  oetBff=o;  et  alors  elle  est  égale  à 
y/Aa  +  A'a  +  A"a.     Ainsi  ,    la    quantité    constant* 
dont  il  s'agit  représente ,  dans  le  cas  général ,  la  plus 
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grande  somme  des  projections  sur  un  même  plan , 
des  aires  planes  que  l'on  considère  dans  l'espace. 

279.  Le  plan  ^'Oz'  qui  répond  à  cette  plus  grande 
projection ,  jouit  de  propriétés  importantes  en  mé- 
canique ,  que  nous  ferons  connaître  dans  la  suite  de 
ce  traité.  Sa  position  est  facile  à  déterminer ,  d'après 
les  équations  B'  =  o  et  B"  =  o,  qui  le  caracté- 
risent. 

En  effet,  les  équations  (7)  se  réduisent  alors  à 

A  =  B  cos  a  ,     A'  =  B  cos  £ ,     A"  =  B  cos  y  ; 

d'où  l'on  tire 

A 
cos  et  z 


cos  £ 
cos  y 


l/A2 

4-    A'a 
A' 

•+- 

k"^ 

V'A* 

-f-   A'* 

+ 

A"*' 

A" 

V/Aa  -t   M*  +  A"s 


Lors  donc  que  l'on  connaîtra  les  sommes  A,  A',  A" ', 
des  projections  sur  trois  plans  rectangulaires  jOoc , 
jrQz,  œOj,  choisis  arbitrairement ,  on  pourra  immé- 
diatement déterminer  la  direction  du  plan  y'Qfe'  de  la 
plus  grande  projection ,  au  moyen  des  trois  angles  et, 
G ,  y,  qui  se  rapportent  à  la  droite  Ox'  perpendicu- 
laire à  ce  plan.  Quant  à  sa  position  absolue  dans  l'es- 
pace ,  il  est  évident  qu'elle  est  indéterminée  ;  car  les 
projections  de  chacune  des  aires  a,  a! ,  a",  etc. ,  et, 
par  conséquent,  la  somme  de  ces  projections,  sont  les 
mêmes  sur  tous  les  plans  parallèles. 

280.   La  somme  des  projections  des  aires  a,  a, 
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a",  etc.  ,  est  égale  sur  tous  les  plans  également  incli- 

ne's  sur  celui  de  la  plus  grande  projection. 

Pour  le  démontrer ,  prenons  le  plan  perpendicu- 
laire à  la  droite  OD  ;  désignons  par  C  la  somme  des 
projections  de  a9  a',  a",  etc. ,  sur  ce  plan;  soient  tou- 
jours q,  q',  q* ,  les  angles  que  cette  droite  OD  fait 
avec  les  axes  Ôœ,  0/,  Qz,  et  c  l'angle  jr'OD  qui  me- 
sure Finclinaison  de  ce  plan  sur  celui  de  la  plus  grande 
projection.  On  aura,  d'après  ce  qu'on  vient  de  trou- 
ver (  n°  277  )  , 

C  =  A  cos  q  -j-  A'  cos  q'  +  A"  cos  q", 

En  substituant  B  cos  a,  B  cos€ ,  B  cos  y  ,  à  la  place 
de  A,  A',  A",  on  aura  donc 

C  =  B  (cos  et  cos  q  +  cos  Q  cos  q'  4-  cos  y  cos  q") , 

ou  bien ,  en  vertu  de  la  formule  (5),  C  =  B  cos  c  , 
et,  en  mettant  pour  B  sa  valeur, 


C  =   y' A'  +  A'a  +  A'a  cos  c; 

par  conséquent,  la  valeur  de  C  est  la  même  pour  tous 
les  plans  qui  font  le  même  angle  c  avec  le  plan  jr'Oz' 
de  la  plus  grande  projection. 

Cette  valeur  diminue  à  mesure  que  l'angle  c  ap- 
proche de  900;  elle  est  nulle  pour  tous  les  plans  per- 
pendiculaires à  y'Oz'  > 

281.  Pour  appliquer  maintenant  à  la  théorie  des 
momens  ces  propositions  relatives  aux  projections 
des  surfaces  planes,  il  suffit  de  supposer  que  les  aires 
a,  a! ,  a",  etc. ,  sont  les  doubles  des  triangles  qui  ont 
pour  sommet  commun  le  point  0,  et  pour  bases  les 
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droites  qui  représentent ,  en  grandeur  et  en  direc- 
tion, les  forces  P,  P',  P",  etc. ,  que  l'on  a  considérées 
précédemment.  Leurs  momens  L,  M  ,  N,  par  rapport 
aux  axes  Oz  ,  0/,  Ox ,  des  coordonnées  positives  de 
leurs  points  d'application  (  n°  274)  seront  alors  les 
sommes  des  projections  de  a,  a',  a",  etc.,  sur  les  plans 
xOy,  xOz,  yOz;  et  voici  les  conséquences  qui  résul- 
tent des  propositions  qu'on  vient  de  démontrer  : 

i°.  En  appelant  E  le  moment  des  forces  P,  P', 
P",  etc. ,  par  rapport  à  un  axe  passant  par  le  point  O, 
qui  fait  avec  les  axes  Ox,  Oy,  Oz,  des  angles  e ,  ef,  e", 
aigus  ou  obtus ,  on  aura 

E  =  N  cos  é  -f-  M  cos  gr  +  L  cos  e\ 

20.  Parmi  toutes  les  directions  autour  du  point  0, 
de  l'axe  du  moment  E,  il  en  est  une  pour  laquelle  ce 
moment  est  le  plus  grand  possible  et  égal  à 
\7La  +  M*  +  Na.  Par  rapport  à  tout  autre  axe,  pas- 
sant toujours  par  le  point  0  et  perpendiculaire  à  ce- 
lui du  plus  grand  moment,  le  moment  E  est  zéro, 
et  il  est  égal  à  yl/  ~f-  M*  +  N*  cos  J\  relativement 
à  un  axe  qui  fait  l'angle  f  avec  celui  du  plus  grand 
moment. 

5°.  Enfin,  si  l'on  appelle  a,  S,  y,  les  angles  que 
fait  l'axe  du  plus  grand  moment  passant  par  le  point  0, 
avec  les  axes  Ox,  Oy,  Oz,  des  momens  N,  M,  L ,  et 
que  l'on  désigne  par  G  la  grandeur  de  ce  plus  grand 
moment,  on  aura 


N  »        M  L 

£,      cos  £=£-,      cos>=-, 
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et ,  en  même  temps , 


G  =  \/h*  +  Mfl  H-  Na; 

d'où  il  résulte  qu'en  prenant  sur  les  axes  Ooc,  Oy,  Oz, 
à  partir  du  point  0 ,  des  droites  proportionnelles  aux 
momens  N,  M,  L,  et  achevant  le  parallélépipède 
dont  ces  droites  seront  les  trois  côtés  adjacens,  la 
longueur  de  sa  diagonale  représentera  la  grandeur  du 
plus  grand  moment ,  et  cette  droite  sera  l'axe  de  ce 
moment  principal. 

Ces  théorèmes  remarquables  sont  dus  à  Euler.  Ils 
établissent  une  parfaite  analogie  entre  la  composition 
des  momens  et  celle  des  forces  ;  analogie  qui  tient  à 
ce  que  les  forces  étant  représentées  par  des  lignes 
droites ,  les  momens  sont  exprimés  par  des  surfaces 
planes,  qui  se  projettent  sur  des  pians  différens5  de  la 
même  manière  que  les  lignes  sur  des  droites  diffé- 
rentes (  n°  277  ). 

282.  Le  point  0  et  le  système  des  forces  P,  P', 
P%  etc. ,  étant  donnés ,  j'appellerai  moment  principal 
de  ces  forces,  leur  plus  grand  moment  G.  Si  Ton 
transporte  toutes  ces  forces  parallèlement  à  elles- 
mêmes  ,  en  ce  point  0 ,  elles  auront  une  résultante 
que  je  désignerai  par  R,  et  dont  les  composantes, 
suivant  les  axes  0«r,  Oj,  Oz,  seront  les  trois  quantités 
X,  Y,  Z,  du  n°  261.  La  considération  de  cette  ré-r 
sultante  et  du  moment  principal,  fournit  un  énoncé 
très  simple  des  résultats  du  chapitre  précédent. 

Pour  l'équilibre  des  forces  P,  P',  P",  etc.,  appli- 
quées à  un  corps  solide  entièrement  libre ,  il  suffira 
que  la  résultante  R  et  le  moment  principal  G  soient 
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égaux  à  zéro  ;  car ,  à  cause  de 

R*  =  Xa  +  Ya  4-  Z%      G*  =  La  +  Ma  +  N% 

les  équations  R  =  o  et  G  =  o  ,  entraîneront  les  six 
équations  d'équilibre  du  n°  261 . 

On  en  peut  conclure  que  pour  qu'un  système  de 
forces  fasse  équilibre  à  un  autre,  il  est  nécessaire  et 
il  suffit  :  i°.  que  les  résultantes  R  qui  ont  lieu  dans 
ces  deux  systèmes  soient  égales  et  contraires  ;  2°.  que, 
pour  un  même  point  0 ,  leurs  raomens  principaux 
soient  égaux  et  répondent  à  des  axes  dirigés  en  sens 
contraire,  ou  dont  l'un  soit  le  prolongement  de  l'autre. 
La  résultante  R  et  sa  direction ,  le  moment  principal 
et  la  direction  de  son  axe ,  resteront  les  mêmes, 
dans  toutes  les  transformations  qu'on  peut  faire  subir 
à  un  même  système  de  forces,  et,  généralement, 
pour  deux  systèmes  de  forces  équivaîens. 

Soient  a ,  b  ,  c,  les  angles  que  la  force  R  fait  avec 
les  axes  0«r,  Oj",  Oz,  on  aura 

X  ,        Y  Z 

cos a  =  ^- ,     cos  b=  ~ ,     cos c  =  =-. 

sx  ix  si. 

Soient  aussi  co  l'angle  compris  entre  sa  direction  et 
l'axe  du  moment  principal;  a,  b  ,y,  étant  les  angles 
que  fait  cet  axe  avec  Ox,  Oy,  Os,  nous  aurons 

cos  a  =  cos  a  cos  a  +  cos  ^  G0S  €  ■+■  cos  c  cos  y, 
ou  ,  ce  qui  est  la  même  chose , 

XN  -h  YM  -l-  ZL 


COS  CD 


RG 


Il  s'ensuit  donc  que  la   condition  d'une  résultante 

35 
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unique  qui  est  exprimée  (  n°  265  )  par  l'équation 

XN  +  YM  +  ZL  =  o , 

consiste  en  ce  que  l'axe  du  moment  principal  G  et  la 
direction  de  la  résultante  R  doivent  se  couper  à  angle 
droit.  C'est  ce  qu'on  vérifie ,  en  effet,  en  observant 
que  si  les  forces  P,  P',  P",  etc. ,  dans  leur  véritable 
position,  ont  une  résultante  unique,  cette  force  doit 
être  égale  et  parallèle  à  R,  et  que  son  moment  par 
rapport  au  point  0,  doit  aussi  être  le  moment  princi- 
pal G  ;  en  sorte  que  l'axe  du  moment  principal  est 
alors  perpendiculaire  à  cette  résultante  transportée 
au  point  0  parallèlement  à  elle-même  ;  mais  ce  rai- 
sonnement ne  suffirait  pas  pour  prouver  que  réci- 
proquement, quand  l'équation  précédente  a  lieu ,  les 
forces  données  ont  une  résultante  unique. 

a85.  Je  transporte  le  point  0  en  un  autre  point 
quelconque  que  j'appelle  0,  ,*  je  désigne  par  xl9  jrl9  zlf 
les  coordonnées  de  0,,  rapportées  aux  axes  Ox ,  Qjr9 
Oz,  et  par  L, ,  M,,  N,,  ce  que  deviennent  L,  M, 
N ,  relativement  à  ce  point  0t  :  les  valeurs  de  ces 
dernières  quantités  se  déduiront  des  premières 
(  n°  261  )  ,  en  y  mettant  x  —  xx ,  y  — yx ,  z  —  zl9 
à  la  place  de  x ,  y,  z  ;  et  il  en  résultera 

L,  =  L  -(-  Xjt  —  Yxt,     1 

M,  =  M  +  Zx\  —  Xz„      \  (a) 

N,  =  N  +  Yz,    -  Zj,.      \ 

Ces  formules  montrent  que  quand  P,  P',  P%  etc. , 
se  réduisent  à  des  forces  égales,  parallèles  et  dirigées 
en  sens  contraire ?  mais  non  directement  opposées, 
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auquel  cas  on  a  X  =  o ,  Y  =  o ,  Z  =  o ,  les  quantités 
Lr ,  Mf ,  Nr ,  sont  indépendantes  des  coordonnées  du 
point  0t  ;  en  sorte  que  la  grandeur  du  moment  prin- 
cipal et  la  direction  de  son  axe  ne  varient  pas  avec 
la  position  de  ce  point.  En  effet,  quelque  part  que 
soit  placé  le  point  0, ,  il  est  évident  que  Taxe  du 
moment  principal  des  deux  forces  parallèles  qu'on 
peut  substituer  aux  forces  données  P,  P',  V,  etc. , 
est  la  perpendiculaire  à  leur  plan;  et  nous  savons 
d'ailleurs  (n°  48)  que  la  somme  des  momens  de  ces 
deux  forces  qui  sera  le  moment  principal  des  forces 
données,  est  une  quantité  constante. 

Dans  tout  autre  cas,  le  moment  principal  change 
avec  la  position  du  point  G,  ;  et  Ton  peut  demander 
quel  doit  être  ce  point,  ou  ces  points,  s'il  y  en  a  plu- 
sieurs ,  pour  lesquels  ce  moment  est  un  minimum. 
En  le  désignant  généralement  par  G, ,  c'est-à-dire , 
en  faisant 

G,'  =  L,*  -f  M,"  +  N,% 
nous  aurons 

Si  l'on  égale  à  zéro  ses  trois  différences  partielles  par 
rapport  à  œl9  jrt9  zt ,  afin  de  déterminer  sa  valeur 
minima,  et  si  l'on  observe  que 

R*  =  Lfi  +  M*  +  N2, 

on  obtient  trois  équations  qu'il  est  facile  d'écrire  sous 
cette  forme  : 

35.. 
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R^l=X(XxI+Xr.  +  Z2I)  +  YL  —  ZM, 

Rflj1=Y(Xa71+Yjf  +  ZzI)+ZN  — XL, 
R%  ==  Z  (  X.rt  +  Yj-,  +  Zzt  )  +XM—  YN. 

Or,  si  l'on  ajoute  ces  trois  équations  après  les  avoir 
multipliées  par  X ,  Y ,  Z ,  on  trouve  une  équation 
identique  ;  il  s'ensuit  donc  que  l'une  d'elles  est  une 
suite  des  deux  autres;  et  comme  les  coordonnées 
xxyjt ,  zx ,  ne  s'y  montrent  qu'au  premier  degré,  elles 
appartiennent  à  une  ligne  droite  qui  est  le  lieu  des 
centres  des  momens,  par  rapport  auxquels  le  mo- 
ment principal  est  au  minimum.  Il  n'est  pas  nécessaire 
d'examiner  lequel  a  lieu  du  maximum  ou  du  mini- 
mum; car  il  est  évident  que  la  valeur  de  G,  croît  in- 
définiment avec  les  variables  ocx ,  jrx ,  zt ,  et  n'est  pas 
susceptible  de  maximum. 

284»  En  éliminant  la  quantité  Xj?,  +  Xjrx  +  Zz, , 
entre  les  équations  précédentes,  prises  successivement 
deux  à  deux ,  on  trouve 

Xr,-Yx,-t-L=^-X+^Y  +  LZ) 

équations  qui  appartiendront  aux  projections  sur  les 
trois  plans  des  coordonnées  du  lieu  des  centres  des 
momens  principaux  minima. 
On  en  déduit 

r  NX  -f-  MY  -h  LZ  ,  * 
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pour  la  valeur  du  moment  principal  minimum,  qui  est 
ainsi  la  même  pour  tous  les  centres  O,. 

Si  Ton  appelle  ett9  £,,  yxy  les  angles  que  Taxe 
du  moment  G,  fait  avec  des  parallèles  aux  axes  Ox , 
0jf  Oz,  menées  par  le  point  0, ,  on  aura 

N,  p         Mr  L, 

cosat=— ,     cos  b,  =  g-,     cosyl  =  ^-t 

quel  que  soit  le  centre  des  momens  ;  et,  d'après  les 
équations  (a),  (Jb) ,  (c),  il  en  résultera,  en  particu- 
lier, pour  un  point  O,  appartenant  à  la  droite  dé- 
terminée par  les  équations  (&}, 

X  P         Y  Z 

cos  cit^z-,     cosG,  =  ^,      cosyt=^; 

ce  qui  montre  que  les  axes  de  tous  les  momens  prin- 
cipaux minima  ,  dont  la  valeur  commune  est  donnée 
par  la  formule  (c),  sont  parallèles  entre  eux  et  à  la  di- 
rection de  la  force  R. 

Quand  les  forces  données  ont  une  résultante 
unique,  il  est  évident  que  la  plus  petite  valeur  de 
G,  doit  avoir  lieu  lorsque  le  point  0,  est  pris  sur  sa 
direction  ;  ce  qui  rend  cette  valeur  égale  à  zéro.  Ré- 
ciproquement,  si  la  valeur  de  G,  est  nulle  par  rap- 
port à  un  point  0, ,  on  en  conclura  que  les  forces 
données  P,  P',  P",  etc. ,  ont  une  résultante  uni- 
que,  passant  par  ce  point;  car  si  elles  se  rédui- 
saient à  deux  forces  non  comprises  dans  un  même 
plan  ,  on  pourrait  faire  passer  l'une  d'elles  par  le 
point  0,,  et  réduire  leur  moment  principal  à  celui 
de  l'autre  force,  lequel  ne  serait  pas  zéro,  contre 
l'hypothèse.  On  conclut  de  là  que  la  condition  néces- 
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saire  et  suffisante  pour  que  les  forces  données  aient 
une  résultante  unique ,  consiste  en  ce  que  leur  mo- 
ment principal  puisse  être  égal  à  zéro.  Ce  moment 
étant  alors  un  minimum  ,  la  condition  dont  il  s'agît 
sera  exprimée  par  l'équation 

LZ  +  MY  +  NX  =  o ,  1 

d'après  la  formule  (c)  ;  et  le  point  0 ,  auquel  il  se  rap- 
porte y  appartenant  à  cette  résultante ,  les  équations 
de  la  droite  suivant  laquelle  elle  est  dirigée ,  seront 

XjTt  —  \xx  -+-  L  =  o, 
2ixx  — •  Xjz,  +  M  =  o , 
Yzt  —  Zjr  +  N  =  o, 

en  vertu  des  équations  (b).  Ces  résultats  coïncident 
avec  ceux  du  n°  s63  qu'on  a  trouvés  par  d'autres  con- 
sidérations. 
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CHAPITRE  III. 

EXEMPLES  DE  L'ÉQUILIBRE  D'UN  CORPS  FLEXIBLE. 


§  Ier.  Equilibre  du  polygone  funiculaire. 

n§5.  On  appelle,  en  général,  machine  funiculaire, 
tout  assemblage  de  cordes  liées  entre  elles  par  des 
nœuds  fixes ,  ou  simplement  passées  dans  des  an- 
neaux qui  peuvent  couler  le  long  de  ces  cordes.  Le 
nombre  des  cordons  qui  viennent  aboutir  à  un  même 
nœud  peut  être  quelconque  ;  mais  pour  simplifier  la 
question ,  nous  supposerons  que  chaque  nœud  n'as- 
semble jamais  que  trois  cordons;  et ,  en  premier  lieu, 
nous  exclurons  les  anneaux  mobiles. 

Prenons  donc  une  corde  parfaitement  flexible  et 
d'une  longueur  quelconque  ,  dont  A  et  B  (G^.  71) 
soient  les  deux  extrémités.  Soient  M,  M',  M",  etc. , 
différens  points  de  cette  corde  ;  attachons  à  ces  points 
des  cordons  MC,  M'C,  M'C,  etc.,  suivant  lesquels 
agiront  des  forces  données  P,  P',  P",  etc.  ;  appliquons 
aussi  au  point  M  une  force  donnée  H  ,  agissant  dans 
la  direction  du  cordon  MA  ,  et  au  dernier  des  points 
M,  M',  Mf/,  etc.,  une  autre  force  donnée  K,  dirigée 
vers  le  point  B.  Dans  l'état  d'équilibre,  cette  corde 
flexible  formera  un  polygone  dont  les  sommets  seront 
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les  points  A  ,  M ,  M',  M",...  B ,  et  que  nous  appelle- 
rons spécialement  un  polygone  funiculaire.  Il  s'agit 
de  trouver  les  conditions  que  les  forces  données  H , 
P,  P',  P",  . .  .  K,  doivent  remplir  pour  que  cet  équi- 
libre soit  possible ,  et  de  déterminer  la  figure  du  po- 
lygone qui  convient  à  cet  état. 

Pour  trouver  ces  conditions ,  je  pars  de  ce  principe 
évident  que  si  l'équilibre  existe,  chacun  des  cordons 
MM',  M'M*,  etc.,  doit  être  tiré,  à  ses  deux  extrémités, 
par  des  forces  égales,  dirigées  suivant  ses  prolonge- 
mens  ;  car  si  ces  deux  forces  n'avaient  pas  la  même 
direction  que  le  cordon ,  rien  ne  les  empêcherait  de  le 
faire  tourner;  et  si  elles  n'étaient  pas  égales  et  con- 
traires, elles  feraient  avancer  le  cordon  suivant  sa 
direction. 

Il  s'ensuit  d'abord  que  la  résultante  des  deux  forces 
H  et  P,  appliquées  au  point  M ,  doit  coïncider  avec  le 
prolongement  MD  du  cordon  M'M.  On  peut  donc 
transporter  le  point  d'application  de  cette  force  au 
point  M'  situé  sur  sa  direction  (  n°  4*  )  ;  en  la  com- 
posant ensuite  avec  la  force  P',  appliquée  à  ce  point, 
il  faudra  que  cette  seconde  résultante ,  qui  sera  celle 
des  trois  forces  H ,  P,  Pr,  coïncide  avec  le  prolonge- 
ment M'D'  du  cordon  M'M';  et,  par  conséquent,  il 
sera  permis  de  la  transporter  au  point  M".  Je  prends 
encore  la  résultante  de  cette  force  et  de  Pf/  qui  agit 
en  ce  même  point  M"  ;  j'ai ,  de  cette  manière,  la  force 
qui  tire  le  cordon  M"MW  à  son  extrémité  M",  et  qui 
doit  être  dirigée  suivant  son  prolongement  Mf/D". 
Cette  force  est,  comme  on  voit,  la  résultante  des 
forces  H,  P,  P',  P";  un  raisonnement  semblable  prou- 
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verait  que  la  force  qui  tire  le  même  cordon  à  son  ex- 
trémité Mw,  et  qui  doit  coïncider  avec  son  autre  pro- 
longement MmDrn,  est  la  résultante  des  forces  Pw, 
P1T, .  • .,  K  ;  ces  deux  résultantes  sont  donc  égales  et 
directement  opposées;  et,  conséquemment,  la  résul- 
tante de  toutes  les  forces  données  H,  P,  P',  P". . . .  K, 
doit  être  égale  à  zéro.  On  parviendrait  évidemment  au 
même  résultat,  en  considérant  les  forces  qui  agissent 
aux  deux  extrémités  de  tout  autre  côté  du  polygone. 
Ainsi,  les  forces  appliquées  au  polygone  funicu- 
laire doivent  être  telles  qu'en  les  transportant  en  un 
même  point  parallèlement  à  elles-mêmes,  elles  s'y 
fassent  équilibre;  ce  qui  donne,  comme  on  sait, 
trois  équations  entre  les  grandeurs  de  ces  forces  et  les 
angles  que  font  leurs  directions  avec  trois  axes 
rectangulaires  menés  par  ce  point.  Ces  équations 
sont  (n°  35) 

Hcosa+Kcose-f-Pcosct-l-P'cosct'-f-etc.—  o,    ) 
Hcos6+Kcos/+Pcos£+P'cos£/+etc.=  o,   >  (a) 
Hcos^+Kcosg'+I>cos^+P/cosy-r-etc,  =  o;    5 

a,  e,  et,  et',  etc. ,  désignant  les  angles  relatifs  à  l'un 
des  axes;  b,  f,  ë,  &',  etc.,  les  angles  relatifs  à  un 
autre  axe;  et  c,  g,  y,  y',  etc.,  ceux  qui  répondent 
au  troisième. 

286.  Lorsque  les  forces  H,  P,  P',  Pr/, .  . .  K,  et  les 
directions  des  cordons  par  lesquels  elles  agissent,  ne 
satisferont  pas  à  ces  équations ,  il  sera  impossible 
qu'elles  se  fassent  équilibre  par  le  moyen  du  poly- 
gone funiculaire,  quelque  figure  qu'on  lui  donne; 
mais  toutes  les  fois  que  ces  équations  seront  satis- 


554  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE, 

faites,  on  pourra  donner  au  polygone  une  figure 
telle  que  l'équilibre  ait  lieu.  Les  grandeurs  et  les  di- 
rections des  forces  H,  P,  P',  P", . .  .  K,  étant  don-  i 
nées,  cette  figure  est  déterminée,  et  sa  construction 
résulte  de  la  suite  de  compositions  de  forces  que  nous 
venons  d'indiquer. 

En  effet ,  connaissant  les  directions  des  cordons 
MA  et  MC,  par  lesquels  agissent  les  forces  H  et  P, 
on  déterminera  la  grandeur  et  la  direction  de  leur 
résultante.  Sur  le  prolongement  de  cette  direction,  à 
partir  du  point  M,  je  porte  la  longueur  donnée  du 
côté  MM';  cela  fait,  j'applique  au  point  M'  la  résul- 
tante de  H  et  P  suivant  la  ligne  M'M,  et  la  force  P' 
suivant  la  direction  donnée  du  cordon  M'C.  Je  prends 
la  résultante  de  ces  deux  forces,  et  sur  le  prolonge- 
ment de  sa  direction,  à  partir  du  point  M',  je  porte 
la  longueur  donnée  du  côté  M'Mr/.  Maintenant,  je 
fais  au  point  M"  une  construction  semblable  à  celle 
que  je  viens  d'indiquer  pour  le  point  M;  j'applique 
en  Mf/  la  dernière  résultante  sur  le  côté  Mf/M',  et  la 
force  P"  suivant  la  direction  donnée  du  cordon 
Mf/Cf/-  je  compose  ensuite  ces  deux  forces  en  une 
seule,  et,  sur  le  prolongement  de  celle-ci,  je  porte 
la  longueur  donnée  du  côté  Mf/M\ 

Je  continue  ainsi  jusqu'à  ce  que  je  sois  parvenu  au 
dernier  des  nœuds  M,  M',  M",  etc.,  qui  sera,  je  sup- 
pose, le  point  M'v,  de  sorte  que  M,VB  soit  le  dernier 
côté  du  polygone.  Sa  direction  est  connue ,  puis- 
qu'elle représente  celle  de  la  force  extrême  K,  qui  est 
donnée  par  hypothèse.  Il  faudra  donc  que  la  direc- 
tion prolongée  de  la  résultante  des  deux  forces  appli- 
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quées  au  point  Mlv,  suivant  le  côté  M"'M,vet  suivant 
le  cordon  M1VC,V,  coïncide  avec  la  direction  donnée 
du  côté  M,VB.  C'est,  effectivement,  ce  qui  arrivera 
toujours;  car,  d'après  notre  construction,  la  force 
dirigée  suivant  M,VMW  n'est  autre  chose  que  la  résul- 
tante des  cinq  forces  H ,  P,  P',  P",  Pw,  transportées 
au  point  Mlv  parallèlement  à  leurs  directions;  en  la 
composant  avec  la  force  P,v,  dirigée  suivant  MIVCIV, 
on  aura  la  résultante  de  toutes  les  forces  données  , 
moins  la  force  K;  or,  en  vertu  des  équations  (ci), 
qu'on  suppose  satisfaites,  cette  résultante  est  égale  et 
directement  opposée  à  la  force  K  (n°  35). 

Si  l'on  mène  par  le  point  A,  les  trois  axes  auxquels 
se  rapportent  les  angles  a,  e9  &>,&>',  etc.,  b,  f,  £, 
£',  etc. ,  c ,  g ,  y,  y'  9  etc.,  les  coordonnées  de  chacun 
des  sommets  du  polygone,  rapportées  à  ces  axes,  se- 
ront les  projections  sur  ces  mêmes  axes  de  la  partie 
du  polygone  comprise  depuis  le  point  A  jusqu'à  ce 
sommet.  On  pourrait  les  calculer,  en  fonctions  de  ces 
angles,  des  longueurs  des  côtés  du  polygone  et  des 
forces  données  ;  les  formules  générales  que  Ion  ob- 
tiendrait de  cette  manière  serviraient,  dans  chaque 
cas,  à  construire  directement  tous  les  sommets  du 
polygone ,  ou  seulement  un  ou  plusieurs  de  ces 
points  ;  mais  il  est  plus  simple  de  déterminer  succes- 
sivement, et  les  uns  au  moyen  des  autres,  les 
différens  côtés  du  polygone ,  ainsi  qu'on  vient  de 
l'indiquer. 

287.  Quand  les  forces  données  remplissent  les  con- 
ditions exprimées  par  les  équations  (à),  et  qu'on  a 
fait  prendre  au  polygone  la  figure  propre  à  l'équi- 
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libre,  l'intensité  commune  des  deux  forces  égales  et 
contraires  qui  tirent  chacun  des  côtés  suivant  son 
prolongement,  est  la  tension  que  ce  cordon  éprouve; 
il  est  donc  important ,  dans  la  pratique ,  de  calculer 
cette  tension ,  et  de  s'assurer,  par  l'expérience,  qu'elle 
ne  dépasse  pas  celle  qu'un  cordon  du  même  dia- 
mètre et  de  la  même  matière  peut  supporter  sans  se 
rompre. 

Or,  d'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  cette  tension 
variera  d'un  côté  à  l'autre  du  polygone;  la  tension 
du  côté  MM'  sera  égale  à  la  résultante  des  forces  H 
et  P,  ou  à  celle  des  forces  P' ',  Pr/,  P'",. . .  K;  la  ten- 
sion du  côté  M'Mr/  sera  égale  à  la  résultante  des  forces 
H,  P,  P',  ou  à  celle  des  forces  Pf/,  Pw, ...  K;  et  ainsi 
de  suite.  Il  sera  donc  aisé,  dans  chaque  cas  particu- 
lier, de  déterminer  les  tensions  qu'éprouvent  tous 
les  côtés  du  polygone  en  équilibre ,  lorsque  les  gran- 
deurs et  les  directions  des  forces  H,  P,  P',  Pr/, . . .  K , 
seront  toutes  données. 

Si  les  points  extrêmes  À  et  B  du  polygone  sont 
fixes,  les  forces  H  et  K  représenteront  à  la  fois  les 
tensions  des  cordons  qui  aboutissent  à  ces  points  et 
les  pressions  que  ces  points  éprouvent.  Dans  ce  cas, 
les  valeurs  de  H  et  K,  et  des  angles  a,  b,  c ,  e,  f,  g , 
qui  déterminent  les  directions  des  deux  côtés  extrê- 
mes du  polygone,  ne  seront  plus  données;  mais  on 
aura  huit  équations  pour  déterminer  ces  huit  incon- 
nues, savoir,  les  équations  (a),  les  équations  (n°  6)  , 
cos*a  +  cosa& + cos*c = i ,  cosae  +  cosay^-  cos2  g = i , 
et  trois  équations  résultant  de  ce  que  la  position  des 
deux  points  fixes  A  et  B  est  donnée.    On  formera 
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celles-ci  en  calculant  les  valeurs  des  trois  coordonnées 
de  l'un  de  ces  points ,  rapporte'es  à  des  axes  passant 
par  l'autre  point,  c'est-à-dire,  les  projections  du  po- 
lygone entier  sur  ces  trois  axes,  et  les  égalant  aux 
valeurs  données  de  ces  mêmes  coordonnées. 

La  déiermination  de  ces  huit  inconnues  sera  géné- 
ralement très  compliquée;  mais  après  que  le  poly- 
gone funiculaire  aura  pris  de  lui-même  la  figure 
propre  à  l'équilibre  des  forces  appliquées  à  ses  som- 
mets ,  on  obtiendra  sans  difficulté  les  tensions  de  ses 
différens côtés;  ce  qui  suffira  pour  la  pratique.  Ainsi, 
en  décomposant  la  force  P  appliquée  au  point  M  en 
deux  autres  forces  dirigées  suivant  les  prolongemens 
des  côtés  AM  et  MM',  les  composantes,  données  im- 
médiatement par  la  règle  du  parallélogramme  des 
forces,  seront  les  tensions  de  ces  deux  côtés.  Celle  qui 
agira  suivant  le  prolongement  de  AM  devra  être  égale 
à  la  force  agissant  suivant  ce  premier  côté,  lorsque  le 
point  A  sera  libre;  et  quand  il  sera  fixe,  elle  expri- 
mera la  pression  exercée  sur  ce  point.  Pareillement , 
les  composantes  de  la  force  P'  suivant  les  prolonge- 
mens de  MM'  et  M'Mr/,  exprimeront  la  tension  de 
MM',  déjà  connue  par  la  décomposition  de  P,  et  celle 
du  côté  adjacent  M'M";  et  ainsi  de  suite. 

z§&.  Les  cordons  qui  forment  les  différens  côtés 
d'un  polygone  funiculaire  sont  toujours  un  peu  ex- 
tensibles; chacun  d'eux  s'allonge  d'une  petite  quan- 
tité, en  raison  de  la  tension  qu'il  éprouve  dans  l'é- 
tat d'équilibre;  et  lorsque  cette  tension  est  connue, 
on  peut  calculer  l'allongement  correspondant. 

En  effet,  l'expérience    prouve  que   tant   que    la 
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tension  d'un  fil  homogène  et  d'une  épaisseur  cons- 
tante n'approche  pas  de  la  force  nécessaire  pour  le 
rompre,  son  allongement  est  proportionnel  à  sa  lon- 
gueur et  à  la  tension  qu'il  éprouve;  il  varie  d'ail- 
leurs, d'un  fil  à  un  autre ,  avec  l'épaisseur  et  la  ma- 
tière du  fil.  Cela  étant ,  je  suppose  que  l'on  attache  à  un 
point  fixe  un  fil  de  la  même  épaisseur  et  de  la  même 
matière  que  le  cordon  AM,  et  que  l'on  suspende  à  son 
extrémité  inférieure  un  poids  donné  IT,  très  grand 
par  rapport  à  celui  du  fil.  Soient  l  et  Z(i  +<ar)  ses 
longueurs  avant  et  après  la  suspension  du  poids  n  ; 
cette  quantité  <zzr  sera  une  fraction  très  petite,  indé- 
pendante de  l  et  proportionnelle  à  II,  en  négligeant 
le  poids  du  fil  ;  en  sorte  que  si,  dans  une  autre  expé- 
rience, les  trois  quantités  Z,  (&,  n,  sont  lf,  <sr! \  Tî'P  on 
aura 


<GT 


n 


quels  que  soient  l  et  l' .  Or,  il  est  évident  qu'un  fil  at- 
taché à  un  point  fixe  et  tiré  à  son  autre  extrémité 
par  une  force  dirigée  suivant  son  prolongement ,  est 
dans  le  même  état  que  s'il  était  tiré  par  cette  même 
force  suivant  ses  deux  prolongemens.  Si  donc  on  ap- 
pelle T  la  tension  du  cordon  ÀM,  et  si  l'on  suppose 
qu'il  se  soit  allongé  dans  le  rapport  de  i+r  à  l'unité, 
on  aura 

<3rT 

T  =  "n  ' 

pour  déterminer  cet  allongement;   et  il  en  sera  de 
même  pour  tous  les  autres  côtés  du  polygone. 
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28g.  Soit  que  les  points  extrêmes  A  et  B  du  poly- 
gone soient  fixes ,  ou  qu'ils  soient  libres ,  si  l'un  ou 
plusieurs  des  nœuds  M,  M',  M",  etc.,  sont  remplaces 
par  des  anneaux,  cette  circonstance  donnera  lieu  à 
de  nouvelles  conditions  d'équilibre.  Supposons,  par 
exemple ,  que  Mr/  soit  un  anneau  mobile  qui  puisse 
glisser  le  long  du  cordon  M'M"M'"j  il  est  clair  que 
dans  ce  mouvement  la  somme  des  distances  M'M" 
et  M"M'",  du  point  M"  aux  points  M'  et  M"',  res- 
tera constante.  Or,  si  l'équilibre  existe,  cet  état  ne 
sera  pas  troublé  en  rendant  fixes  ces  deux  derniers 
points;  mais  alors  le  point  Mf/  sera  dans  le  même 
cas  que  s'il  était  astreint  à  demeurer  sur  la  surface 
d'un  ellipsoïde  de  révolution ,  dont  M'  et  Mm  sont 
les  deux  foyers,  et  dont  le  grand  axe  est  égal  à  la 
longueur  donnée  du  cordon  M*M"M'/#;  donc  ce  point 
ne  peut  rester  en  équilibre  (n°  56),  à  moins  que  la 
force  Pf/  qui  lui  est  appliquée  ne  soit  perpendicu- 
laire à  cette  surface;  d'où  il  suit,  d'après  une  pro- 
priété connue  de  l'ellipse,  que  la  direction  de  cette 
force  doit  couper  en  deux  parties  égales  l'angle  des 
deux  rayons  vecteurs  M"M'  et  M"M/7/. 

Lors  donc  qu'en  exécutant  la  construction  du 
n°  286,  on  sera  parvenu  à  un  anneau  mobile  tel 
que  M" ,  et  que  l'on  aura  pris  la  résultante  des 
deux  forces  dirigées  suivant  M"M'  et  M^'C,  dont  le 
prolongement  sera  le  côté  Mf/M'/;,*  si  l'on  trouve  que 
les  angles  C'W  et  C"M"M'"  ne  sont  pas  égaux 
entre  eux ,  il  en  faudra  conclure  que  l'équilibre 
n'existe  pas.  En  général,  il  faudra  que  la  direction 
du  cordon  M"C",    attaché  à   un  anneau  mobile,  ne 
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soit  pas  donnée  d'avance  ,  afin  qu'on  puisse ,  en  la 

déterminant  d'une  manière  convenable  y   remplir  la 

condition   de  l'égalité  des  deux  angles   M'M"C"   et 

M//;M"C". 

Observons  que  dans  l'état  d'équilibre,  les  tensions 
des  deux  côtés  adjacens  à  un  anneau  mobile  seront 
égales  entre  elles;  cela  résulte  de  ce  que  ces  deux 
côtés  font  des  angles  égaux  avec  la  direction  de  la 
force  appliquée  à  cet  anneau,  et  que  leurs  tensions 
sont  les  composantes  de  cette  force  suivant  leurs 
propres  directions*  mais  cette  égalité  de  tension  peut 
aussi  être  considérée  comme  évidente  en  elle-même, 
puisque  les  deux  côtés  le  long  desquels  l'anneau  peut 
glisser  ne  forment  qu'un  cordon  ,  qui  doit  néces- 
sairement éprouver  la  même  tension  dans  toute  son 
étendue. 

290.  Ce  que  nous  disons  à  l'égard  d'un  anneau 
obligé  de  glisser  le  long  d'un  fil  considéré  comme 
inextensible  et  parfaitement  flexible,  peut  s'étendre 
à  tous  les  points  d'un  système  de  points  matériels 
en  équilibre.  Quelle  que  soit  la  liaison  de  ces  points 
entre  eux ,  on  ne  troublera  pas  cet  équilibre  en 
fixant  tous  les  points  du  système,  excepté  un  seul. 
Or,  ^i  la  liaison  de  ce  point  avec  les  autres  est  telle 
qu'il  puisse  encore  décrire  une  surface  ou  seule- 
ment une  ligne  courbe  autour  de  ces  points  fixes , 
il  est  évident  que  le  point  mobile  sera  dans  le  même 
cas  que  si  la  surface  ou  la  ligne  courbe  existait  réel- 
lement ;  par  conséquent ,  la  direction  de  la  force 
qui  lui  est  appliquée  doit  être  normale  à  cette  sur- 
face ou  à  cette  ligne. 
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Concluons  donc  que  dans  tout  système  de  points 
matériels  en  équilibre,  la  force  appliquée  à  chacun 
de  ces  points  est  perpendiculaire  à  la  surface  ou  à 
la  ligne  sur  laquelle  ce  point  serait  obligé  de  res- 
ter, si  tous  les  autres  points  auxquels  il  est  lié 
étaient  regardés,  pour  un  moment,  comme  des 
points  fixes. 

Quand  cette  condition,  relative  à  la  direction  des 
forces  et  à  la  liaison  des  parties  du  système,  n'est 
pas  remplie ,  on  peut  être  certain  que  l'équilibre 
n'existe  pas  5  mais  elle  ne  suffit  pas  à  elle  seule  pour 
assurer  l'équilibre  du  système. 

291.  Si  toutes  les  forces  qui  agissent  sur  un  poly- 
gone funiculaire  suspendu  aux  deux  points  fixes  A 
et  B,  sont  des  poids  donnés,  il  résulte  de  la  cons- 
truction du  n°  286,  que  ce  polygone  tout  entier  sera 
contenu  dans  le  plan  vertical  passant  par  ces  deux 
points  ;  et  cela  est  d'ailleurs  évident  en  soi-même , 
puisqu'il  n'y  aurait  aucune  raison  pour  qu'il  s'écartât 
de  ce  plan  plutôt  d'un  côté  que  de  l'autre.  En  pre- 
nant alors  la  perpendiculaire  à  ce  plan  pour  l'axe 
I  auquel  répondent  c ,  g,  yy  y' ,  etc. ,  tous  ces  angles 
seront  droits,  et  la  troisième  équation  (a)  disparaîtra; 
les  deux  autres  se  réduiront  à 

H  cos  a  +  K  cos  e  =  o ,  \     (hx 

Hcos6  +  Kcosjf+  n  =  o,    J     ^  J 

en  supposant  que  les  angles  a,  e,  a,  a',  etc.,  répon- 
dent h  un   axe   horizontal,   et  les   angles  b9  f,   è9 
€',  etc. ,  à  un  axe  dirigé  dans  le  sens  de  la  pesan- 
1.  36 
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teur,  et  en  représentant  par  n  la  somme  des  poids  P, 

P',  Pr/,  etc. ,  appliqués  au  polygone. 

L'équilibre  de  ce  polygone  ne  sera  pas  troublé  si 
l'on  rend  sa  forme  invariable  ;  par  conséquent ,  la 
force  n  devra  être  égale  et  directement  opposée  à  la 
résultante  des  forces  H  et  K,  En  vertu  des  équa- 
tions (b),  elle  est  déjà  égale  et  contraire  à  cette  ré- 
sultante ;  il  faudra  donc  encore  qu'elle  passe  par  le 
point  0  (fig.  72  ),  où  les  prolongemens  des  cordons 
extrêmes  AM  et  BN  viennent  se  couper,  et  qu'on 
peut  prendre  pour  le  point  d'application  commun 
aux  deux  forces  H  et  K.  Ainsi,  dans  l'état  d'équilibre, 
la  résultante  II  des  forces  verticales  P,  P',  Pr/,  etc., 
sera  dirigée  suivant  la  verticale  OD  •  et ,  cela  étant , 
on  aura  les  proportions  (n°  29) 

H  :  n   ::  sin  BOD  :  sin  AOB, 
K  :  n    ::    sin  AOD   :  sin  AOB, 

qui  feront  connaître  les  tensions  des  cordons  ex- 
trêmes ,  ou  les  pressions  H  et  K  exercées  sur  les  deux 
points  fixes  A  et  B,  quand  on  aura  mesuré  les  angles 
AOD  et  BOD 

292.  On  peut  faire  sur  les  tensions  des  cordons  qui 
supportent  un  poids  donné  ,  la  même  remarque  que 
l'on  a  déjà  faite  à  l'égard  des  pressions  éprouvées  par 
les  points  d'appui  d'un  plan  horizontal  sur  lequel  un 
poids  est  placé  (n°  270). 

Supposons  que  les  trois  cordons  attachés  aux  points 
fixes  A,  B,  C  (fîg.  n5),  se  réunissent  au  point  M  ,  et 
qu'en  ce  point  un  poids  P  soit  suspendu  et  agisse  sui- 
vant la  verticale  MD.  Prenons  un  point  D'  sur  le  pro- 
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longement  de  cette  droite,  et  construisons  le  paral- 
lélépipède dont  MD'  est  la  diagonale,  et  qui  a  ses 
trois  côtés  adjacens  MA',  MB',  MC,  sur  les  directions 
des  trois  cordons.  Si  Ton  représente  la  force  P  par  la 
droite  MD',  ses  composantes  suivant  ces  directions 
seront  représentées  par  les  droites  MA7,  MB',  MC,  et 
elles  exprimeront  les  tensions  des  trois  cordons  MA, 
MB,  MC ,  ou  les  charges  des  trois  points  fixes  A ,  B , 
C,  lesquelles  se  trouveront,  dans  ce  cas,  complète- 
ment déterminées.  Mais ,  lorsque  les  cordons  abou- 
tissant au  point  M  seront  au  nombre  de  quatre  ,   ou 
en   plus  grand  nombre,  on  pourra  décomposer  la 
force  P  d'une  infinité  de  manières  différentes,  suivant 
leurs  directions  ;  en  sorte  que  leurs  tensions  et  les 
charges  des  points  fixes  ne  seront  plus  déterminées , 
et  une  ou  plusieurs  d'entre  elles  pourront  être  nulles 
ou  prises  arbitrairement.  Or,  cette  indétermination 
aurait  réellement  lieu  dans  la  question  abstraite,  où 
l'on  n'a  tenu  aucun  compte  de  l'extensibilité  des  cor- 
dons ;   mais  elle  n'existe  plus  dès  qu'on  a   égard  à 
cette  propriété  de  la  matière  :  alors  tous  les  cordons 
s'allongent  un  tant  soit  peu  ;  leurs  extensions  dépen- 
dent de  leur  nombre  et  de  leurs  positions  relatives; 
et  si  Ton  mesurait  ces  petits  allongemens ,  on   en 
pourrait  conclure  la  tension  de  chaque  cordon,  ou 
la  charge   de   chaque    point    fixe   qui   a   réellement 
lieu. 

Ainsi ,  en  supposant  que  le  cordon  AM,  par  exem- 
ple, se  soit  allongé  dans  le  rapport  de  i-f-  eT  à  l'unité, 
et  sachant,  d'ailleurs,  qu'un  cordon  de  même  matière 
et  de  même  diamètre  s'allonge  dans  le  rapport  de 

36 
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ï  -f-  <ar  à  l'unité,  quand  on  le  suspend  verticalement 
à  un  point  fixe ,  et  qu'on  attache  le  poids  P  à  son  ex- 
trémité inférieure,  on  en  conclura  (n°  288)  que  la 
tension  éprouvée  par  ce  cordon ,  ou  la  charge  que 

supporte  le  point  A,  est  égale  au  produit  -  P. 

Si  l'on  désigne  par  m'  et  £',  <arf/  et  cT",  etc.,  ce  que 
deviennent  les  fractions  <5r  et  cT  relativement  aux  cor- 
dons MB,  MC,  etc.,  et  par  y,  y' ,  y",  etc.,  les  angles 
aigus  que  font  les  cordons  MA,  MB,  MC,  etc. ,  avec 
la  verticale  MD',  il  faudra  qu'on  ait 

-  cos  y  +  —,  cos  y  -\ Tl  cos  y  -(-  etc.  =  i , 

afin  que  la  somme  des  composantes  verticales  de 
toutes  les  tensions  soit  égale  au  poids  P.  En  proje- 
tant les  mêmes  cordons  sur  un  plan  horizontal  mené 
par  le  point  M,  et  désignant  par  co  9  co' ,  co",  etc. ,  les 
angles  que  les  projections  de  MA,  MB,  MC,  etc., 
font  avec  une  droite  MO  tracée  arbitrairement  dans 
ce  plan,  on  aura  aussi 

^  .m  y    .  ■ 

-  sin  y  sin  a  +    —  sin  y  sm  co'  -4-  etc.  =  o , 

■sr  25- 

-  sin  y  cos  co  -j ,  sin  y'  cos  co'  +  etc.  =  o , 

pour  exprimer  que  la  résultante  de  toutes  les  tensions 
est  une  force  verticale. 

Quand  il  n'y  a  que  trois  cordons ,  ces  trois  équa- 
tions suffisent  pour  déterminer  les  rapports  de  leurs 

tensions  au  poids  P,  ou  les  valeurs  de  -  ,  — ■. ,  —,  au 

1  W        <7ST  "Z3" 
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moyen  des  angles  que  ces  trois  cordons  font  avec  la 
verticale  MD',  et  des  angles  compris  entre  les  plans 
de  cette  droite  et  de  leurs  directions.  Quand  il  n'y  en 
a  que  deux,  leurs  directions  et  cette  verticale  sont 
comprises  dans  un  même  plan  ;  ce  qui  réduit  à  une 
seule  les  deux  dernières  équations. 

§  II.  Équilibre  d'un  fil  flexible. 

2g5.  Considérons  d  abord  un  fil  pesant,  homogène 
et  d'un  diamètre  constant;  supposons-le  parfaitement 
flexible  et  attaché  par  ses  extrémités  A  et  C  (lig.  74) 
à  deux  points  fixes;  et  proposons-nous  de  déterminer 
la  courbe  ABC  qu'il' forme  dans  son  état  d'équilibre. 
On  nomme  cette  courbe  la  chaînette;  elle  est  évi- 
demment comprise  dans  le  plan  vertical  passant  par 
les  deux  points  fixes  A  et  C  ;  car  il  n  y  aurait  aucune 
raison  pour  qu'elle  s'en  écartât  plutôt  d'un  côté  que 
de  l'autre. 

Par  un  point  0,  menons  dans  ce  plan  deux  axes 
rectangulaires  Ox  et  Oy  ,  qui  seront  ceux  des  coor- 
données positives  ;  prenons  Ox  horizontal  et  dirigé 
du  côté  du  point  A ,  et  Oy  vertical  ,  dirigé  en  sens 
contraire  de  la  pesanteur,  et  passant  par  le  point  B, 
le  plus  bas  de  la  courbe.  Soient  x  et  y  les  coordon- 
nées OP  et  PM ,  rapportées  à  ces  deux  axes ,  d'un 
point  quelconque  M  de  la  chaînette,  et  s  l'arc  BM 
aboutissant  en  ce  point  et  compté  du  point  B;  et  dé-^ 
signons  par  xf,yf,  s',  ce  que  deviendront  x9  y ,  s-, 
relativement  à  un  autre  point  de  cette  courbe  >.  tel 
que  l'on  ait  s'  >  s. 
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Si  l'on  appelle  p  le  poids  de  l'unité  de  longueur 
du  fil,  lorsqu'il  est  couché  sur  un  plan  horizontal, 
p  (s*  —  s)  sera,  dans  cet  état,  le  poids  d'une  longueur 
/  —  s  du  même  fil,  puisqu'on  le  suppose  homogène 
et  d'une  épaisseur  constante.  Quand  il  sera  suspendu 
aux  deux  points  fixes  A  et  B,  ses  différentes  parties 
s'allongeront  inégalement ,  à  raison  de  leurs  tensions 
respectives;  et,  en  même  temps,  leurs  densités  ou 
leurs  épaisseurs  diminueront  de  manière  que  leurs 
masses  ne  changent  pas;  par  conséquent,  le  poids  de 
cette  longueurs' — s  ne  sera  plus  exactement  le  même 
qu'auparavant  ;  mais  si  la  matière  du  fil  est  très  peu 
extensible,  et  qu'on  néglige  les  petites  dilatations  de 
ses  parties,  on  pourra  encore  prendre  p{s' — s)  pour 
le  poids  correspondant  à  l'arc  MM'  de  la  chaînette. 

Soient,  en  outre,  T  et  T'  les  forces  inconnues  qui 
agissent  à  ses  extrémités  M  et  M',  et  proviennent  de 
ce  que  ces  points  sont  liés  aux  parties  CM  et  AM'  de 
cette  courbe.  Enjoignant  ces  forces  au  poidsp(s' — s), 
on  pourra  considérer  MM'  comme  entièrement  libre; 
par  conséquent ,  si  l'on  représente  par  cl  et  S  les  an- 
gles que  fait  la  direction  de  ia  force  T  avec  les  prolon- 
gerons des  coordonnées  x  et  y  de  son  point  d'appli- 
cation, et  parce'  et  S' les  angles  analogues  relativement 
à  la  force  T',  nous  aurons 

T  cos  a.  -f-  Tf  cos  af  =  o ,  ) 

T  cos  C  -\~  T' cos  €'  z=p  (/ — s) ,    V  (a) 
T(.rcosC — j-cos  a)  +T'(a?'cosC/ — j'eos  «')=/?(/ — s)x„  ) 

pour  l'équilibre  de  ces  trois  forces  comprises  dans 
un  même  plan  (  n°  262  )  ;  xx  étant  l'abscisse  hori- 
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zontale  du  centre  de  gravité  de  l'arc  MM'.  Elles  au- 
ront lieu ,  quelle  que  soit  la  longueur  de  cet  arc  : 
si  on  la  suppose  infiniment  petite ,  on  pourra  né- 
gliger, dans  ces  équations ,  les  quantités  infiniment 
petites  du  second  ordre  ;  mais  il  faudra  conserver 
les  quantités  du  premier  ordre;  ce  qui  n'empêchera 
pas  qu'on  ne  doive  considérer  la  force  T  comme 
étant  dirigée  suivant  la  partie  MH  de  la  tangente  , 
à  l'extrémité  M ,  et  la  force  T',  suivant  la  partie 
M'H'  de  la  tangente ,  à  l'autre  extrémité  M'. 

Pour  le  faire  voir,  prenons  sur  MM!  un  point  m 
tel  que  l'arc  Mm  soit  infiniment  petit  du  second 
ordre  \  ce  qui  permettra  de  négliger  le  poids  de 
cette  partie  de  la  chaînette.  Si  l'on  ûxe  le  point  m, 
l'équilibre  ne  sera  pas  troublé  ;  or,  le  fil  étant  sup- 
posé parfaitement  flexible ,  il  n  y  aurait  rien  qui 
empêchât  la  force  T  de  faire  tourner  l'arc  Mm  au- 
tour de  m ,  si  elle  n'était  pas  dirigée  suivant  son 
prolongement  MH.  On  verra  de  même  que  la  force  T' 
doit  être  dirigée  suivant  M'H'. 
D'après  cela,  nous  aurons 

dx                p  dr 

COS    CL   =    -5- ,       COS    b    =    -4-  , 

ds  7  ds  7 

doc  a  dy 

cos  «'  =  w,         cos  e'=^r; 

et  en  négligeant  les  infiniment  petits  du  second  or- 
dre ,  ces  dernières  valeurs  seront 


,         dx  -,  dx  -,,         dy    ,      ,  ay 

cos  aJ  =  -t-  -f-  a.—  ,     cos  b  —  -f-  -f-  d.~-. 
as  as  7  ds    '  ds 

On  peut  aussi  prouver  qu'on  a  T/=T  +  <fT.  En 
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effet ,  la  quantité  T  est  une  fonction  des  coordon- 
nées du  point  quelconque  M  auquel  elle  répond  , 
qui  devient,  conséquemment,  T  +  rfT  au  point  M7; 
en  ce  point,  elle  exprime  la  force  qui  agit  sur  la 
partie  supérieure  AM'  de  la  chaînette,  suivant  la 
direction  M'Hy ,  prolongement  de  H'M7.  Or ,  si  m' 
est  un  point  de  la  courbe  dont  la  distance  a  M'  est 
infiniment  petite  du  second  ordre ,  la  force  qui  agit 
en  m'  sur  la  partie  km' ,  sera  la  même,  en  gran- 
deur et  en  direction ,  que  celle  qui  agit  en  M'  sur 
AM';  par  conséquent,  la  partie  M!  m!  de  la  chaî- 
nette est  tirée  en  sens  contraire,  suivant  M'H'  et  m'H  , 
par  des  forces  T'  et  T  +  dT ,  qui  doivent  être  égales 
pour  que  M! m'  demeure  en  équilibre. 

Cela  posé,  je  substitue  ces  différentes  valeurs  dans 
les  deux  premières  équations  (a),  et  j'y  fais  sr — s=ds; 
elles  deviennent 

d.T^  =  o,     d.T^=pds.       (h) 
Quant  à  la  troisième,  elle  prendra  la  forme 

en  y  négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre, 
ce  qui  permet  de  remplacer  œx  par  oc  dans  son  se- 
cond membre.  Or ,  cette  équation  est  la  même 
chose  que 

xd.T  ■£■  —  jd.  T  ~  =  pocds  ; 
et,  comme  on  voit,  elle  est  une  suite  des  deux  au- 
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très.  Effectivement,  le  problème  ne  peut  dépendre 
que  de  deux  équations,  puisqu'il  n'y  a  que  deux  in- 
connues y  et  T  à  déterminer  en  fonctions  de  x  ;  la 
première ,  pour  connaître  l'équation  de  la  courbe ,  et 
la  «seconde,  pour  savoir  quelle  est  la  tension  en  un 
point  quelconque  M,  c'est-à-dire,  la  grandeur  des 
forces  égales  qui  tirent  l'élément  Mm  suivant  ses  deux 
prolongemens. 

294.  L'intégrale  de  la  première  équation  (b)  est 

T  ^X    n 

1   ds    —   C>* 

en  désignant  par  c  la  constante  arbitraire.  Au  point  B, 
on  a  —  =  1  et  T  =  c  ;  si  donc  on  représente  la  ten- 
sion en  ce  point  le  plus  bas,  par  le  poids  d'une  lon- 
gueur h  du  fil ,  on  aura  c=ph,  et ,  en  un  point 
quelconque , 

La  seconde  équation  (b)  deviendra  donc 


hd.  ■—  =  ds; 


dx 


d'où  l'on  tire 


s~hh 


en  observant  qu'on  a ,  en  même  temps ,   s  =  o  et 

dy  • 

-y-  =  o  au  point  B.  Ces  équations  feront  connaître 

immédiatement  l'arc  s  et  la  tension  T ,  lorsque  l'or- 
donnée y  aura  été  déterminée  en  fonction  de  oc. 
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En  mettant  dans  l'équation  précédente ,  à  la  place 
de  ds,  sa  valeur 

on  en  déduit 

7  dx 

dx  = 


/■+£ 


En  intégrant  et  observant  qu'on  ax  =  oet  ~  =  o 
au  point  B ,  on  en  déduit 


et,  par  conséquent, 


^  ^  V   I  ^  ^2       e    »■ 


e  étant,  à  l'ordinaire,  le  base  des  logarithmes  népé- 
riens. Je  multiplie  cette  équation  par 


(vA  +  £I-£V  l 


dx1  dxj 

il  en  résulte 


X 


3  V   l^  dx*         dx' 

on  aura  donc 

(X  x\ 

dy=.-  \e^  —  e    Vclûc; 
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d'où  Ton  tire 


s  =  -  \e    —   e 
i 

h  (  h    , 


M 


en  observant  que  s  =  o  et  x  =  o ,  au  point  B ,  et 
prenant  l'origine  0  des  coordonnées  à  la  distance  h 
au-dessous  de  ce  point,  de  sorte  qu'on  ait^=^ 
quand  x  =  o. 

Ces  équations  (c)  donnent  s  =  h-j- ,  comme  plus 

haut.  La  seconde  est  l'équation  de  la  chaînette,  sous 
la  forme  la  plus  simple;  elle  montre  que  cette  courbe 
est  symétrique  de  part  et  d'autre  de  son  point  le 
plus  bas. 

La  valeur  précédente  de  T  deviendra 

T  =  Ph  I  =  un 

en  sorte  que  la  tension  en  un  point  quelconque  M  est 
exprimée  par  le  poids  d'une  longueur  du  fil,  égale  à 
la  perpendiculaire  MP  abaissée  de  ce  point  sur  la 
droite  horizontale,  passant  par  le  point  0.  C'est  au 
point  B  que  cette  tension  est  la  plus  petite  ;  et  sa  va- 
leur en  ce  point  est  ph,  comme  on  l'a  supposé. 

2C)5.  Il  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  la  constante  h 
qui  entre  dans  ces  formules.  L'expression  de  y  fera  en- 
suite connaître  la  figure  de  la  chaînette  ;  mais  pour 
que  sa  position  soit  connue  dans  le  plan  vertical 
passant  par  les  points  A  et  C ,  il  faudra  aussi  déter- 
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miner  la  distance  de  Taxe  Oj  k  Fun  de  ces  points 

fixes, 

Pour  cela,  je  mène  par  le  point  A  une  horizontale 
qui  coupe  Taxe  Oy  en  un  point  Q,  et  par  le  point  C, 
une  verticale  qui  rencontre  cette  horizontale  au  point 
D.  La  position  du  point  C,  par  rapport  au  point  A, 
étant  connue,  les  distances  AD  et  DC  seront  données. 
Je  les  représente  par  a  et  b  ;  je  désigne  aussi  par  k  la 
distance  AQ;  en  sorte  qu'on  ait 

AD  =  a,     DC  =  6,     AQ  =  £,     OB  =  A; 

a  et  b  étant  des  quantités  données,  et. 'A;  .et  A  les 
deux  inconnues  qu'il  s'agira  de  déterminer.         s 

J'appellerai  k'  la  distance  QD ,  l  la  longueur  don- 
née de  la  courbe  ABC  ,  g  et  gf  ses  parties  AB  et 
BC ,  f  la  flèche  BQ  ;  on  aura 

k  +  k'  =  a,     g  +  g'  =  Z , 

en  regardant  k'  et  g'  comme  des  quantités  positives 
ou  négatives,  selon  que  le  point  C  appartiendra  au 
prolongement  de  AB  ou  à  *\B  même.  Les  ordon- 
nées des  points  A  et  C  seront  h  -\-f  et  h  -j-f —  b,  en 
considérant  aussi  la  quantité  b  comme  positive  ou 
comme  négative,  selon  que  C  sera  au-dessous  ou 
au-dessus  de  la  droite  horizontale ,  menée  par  le 
point  A. 

Si  l'on  fait  dans  les  équations  (c) ,  d'abord 

x  =  k,     s  =  g,     y^h+f, 
et  ensuite 
x  =  —  k',     s ..==  —  g',    J  =  h  +f—  b, 
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il  en  résultera 

2  2 

=  Me*-e    h),    h+f-b  =  Xeh+e    V; 

«1  "  o 


a 


S 


2 

d'où  l'on  tire 


l   =  *US  —  a   *  +  eA   —  e  T), 

2 

6  -Ke*  +  e~h  ~  eh   -  e    h). 

2 

De  là  et  de  k  -f-  k!  =  « ,  on  conclut 

/  +   e~'h  —  2) , 
et ,  par  conséquent, 

-{e     —  <f  ")  =  n,  (rf) 

2ce  x    ' 

en  faisant,  pour  abréger, 

3  =  ">    V~5-  =  "• 

Cette  quantité  n  étant  composée  de  quantités  don- 
nées ,  l'équation  (d)  fera  connaître  la  valeur  de  a, 
et  par  suite  celle  de  h.  En  général ,  cette  équation  se 
résoudra  par  des  essais  ;  et  l'on  en  déduira  la  valeur 
numérique  de  et  d'après  celle  de  n ,  aussi  exactement 
qu'on  voudra.  Si  n  diffère  très  peu  de  Punité ,  la 
valeur  de  a  sera  très  petite  ;  en  développant  alors 


i 
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les  exponentielles,  et  négligeant  la  quatrième  puis- 
sance de  a,  on  aura  simplement  oS  =  6(n — i). 
Si  nous  faisons  aussi 

nous  aurons 

k  =  ±a  +  h£,     k'  =  \a  —  h€; 
et  la  valeur  précédente  de  b  deviendra 

b  =  * ÇTh  -  e~^)  (j  -  e~£);  (e) 

1 

ce  qui  fera  connaître  la  valeur  de  £,  d'après  celle 
de  h,  et,  conséquemment,  les  quantités  k  et  kr.  Le 
signe  de  k'  décidera  de  quel  côté  de  Ojr,  le  point  C 
sera  placé. 

Le  cas  le  plus  simple  aura  lieu  quand  les  points  fixes 
A  et  C  seront  situés  sur  une  même  droite  horizontale. 
On  aura  alors  b  =  o  ;  l'équation  (e)  donnera  £  =  o, 
et,  par  suite,  k-=k'z=z\a,  comme  cela  doit  être. 
On  aura,  en  même  temps, 


_  hXe*hA-  e   2V; 


h  +  /:=  -Ve2ft  +  e 

ce  qui  fera  connaître  les  tensions  aux  points  A  et  C , 
ou  les  charges  que  ces  points  fixes  auront  à  supporter, 
après  que  la  valeur  de  h  aura  été  calculée.  Dans 
le  cas  général ,  ces  tensions  extrêmes  se  déduiront 
des  valeurs  de  y  ,  correspondantes  à  ce  =  k  et 
ce  =  —  k'. 

296.  Parmi  toutes  les  courbes  de  même  longueur, 
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qui  aboutissent  aux  points  donnés  A  et  C  ,  la  chaînette 
est  celle  dont  le  centre  de  gravité  est  le  plus  bas. 

En  effet ,  menons  par  le  point  A  (  fig.  j5  )  un  axe 
horizontal  Ay' ,  et  un  axe  Ax'  vertical  et  dirigé  dans 
le  sens  de  la  pesanteur.  Soient  x'  et  y'  les  coordon- 
nées d'un  point  quelconque  M,  rapportées  à  ces  axes. 
En  appelant  xx  la  distance  du  centre  de  gravité  d  une 
courbe  quelconque  AMC ,  à  l'axe  Ay' ,  nous  aurons 


lxx  =    /     3c'  Vf  i  +  -=tt^  dx\\ 

b  étant  la  valeur  de  x  qui  répond  au  point  C ,  et  l 
désignant  la  longueur  donnée  de  cette  courbe ,  de 
sorte  qu'on  ait 

1  =  LW1  +  ¥** 

Or,  d'après  la  formule  (e)  du  n°  201  ,  la  courbe  dans 
laquelle  la  première  intégrale  est  un  maximum  entre 
toutes  les  courbes  de  même  longueur,  a  pour  équation 
différentielle 

7  ,  cdxf 

y/{x'  -f-  cy—  c'2? 

c  et  c'  étant  des  constantes  arbitraires.  En  intégrant 
et  observant  que  les  variables  x'  et  jr'  sont  nulles  en 
même  temps,  il  vient 


x'  -f  c  -j-  y  (x'  -h  cy  —  c* 

I    =  c'  log  —-T- -    v  \  c, 


c  -f-  y  c"  —  c* 


et,  par  conséquent, 


y 
x'  +  c  +    s/(x'  +  cf   —  c*  =  y  ec' 
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en  faisant ,  pour  abréger , 

c  +  \/c*  —  c'*  —  y. 

On  tire  de  là 


r 


œf  +  c  —    s/(x'  +  c)'  —   c'a  =  yf  e    % 
en  faisant  aussi 


c  —    \Aa  —  c'a  =  >'. 
On  aura  donc 

y  -il 

pour  l'équation  de  la  courbe  qui  jouit  de  la  propriété 
demandée.  Au  point  C,  on  aura 


b  +  cz=iye'+ly'  e 


a  étant  la  distance  donnée  de  ce  point  à  l'axe  Axf, 
de  sorte  qu'on  ait  à  la  fois  x'  =  b  et  y'  =  a.  Cette 
équation  particulière  et  la  longueur  l  de  la  courbe 
serviront  à  déterminer  les  deux  constantes  c  et  cf. 

Maintenant,  pour  faire  coïncider  l'équation  (f)  avec 
celle  de  la  chaînette ,  désignons  par  e  une  constante 
indéterminée,  et  changeons  les  coordonnées  x'  e\y' 
en  d'autres ,  telles  que  l'on  ait 

x   -j-  c  =  —  y,     y1  =  g  —  x  ; 

de  manière  que  ces  nouvelles  coordonnées  x  et  y 
soient  dirigées  en  sens  contraire  de  y  et  x',  et  rap- 
portées à  une  autre  origine.  Par  ce  changement,  Té- 
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quation  {f)  deviendra 

6  X  «  X 

j  =  —  ±  y  eT'  e~~~  —  i  y(T~'  af. 
Déterminons  la  quantité  g ,  en  posant  Féquation 


y  e c   —  y  e 


c 


9 


et  désignons  par   —  h,   la  valeur  commune  de  ces 
deux  quantités  égales,  de  sorte  qu'on  ait 

y  ec'  =  —  h,     y'  e     c'  =  —  h. 

Comme  on  a  yy'  =  c'%  il  en  résultera  h  =  cf  ;  et 
l'équation  précédente  de  la  courbe  deviendra 


=  ih  \eh 


y  =  ih  \eh  -f  e 


î). 


ce  qui  coïncide  avec  la  seconde  équation  (c)  que  nous 
avons  trouvée  pour  la  chaînette. 

297.  Si  la  force  verticale  qui  agit  sur  chaque  élé- 
ment du  fil  suspendu  aux  points  A  et  C  (  fîg.  y 4  )  > 
au  lieu  d'être  proportionnelle  à  la  longueur  de  l'élé- 
ment dsy  est  proportionnelle  à  sa  projection  horizon- 
tale dx ,  la  seconde  équation  (b)  deviendra 

d.T  ~  =  pdx; 

p  étant  une  constante  donnée  qui  représente  le  poids 
d'un  prisme  dont  la  hauteur  est  l'unité  linéaire.  En 
vertu  de  la  première  équation  (b),  qui  ne  changera 
pas,  on  aura  toujours 

rp  7   "* 

T=Pkdï> 

•37 
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en  désignant  par  h  une  ligne  de  longueur  inconnue, 
et  par  pk  un  poids  équivalent  à  la  tension  au  point  B, 
le  plus  bas  de  la  courbe.  Il  en  résultera  donc 

kd.  -y-  =  dœ  ; 
d'où  l'on  tire 

hdx  —  x>         2hJ  =  **>  \ 

en  plaçant  l'origine  des  coordonnées  oc  ely  au  point  B. 
Dans  ce  cas,  la  courbe  sera,  comme  on  voit,  une 
parabole  qui  aura  son  sommet  au  point  le  plus  bas  ; 
et  l'on  aura 


T  =  p  \Jh*  +  œ% 

pour  la  tension  en  un  point  quelconque. 

En  employant  les  notations  du  n°  2g5 ,  on  aura , 
aux  points  A  et  C , 

2hJ=k>,  2h(/~b)   =   k", 

et  à  cause  de  k  +  k'  =  a ,  on  en  conclura 
2hb  =  a(k  —  k'); 

ce  qui  fera  connaître  k9  kf,J,  quand  on  aura  déter- 
miné h ,  dont  la  valeur  se  déduira  de  la  longueur  / 
du  fil.  On  aura ,  en  effet , 

±  =  \  \/W~+^' ,      hi  =  f^k,  s/F+^^j 

ce  qui  donne ,  en  effectuant  l'intégration  par  les 
règles  ordinaires , 
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[/h*+fc  +  k 


En  supposant,  pour  plus  de  simplicité,  les  deux 
points  A  et  C  dans  une  même  droite  horizontale,  on 
aura 

b  =  o ,  k  =  k'  =  ±  a; 

l'équation  précédente  se  réduira  à 

M  =  h>]ogk  +   V/^  +  *'  +  k\/ÏÏ~+T*; 

et  l'on  en  déduira,  par  des  essais,  la  valeur  approchée 
de  h ,  lorsque  les  valeurs  numériques  de  l  et  k  seront 
données. 

Cette  inconnue  h  se  déterminera  plus  facilement 
quand  la  longueur  l  de  la  courbe  différera  très  peu 
de  sa  projection  a;  ce  qui  rendra  la  valeur  de  h  très 
grande  par  rapport  à  a.  On  aura  alors,  en  séries  très 
convergentes, 

S/W+l?  =  h  4-  1 1-  -  ||  +  etc., 

log  -^-^ =  X  -  |  x,  +  etc. 

Au  moyen  de  ces  valeurs,  l'équation  précédente  de- 
vient, à  très  peu  près, 

A- (7  _  ^k)  =  ±k\y 
d'où,  l'on  tire 

37*. 
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On  a  choisi  cet  exemple,  parce  qu'il  trouve  une 
application  utile  dans  la  construction  des  ponts  sus- 
pendus, où  il  est  important  de  calculer  la  tension  de 
la  chaîne  de  suspension  et  la  charge  de  ses  points 
d'appui. 

29S.  Supposons  actuellement  que  tous  les  points 
du  fil  soient  sollicités  par  des  forces  quelconques,  Il 
formera,  en  général,  une  courbe  à  double  courbure; 
les  équations  d'équilibre  de  chacun  de  ses  élémens 
seront  au  nombre  de  trois  ;  et,  en  supposant  toujours 
le  fil  parfaitement  flexible ,  on  obtiendra  ces  équa- 
tions par  les  considérations  que  nous  avons  exposées 
en  détail  dans  le  n°  293.  De  cette  manière ,  on  trouve 

d.T  —  -4-  H  é  ds  ==  o, 
as 

d.T^  +  Yeds  —  o,      }  (1) 

djf%  -}-  Zeds  =  o; 

as 

x,  y,  z,  étant  les  coordonnées  rectangulaires  d'un 
point  quelconque  M  de  la  courbe,  ds  l'élément  diffé- 
rentiel de  sa  longueur,  e  le  produit  de  la  densité  du 
fil  et.  de  la  section  perpendiculaire  à  sa  longueur  qui 
ont  lieu  au  point  M,  de  sorte  que  eds  soit  l'élément 
de  la  masse  du  fil  ;  T  la  tension  en  ce  même  point , 
ou  la  force,  de  grandeur  inconnue,  qui  tire  cet  élé- 
ment éds  suivant  chacun  de  ses  prolongernens  ;  X , 
Y,  Z  ,  les  forces  rapportées  à  l'unité  de  masse  et  pa- 
rallèles aux  axes  des  «r, y,  z,  qui  répondent  au  point  M 
et  seront  des  fonctions  données  de  ses  trois  coor- 
données. 
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En  vertu  de  la  tension  T,  l'élément  ds  aura  éprouvé 
une  extension  et  la  quantité  e  une  diminution,  telles 
que  la  masse  eds  n'ait  pas  changé  ;  en  désignant  donc 
par  ds  et  ê',  ce  que  ces  quantités  étaient  dans  l'état 
naturel  du  fil ,  on  aura 

ids  =  e'ds'  ; 

et  en  supposant  l'extension  proportionnelle  à  la  force 
qui  la  produit  (n°  288),  nous  aurons,  en  même  temps, 

ds  =  (  1   -f-  où  T  )  ds'  ;  (2). 

cù  étant  un  coefficient  très  petit ,  dépendant  de  la  ma- 
tière et  de  l'épaisseur  du  fil  au  point  M.  Quand  le  fil 
sera  homogène  et  d'une  épaisseur  constante  dans 
toute  sa  longueur,  ê'  et  co  seront  des  quantités  cons- 
tantes; mais,  en  général,  ces  deux  quantités  pour- 
ront être  regardées  comme  des  fonctions  données  de 
l'arc  s',  compté  d'un  point  déterminé  du  fil  et  aboutis- 
sant au  point  M. 

299.  Si  le  fil,  de  nature  quelconque,  est  seulement 
soumis  à  la  pesanteur  et  suspendu  verticalement  à  un 
point  fixe  que  j'appellerai  A,  les  deux  dernières  équa- 
tions (1)  disparaîtront,  et  la  troisième  se  réduira  à 

dT  -f-  gédx  =  o, 

en  prenant  l'axe  des  x  vertical  et  dirigé  dans  le  sens 
de  la  pesanteur,  et  désignant  cette  force  par  g.  Je 
place  au  point  A  l'origine  des  x  y  et  j'appelle  Q  la 
valeur  de  T  qui  répond  à  x  =  o ,  c'est-à-dire ,  la 
charge  que  ce  point  aura  à  supporter.  Au  point  quel- 
conque M  ,-on  aura 
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T  =  Q  —  gfidx; 

l'intégrale  étant  nulle  en  même  temps  que  x. 

Appelons  B  l'extrémité  inférieure  du  fil;  atta- 
chons en  ce  point  un  poids  P,  et  désignons  par  l  la 
longueur  de  AB.  Il  est  évident  que  P  sera  la  tension 
au  point  B;  on  aura  donc,  en  même  temps,  x  =  l, 
et  T  =  P  ,•  ce  qui  donne 

Q  =  P  4-  gJ*  tdx, 

et ,  par  conséquent , 

T  =  P  +  g  f     sdx  —  gftdx. 

Or,  le  second  et  le  troisième  terme  de  cette  formule 
sont  les  poids  du  fil  entier  et  de  sa  partie  AM  ;  il 
s'ensuit  donc  que  la  tension  au  point  M  est  le  poids 
de  la  partie  BM ,  augmenté  du  poids  P  ;  ce  qui  est 
d'ailleurs  évident. 

La  loi  de  l'allongement  du  fil  dans  toute  son  éten- 
due ,  dépend  de  sa  nature  et  de  son  épaisseur.  Je  sup- 
pose ,  par  exemple ,  qu'il  soit  homogène  et  partout 
d'une  même  épaisseur,  ce  qui  rendra  constant  le 
coefficient  œ.  En  appelant  x'  la  longueur  de  la  par- 
tie AM,  avant  que  le  fil  soit  tendu,  laquelle  longueur 
devient  x  par  l'effet  de  la  tension ,  et  mettant ,  en 
conséquence,  dx1  et  dx  au  lieu  de  dsf  et  ds,  dans 
l'équation  (2) ,  on  aura 

dx  =  (  1  -f-  coT  )  dx' . 

Soient  aussi  V  la  longueur  totale  du  fil  avant  son  al- 
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longeaient,  etp  son  poids  entier.  Le  poids  de  la  par- 

tie  BM  sera   ^— ^ — j, -,  et  la  tension  au  point  M 

aura  pour  valeur 


T  =  P  + 


v 


En  la  substituant  dans  l'équation  précédente,  inté- 
grant et  observant  qu'on  a  x1  =  o  et  x  =  o  au 
point  A ,  il  vient 

x  —  x   =  corx    -+-  -^ — -?, , 

pour  l'allongement  de  la  partie  AM,  On  en  déduit 
l'allongement  total  en  faisant  x'=lf  et  x  =  l;  ce  qui 
donne 

en  sorte  que  pour  avoir  égard  au  poids  du  fil  dans  le 
calcul  de  cet  allongement,  il  faut  ajouter  la  moitié 
de  ce  poids  a  celui  qui  est  attaché  à  son  extrémité 
inférieure. 

5oo.  Dans  le  cas  général ,  j'ajoute  les  équations  (1), 
après  les  avoir  multipliées  par -3-,  -j-t  —  ;  il  en  résulte 

dT  +  &(Xdx  +  Ydj  +  Zdz)  =  o,       (5) 
a  cause  de 

dx2  dy2     ,      dz2 

1^   "*""    ds*    "*"    d?  l> 

4*    A     dx     .^    dy    j     dy  dz     -,     dz 

ds        '    ds      '      ds        '    ds    ~    ds  ds    ' 

Si  l'on  suppose  le  fil  homogène  et  son  épaisseur  cons- 
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tante ,  et  qu'on  néglige  la  petite  dilatation  de  ses 
éléniens,  la  quantité  6  sera  constante;  de  plus,  la 
formule  Hdx  +  Ydj  -f-  Zdz  est,  en  général,  la  dif- 
férentielle exacte  d  une  fonction  des  trois  variables 
x,  y,  z,  considérées  comme  indépendantes  ;  en  fai- 
sant donc 

Xdk  +  Yc£r  +  Zflfe=—  d.cp  (xrj,  z)y. 

nous  aurons 

dT  =  ed.<p(x,y,  z), 

et,  par  conséquent, 

T  =  e<p(x9jr,  z), 

en  comprenant  la  constante  arbitraire  dans  la  fonc- 
tion (p.  Cette  constante  disparaîtra  dans  la  différence 
des  valeurs  de  T  relatives  à  deux  points  du  fil  ;  il 
s'ensuit  donc  que  sans  avoir  déterminé  la  figure  d'é- 
quilibre, on  connaîtra  l'accroissement  de  la  tension 
d'un  point  à  un  autre  ;  en  sorte  qu'il  suffira  que  la 
tension  soit  connue  en  un  point  déterminé ,  pour 
qu'elle  le  soit  aussi  dans  toute  la  longueur  du  fil. 

Quant  à  la  courbe  formée  par  le  fil,  elle  sera  dé- 
terminée par  deux  des  trois  équations  (1),  ou  par 
deux  combinaisons  quelconques  de  ces  trois  équa- 
tions, dans  lesquelles  on  substituera  la  valeur  précé- 
dente de  T  ;  en  sorte  qu'il  faudra  généralement  inté- 
grer le  système  de  deux  équations  différentielles  du 
second  ordre  pour  connaître  cette  courbe.  Son  rayon 
de  courbure  au  point  quelconque  M  s'exprimera  au 
moyen  de  la  formule  différentielle  suivante,  qui  n'est 
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que  du  premier  ordre,  et  qui  suppose  seulement  con- 
nue la  direction  de  la  tangente  en  ce  point. 

Les  équations  (1)  peuvent  être  remplacées  par 
celles-ci  : 

±d.T^  —  ^cl.T%  =e(Zdx-Xdz), 

ds  ds  ds  ds  v 

qui  sont  la  même  chose  que 

dxdy  —  djd2x  =  (Xdf/-  —  Xdx)  -^r , 
dzd*x  —  dxd*z   ===  (Zdx  —  Hdz)  -™- ,  \    (4) 


djd2z    —  dzdy    =  (Ydz    —  Zdj) 


T 

ids' 


en  effectuant  les  différentiations  et  prenant  l'arc  s 
pour  la  variable  indépendante.  Or,  si  l'on  appelle  f> 
le  rayon  de  courbure  au  point  M,  on  a  (n°  18) 

p  = — TV 

\_{dxdy — dyd*xf+  (dzd\v  —  dxd2zf-\-  (djd'z  —  dzd^xf]  a 

d'après  les  équations  précédentes  et  la  valeur  de  T  , 

on  aura  donc 

ç  (x  ,  jr,  z)  ds 

*>  — • ;•  (5) 

[(%dy  —  Ydxf  -f  {Zdx  —  Xdzy  +  (Ydz  —  Zdxf\* 

Dans  le  cas  de  la  chaînette,  on  a 

x  =  o,    ¥•==  —  §>   z  =  o,    ?".c^gr; 
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en  prenant  les  axes  et  l'origine  des  coordonnées  que 

supposent  les  équations  (à)  du  n°  294.  On  aura  donc 

ds 

ce  qu'il  est  aisé  de  vérifier,  d'après  ces  équations. 

3oi.  Appliquons  ces  formules  au  cas  d'un  fil  tendu 
sur  la  surface  d'un  corps  solide ,  et  supposons ,  pour 
plus  de  simplicité,  qu'il  ne  soit  soumis  à  aucune 
force  donnée ,  de  sorte  que  la  seule  force  qui  agisse 
sur  ses  différens  points  soit  la  résistance  inconnue  du 
solide  sur  lequel  il  s'appuie. 

Au  point  quelconque  M  du  fil,  soit  Nds  la  gran- 
deur de  cette  force  appliquée  à  l'élément  eds  du  fil, 
et  dont  les  trois  composantes  seront  ILids ,  Yeds , 
Ztds  ;  sa  direction  sera  normale  à  la  surface  du  so- 
lide, et  dirigée  de  dehors  en  dedans.  La  pression  qui 
aura  lieu  sur  la  partie  du  solide  correspondant  à 
ds  sera  égale  et  contraire  à  cette  force  Nrfj,  de  ma- 
nière que  N  exprimera  la  mesure  de  la  pression  rap- 
portée à  l'unité  de  longueur. 

En  appelant  x,  jjl  ,  v ,  les  angles  que  fait  la  par- 
tie extérieure  de  la  normale  en  M  avec  des  paral- 
lèles aux  axes  des  x ,  y,  z,  menées  par  ce  point, 
on  aura 

gX==NcosA,     eY  =  Ncos/£,     eZ==Ncosj'. 

De  plus,  si  L  =  o  est  l'équation  de  la  surface  du 
solide ,  et  qu'on  fasse  ,  pour  abréger  , 

v -r^  +  ^  +  ^Ys 
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on  aura  aussi  (n°  21) 

,t  dL  ,T  dh  17-  dL 

cosA  =  V3î>    C0S^=V^>    cos"  =  V^' 

en  prenant  convenablement  le  signe  de  V, 
Cela  étant,  nous  aurons 

Xdx  +  Ydj  +  Zdz  =  NVrfL  =  0; 

ce  qui  rendra  nulle  la  valeur  de  dT  donnée  par 
l'équation  (3).  La  tension  sera  donc  la  même  dans 
toute  la  longueur  du  fil ,  quelle  que  soit  la  forme 
du  corps  solide.  Je  supposerai  sa  valeur  donnée,  et 
je  la  représenterai  par  k.  Si  le  fil  est  attaché  par 
une  de  ses  extrémités  à  un  point  du  corps ,  et  qu'un 
poids  considérable,  par  rapport  à  celui  du  fil  qu'on 
a  négligé  ,  soit  suspendu  verticalement  à  son  autre 
bout,  ce  poids  sera  la  tension  k  et  la  pression  que 
le  point  fixe  éprouvera.  Si  le  fil  est  libre  par  ses 
deux  bouts,  et  que  des  poids  considérables  y  soient 
suspendus ,  ils  exprimeront  les  tensions  extrêmes  ; 
par  conséquent ,  ils  devront  être  égaux ,  et  chacun 
d'eux  sera  la  tension  k.  Enfin ,  si  les  deux  bouts  du 
fil  sont  supposés  fixes,  sa  tension  k  se  déduira  de 
sou  extension ,  qui  sera  constante  dans  toute  sa  lon- 
gueur. 

5o2.  Je  désigne  par  A',  //,  v' ',  les  angles  que  fait 
la  perpendiculaire  au  plan  osculateur  au  point  M , 
avec  des  parallèles  aux  axes  des  x9  y,  z.  Le  rayon 
de  courbure  en  ce  point  étant  p  ,  on  aura  (n°  19) 
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U.U.U.   J 

Cl  J  IA.     iA, 

— — 

f  cos  v1 ', 

ds* 

dzd2x 

— 

dxd^z 

= 

p  COS  f/f, 

ds* 

djd2z 

— - 

dzdy 

— 

f  cos  A'. 

rlci 

Si  donc  on  ajoute  les  équations  (4)  après  les  avoir 
multipliées  par  cos  v,  cos  fz  ,  cos  A,  et  qu'on  ait 
e'gard  aux  valeurs  de  X  ,  Y,  Z,  qui  ont  lieu  dans 
le  cas  que  nous  considérons,  il  en  résultera 

cos  v  cos  v  -f-  cos  fjL  cos  fj,'  +  cos  A  cos  \'  =  o  ; 

par  conséquent  ?  les  normales  à  la  surface  du  corps 
solide  et  au  plan  osculateur  de  la  courbe  formée  par 
le  fil,  en  chaque  point  M,  sont  perpendiculaires 
l'une  à  l'autre;  ce  qui  est  la  propriété  caractéristique 
de  la  ligne  dont  la  longueur  est  un  minimjMn  ou  un 
maximum  sur  une  surface  donnée  (n°  161).  Il  s'ensuit 
donc  qu'un  fil  tendu  sur  un  corps  solide,  trace,  en 
général,  la  plus  courte  distance  d'un  point  à  un  autre 
sur  la  surface.  A  la  rigueur,  il  est  possible  que  cette 
distance  soit,  au  contraire,  un  maximum;  ainsi, 
par  exemple ,  deux  points  donnés  sur  une  sphère 
sont  les  extrémités  communes  à  deux  arcs  de  grands 
cercles,  dont  l'un  est  la  plus  courte  distance  entre  ces 
points,  et  l'autre  îa  courbe  plane  la  plus  longue;  or, 
il  est  évident  que  l'équilibre  du  fil  tendu  sera  rigou- 
reusement possible  sur  ces  deux  arcs  de  cercle ,  puis- 
qu'en  le  plaçant  sur  l'un  des  deux,  il  n'y  aurait  aucune 
raison  pour  qu'il  s'en  écartât  plutôt  d'un  côté  que 
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de  l'autre  ;  mais  sur  le  petit  arc  l'équilibre  sera 
stable,  et  sur  le  grand  il  ne  sera  qu'instantané,  de 
sorte  qu'il  ne  pourra  subsister,  physiquement,  qu'à 
l'aide  du  frottement  du  fil  contre  le  corps  solide. 

Si  l'on  substitue  encore  les  valeurs  de  eX  ,  g  Y,  gZ, 
du  numéro  précédent,  dans  la  formule  (5),  on  aura 

N  [Ê7C0S  a -  Ts  cos  $+  (È cos  '  ~t cos  A)° 
+  (gcos^-fcos,J]  = 


k 


à  cause  de  e<p  [oc ,  j7  z)  =  k.  En  même  temps,  on  a 

docr*         dj%         dz* 
ds*~*~  dF   V  d?         lf 

cosa  A  +  cosa  fjt,  -f-  cosa  v  =  i  ; 

la  normale  à  la  surface  du  corps  et  la  tangente  à 
la  courbe  du  fil,  en  chaque  point  M,  étant  perpen- 
diculaires l'une  à  l'autre,  on  a  aussi 

doc  d'Y  dz 

*cosA  +  *cos^  +  âcos,,==0' 

or ,  au  moyen  de  ces  trois  dernières  équations,  on  ré- 
duit sans  difficulté  le  coefficient  de  N,  dans  îa  précé- 
dente, à  l'unité.  On  a  donc  simplement 

ce  qui  montre  que  la  pression  rapportée  à  l'unité  de 
longueur,  exercée  par  un  fil  tendu  sur  la  surface 
d'un  corps  solide,  est  égale,  en  chaque  point  M,  à 
la  tension  divisée  par  le  rayon  de  courbure  du  fil  f 


5go  TRAITÉ  DE  MÉGANIQUE. 

c  est-à-dire ,  par  le  rayon  de  la  section  normale  à  la 

surface  et  tangente  à  la  courbe  du  fil. 

5o3.  Ces  résultats  seront  modifiés  par  le  frotte- 
ment du  fil  contre  la  surface  du  corps  sur  lequel  il 
s'appuie.  Pour  montrer  comment  on  doit  avoir  égard 
à  cette  force  dans  l'équilibre  d'un  fil  flexible,  je  vais 
considérer  l'équilibre  d'un  cordon  ABMCD  (6.^.  76)  , 
dont  la  partie  BMC  est  appliquée  sur  la  gorge  d'une 
poulie  fixe,  et  qui  est  tiré,  suivant  les  prolonge- 
mens  BA  et  CD  de  cette  partie ,  par  des  forces  don- 
nées. La  poulie  et  la  droite  AB  seront  supposées  ver- 
ticales; la  force  agissant  suivant  BA  sera  un  poids  k, 
et  je  représenterai  par  F  celle  qui  agit  suivant  CD. 
Les  tensions  qui  ont  lieu  aux  points  B  et  C  suivant 
les  tangentes  BA  et  CD ,  auront  k  et  F  pour  valeurs. 
Je  supposerai  aussi ,  pour  simplifier  la  question ,  que 
la  poulie  soit  circulaire;  j'appellerai  c  son  rayon,  et 
je  prendrai  son  centre  0  pour  l'origine  des  coordon- 
nées :  l'axe  des  z  sera  perpendiculaire  à  la  poulie, 
l'axe  des  y  vertical  et  dirigé  de  bas  en  haut ,  l'axe 
des  x  horizontal  et  passant  par  le  point  B.  Enfin,  je 
fixerai  au  point  C  l'origine  de  l'arc  s  aboutissant  au 
point  quelconque  M  du  cordon ,  de  sorte  qu'on  ait 
CM  =  >y. 

Cela  posé  ,  si  le  frottement  était  nul ,  il  faudrait 
qu'on  eût  k  =  F  dans  le  cas  de  l'équilibre  ;  mais  ,  à 
raison  du  frottement ,  l'équilibre  peut  subsister  tant 
que  la  différence  de  ces  deux  forces  k  et  F  n'a  pas 
dépassé  une  certaine  limite.  Concevons  donc  que  l'é- 
quilibre soit  sur  le  point  de  se  rompre  dans  le  sens 
du  poids  k;  ce  qui  suppose  qu'on  ait  k  >  F.  A  cet 
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instant ,  le  frottement  du  cordon  contre  la  poulie , 
qui  a  lieu  au  point  quelconque  M,  sera  dirigé,  sui- 
vant la  partie  MH  de  la  tangente ,  en  ce  point.  Je  re  - 
présente  par  (m  son  intensité,  et,  comme  précédem- 
ment, par  N  la  résistance  normale  qui  a  lieu  au  même 
point  M,  suivant  le  prolongement  MO'  de  MO,  de 
manière  que  fxds  et  Ncls  soient  les  forces  tangente  et 
normale  qui  agissent  sur  l'élément  ëds  du  cordon 
aboutissant  au  point  M,  et  que  /a  et  N  représentent 
ces  mêmes  forces,  rapportées  à  l'unité  de  longueur. 
Si  l'on  mène  par  ce  point  M  des  parallèles  Mx'  et  M.j' 
aux  axes  Ox  et  Ojr,  on  aura 

cos  x'MH  =  —  ■£,     cosjr'MH  =  -  , 

cos  .r'MO'  =  * ,  cosj'MO'  =  J-  ; 

de  là  on  conclut 

c  C  C  C     * 

pour  les  valeurs  de  gX  et  êY  qu'il  faudra  substituer 
dans  les  équations  (i).  La  force  éZ  sera  évidemment 
nulle;  la  troisième  équation  (i)  disparaîtra,  et  les 
deux  premières  deviendront 

,  ^  dx     ,    Nxds         urds 
d.T  -y  H ^— =  o, 

ds  c  c  7 

J    rr^dj  ^Jds      ,     ?*xds 

a .  1  j — H =  o. 

ds  c  c 

Le  point  M  appartenant  à  la  circonférence  de  la 
poulie  ,  on  a 

x*  -{-y*  =  c*y     xdx  -f-  jdj  z=z  o  ; 
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au  moyen  de  quoi  les  deux  équations  précédentes 

peuvent  être  changées  en  celles-ci  : 

*d.T%+jrd.T%  +  JXcd,  =  o,  j. 

ds  ds     ■    ds  ds         c  v,/  ^  '  ) 

Mais  -J-  (ydx  —  xdj)  est  la  différentielle  du  secteur 
décrit  par  le  rayon  OM,  à  partir  d'une  ligne  fixe 
(n°  i56),  qui  sera  OC,  par  exemple.  Ce  secteur 
étant  circulaire  et  répondant  à  Tare  s,  sa  valeur  est 
\cs\  on  a  donc 

jdx  —  xdy  =  cds. 
D'ailleurs,  on  a  aussi 


X 


^4.^  =  0,     xd.^  +  yd.l^-ds, 

dx%       dr  _  t     dx  7  €&:      4r  ,  4r  ___    . 
3?  "*"  ^2  —    '    3*      <fe  T  dJ  a'Ts—  °' 

ce  qui  réduit  les  équations  (6)  à 

T  =  cN  ,       dT  =  /ttt&  | 

d'où  l'on  tire 

La  pression  qui  a  lieu  au  point  M,  sur  la  gorge  de 
la  poulie ,  est  égale  et  contraire  à  la  force  N  ;  si  donc 
on  suppose  le  frottement  proportionnel  à  la  pres- 
sion (  n°  269  ) ,  on  aura 

f  étant  un  coefficient  constant  qui  dépendra  de  la 
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nature  des  deux  surfaces  en  contact.  On  aura  donc 

çdN=/Nds, 

et  ,  en  intégrant , 

fi 

N  =  Aec  ; 

A  désignant  la  constante  arbitraire ,  et  e  la  base  des 
logarithmes  népériens.  On  aura,  en  même  temps, 

È  É 

T  =  Acec  ,       /jL  =  Afec. 

Au  point  C ,   on  a  s  =  o  et  T  =  F  ;  on  a  donc 

F 
A  =  -  ;  et  si  Ton  appelle  /  la  longueur  de  l'arc  CMB, 

on  aura  s  —  l  et  T  =  & ,  à  son  autre  extrémité  B. 
Nous  aurons  donc  finalement 

fs  fs  fs 

c  c 

en  un  point  quelconque  M,  et,  de  plus, 

il 

pour  l'équation  d'équilibre. 

En  représentant  par  F'  le  frottement  total  qui  a 
lieu  dans  toute  la  longueur  de  CMB ,  on  aura 

il 
F  =  f*pds  =  F(ec  —  i), 

et  l'équation  d'équilibre  pourra  s'écrire  ainsi  : 

A  =  F  +  F. 

Si  nous  faisons 

i.  3S 
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fl 

c 

e 
nous  aurons 

"     *=f, 

F'  =  /'F , 

fl       ^ 

J               F 

où  l'on  voit  que  le  frottement  total  F'  est  égal  à  îa 
plus  petite  des  deux  forces  k  et  F,  multipliée  par 
un  coefficient  f'y  qui  varie  non-seulement  avec  la 
quantité  f ,  mais  aussi  avec  l'étendue  l  du  contact 
et  le  rayon  c  de  la  poulie.  La  différence  des  forces 
k  et  F,  à  l'instant  où  l'équilibre  se  rompt,  fera  con- 
naître la  valeur  de  F',  et  leur  rapport ,  diminué  de 
l'unité ,  sera  la  valeur  du  coefficient  f  9  d'où  l'on 
pourra  ensuite  déduire  celle  de  y!  Lorsque  F  sera  un 
poids  ,  ainsi  que  k  ,  on  devra ,  pour  plus  d'exacti- 
tude, comprendre  dans  ces  poids  k  et  F,  ceux  des 
parties  verticales  BA  et  CD  du  cordon. 

3o4»  D'après  les  trois  équations  (i)9  il  est  facile 
de  vérifier  que  les  six  équations  générales  de  l'équi- 
libre (n°  261)  ont  lieu  dans  le  cas  d'un  fil  parfaite- 
ment flexible. 

Pour  cela,  j'appelle  K  et  K/  les  deux  extrémités 
du  fil ,  et  l  sa  longueur;  et  je  ûxc  au  point  K  l'ori- 
gine de  l'arc  s.  En  intégrant  les  premiers  membres 
des  équations  (1),  depuis  le  point  K  jusqu'au  point  K', 
on  aura 

(Tâ)-[Ti]+/>*=o; 
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les  quantités  comprises  entre  les  crochets  répondant 
au  point  K,  et  celles  qui  sont  renfermées  entre  deux 
parenthèses,  au  point  K/.  Indépendamment  des  forces 
X,  Y,  Z,  qui  agissent  dans  toute  la  longueur  du  fîl, 
je  suppose  que  des  forces  particulières,  données  en 
grandeur  et  en  direction,  soient  appliquées  à  ses  deux 
bouts  :  j'appelle  k  celle  qui  agit  au  point  K ,  et  a,  £?  y9 
les  angles  que  fait  sa  direction  avec  des  parallèles  aux 
axes  des  x ,  jr9  z,  menées  par  ce  point  ;  et  je  désigne 
par  Ây,  af9  S' ,  y',  les  quantités  analogues  relativement 
au  point  K;.  Ces  forces  k  et  k'  seront  les  tensions  ex- 
trêmes, en  grandeur  et  en  direction-  et  d après  les 
parties  des  tangentes  en  K  et  K',  avec  lesquelles  leurs 
directions  devront  coïncider,  nous  aurons 

[T9=-*cos*'  [Tf]=-*cose>  [42=-*^ 
(T£>=*w'>  (4H'cosf'>  (TS=*'—";  (,) 

les  équations  précédentes  deviendront  donc 

,  i  ^ 

k  cos  a  +  k  cos  a!  +  /     Hêds  =  o ,    j 

kcosë-{-k'cosë'-}-  rlYéds=o  9  \     (8) 

Zêds  =  o  ; 

o 


et  elles  expriment,  comme  on  voit,  les  conditions 
d'équilibre  renfermées  dans  les  trois  premières  équa- 
tions (i)  du  n°  261. 

En  observant  qu'on  a  identiquement 

38.. 
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zd.T±-Xd.T^=d.T(z^—x:f), 
as  as  \     as  as/ 

on  déduira  des  équations  (i)  du  n°  298 

d.T(xd£  -yd£)  +  (xY  -jX)eds  =  o, 
d.rï(z-y-—x-jj-\-  (zX  —  œZi)  cds  =  o , 

d.T(j%-4)+(jZ-zY)ids=o: 

Si  donc  on  intégre  ces  quantités  nulles  depuis  le 
point  K  jusqu'au  point  K',  et  que  l'on  désigne  par  a, 
b,  c9  les  valeurs  de  00,  y9  z,  relatives  à  K,  et  par 
a!,  b1 ,  c',  celles  qui  répondent  à  K',  on  aura,  en 
ayant  égard  aux  équations  (7) , 

k(acos£ — bcosa)-)-k'(acosÇ' — &'cos«')-f-  I     (xY — -yX)ids~o ,  ) 

rl  F 

k(ccosa — acosy)-\~  k'(c  cosu — dcosy)-\-l     (zX~a:Z)tds  r=  o ,  >  (9) 

J  o  f 

/»/  \ 

(yZ — zY)tds=zo;  ] 
o  ' 

ce  qui  exprime  les  conditions  d'équilibre  relatives 
aux  momens  des  forces  données ,  qui  sont  renfer- 
mées dans  les  trois  dernières  équations  (1)  du  n°  261. 
3o5.  Ces  équations  (8)  et  (9)  serviront,  en  géné- 
ral, à  déterminer  les  coordonnées  a,  b,  c9  a',  b',  c', 
des  deux  points  extrêmes  K  et  K'  ;  toutefois,  il  y  aura 
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des  cas  où  une  partie  de  ces  quantités  devra  rester 
indéterminée.  Si,  par  exemple,  les  forces  données 
qui  agissent  sur  le  fil  sont  la  pesanteur  et  d'autres 
forces  indépendantes  des  coordonnées  de  leurs  points 
d'application,  il  est  évident  que  la  position  absolue 
du  fil  dans  l'espace  ne  pourra  pas  être  déterminée  : 
on  pourra  alors  prendre  arbitrairement  les  trois  coor- 
données de  l'un  des  points  K  et  K7;  les  équations  (9) 
détermineront  les  trois  coordonnées  de  l'autre  point; 
et,  pour  que  l'équilibre  soit  possible,  il  faudra  que 
les  forces  données  satisfassent  aux  équations  (8), 

Lorsque  l'un  des  points  K  et  K7  sera  fixe ,  le  pre- 
mier par  exemple,  les  équations  (8)  et  (9)  auront  en- 
core lieu,  pourvu  que  l'on  regarde  la  force  k  comme 
inconnue,  en  grandeur  et  en  direction,  et  représentant 
la  pression  que  le  point  K  aura  à  supporter.  Dans  ce 
cas,  les  valeurs  de  a,  b9  c,  seront  données;  les  équa- 
tions (9)  détermineront  celles  de  à ',  b' 9  c' ,  et  les  équa- 
tions (8)  feront  connaître  les  trois  composantes  de  la 
force  k.  Quand  les  deux  points  K  et  K'  seront  fixes  et 
donnés  de  position ,  on  connaîtra  leurs  coordonnées, 
et  les  équations  (8)  et  (9)  serviront  à  déterminer,  en 
grandeur  et  en  direction,  les  pressions  k  et  kf  exer- 
cées sur  K  et  K'. 

Dans  tous  les  cas,  soit  que  les  coordonnées  de  K 
et  K'  aient  été  données,  soit  qu'on  les  ait  déduites  des 
équations  (8)  et  (9),  on  assujettira  la  courbe  formée 
par  le  fil  à  passer  par  ces  deux  points;  ce  qui  servira 
à  déterminer  les  quatre  constantes  arbitraires  qiae 
renfermeront  les  intégrales  complètes  dp  ses  deux 
équations  diffère  11  tielies  du  second  ordre.  Quant  à  la 
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constante  arbitraire  que  contiendra  la  fonction  q>  du 
n°  3oo  ,  on  déduira  sa  valeur  de  la  longueur  donnée 
du  fil,  c'est-à-dire ,  de  l'équation 

J  a      V  dx2     '     dx*  ' 

dans  laquelle  on  regarde  y  et  z  comme  des  fonctions 
de  oc.  De  cette  manière,  le  problème  sera  complète- 
ment résolu. 

§  III.  Equilibre  d'une  verge  élastique. 

5o6.  Nous  entendons  par  cette  dénomination  une 
verge  droite  ou  courbe ,  dont  on  ne  peut  changer  la 
courbure  sans  y  appliquer  une  ou  plusieurs  forces,  et 
qui  reprend  sa  forme  naturelle  dès  que  ces  forces  ont 
cessé  d'agir,  tandis  qu'au  contraire  un  fil  parfaite- 
ment flexible  conserve ,  sans  le  secours  d'aucune 
force,  la  courbure  qu'on  lui  a  fait  prendre,  et  n'est 
élastique  que  dans  le  sens  de  sa  longueur.  Pour 
qu'une  verge  soit  élastique  par  rapport  à  la  flexion  , 
il  faut  qu'elle  soit  formée  d'une  matière  fort  peu  ex- 
tensible et  contractible  ;  mais  cela  ne  suffit  pas  :  il 
faut  encore  que  les  dimensions  de  son  épaisseur , 
quoique  très  petites  par  rapport  à  sa  longueur,  aient 
cependant  une  grandeur  convenable  ;  car,  quelle  que 
soit  la  matière  de  la  verge,  on  peut  toujours  dimi- 
nuer assez  son  épaisseur  pour  qu'elle  n'ait  plus  au- 
cune tendance  sensible  à  reprendre  la  figure  dont  on 
l'a  écartée ,  et  qu'elle  soit  ainsi  réduite  à  l'état  d'un  fil 
parfaitement  flexible. 
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Lorsqu'une  verge  élastique  est  écartée  de  sa  forme 
naturelle  par  des  forces  données,  chacun  des  filets 
longitudinaux  dont  elle  se  compose  peut  éprouver 
trois  effets  différens  :  chaque  partie,  d'une  longueur 
aussi  petite  qu'on  voudra,  peut  être  contractée  ou  dila- 
tée, sa  courbure  naturelle  peut  être  augmentée  ou  di- 
minuée, et  cette  partie  peut  avoir  été  tordue  sur  elle- 
même.  La  tendance  de  chaque  partie  à  reprendre  son 
état  naturel,  dépend  des  attractions  et  répulsions  mu- 
tuelles qui  ont  lieu  entre  les  molécules  de  tous  les 
corps  et  ne  s'étendent  qu'à  des  distances  insensibles. 
Le  calcul  des  forces  totales  qui  en  résultent  et  doivent 
faire  équilibre  aux  forces  données ,  appartient  à  la 
Physique  mathématique  :  je  renverrai,  pour  cet  ob- 
jet, à  mon  Mémoire  sur  Y  équilibre  et  le  mouvement 
des  Corps  élastiques  (*).  Dans  ce  Traité ,  on  for- 
mera les  équations  d'équilibre  d'une  verge  élastique^ 
en  partant  de  principes  secondaires  qui  sont  géné- 
ralement admis. 

On  appelle,  en  particulier,  lame  élastique  un  pa- 
rallélépipède rectangle  d'une  petite  épaisseur,  que 
l'on  courbe  dans  le  sens  de  sa  longueur,  de  ma- 
nière qu'il  se  trouve  compris  entre  deux  surfaces 
cylindriques,  dont  les  arêtes  sont  égales  à  sa  largeur. 
Cette  dimension  peut  avoir  une  grandeur  quelconque; 
en  la  divisant  par  des  plans  très  rapprochés  et  per- 
pendiculaires à  sa  direction,  la  lame  sera  partagée  en 
verges  élastiques  rectangulaires.  Jacques  Bernouilli 
a  déterminé,  le  premier,  la  figure  de  la  lame  élas- 


(*)  Mémoires  de  V Académie  des  Sciences,  tome  VIII. 
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tique  en  équilibre ,  d'après  des  considérations  que 
nous  allons  développer,  et  qui  serviront  ensuite  à 
la  solution  complète  du  problème ,  dans  le  cas  d'une 
verge  élastique  quelconque, 

307.  Considérons  une  lame  élastique  encastrée 
par  une  de  ses  extrémités,  c est-à-dire,  fixée  de  ma- 
nière que  l'un  des  deux  petits  rectangles  qui  la  ter- 
minent perpendiculairement  à  sa  longueur,  ne  puisse 
prendre  aucun  mouvement.  Supposons  qu'on  la  plie 
dans  le  sens  de  sa  longueur  au  moyen  d'une  force 
appliquée  à  son  autre  bout ,  et  qui  sera  la  seule 
qui  agisse  sur  la  lame.  Pour  que  la  lame  prenne 
une  figure  cylindrique ,  comme  on  vient  de  le  dire, 
il  faudra  qu'elle  soit  terminée,  à  son  extrémité  li- 
bre ,  par  un  rectangle  inflexible  ,  au  milieu  duquel 
on  appliquera  la  force  donnée,  dans  un  plan  per- 
pendiculaire à  la  largeur  de  la  lame.  Toutes  les 
coupes  longitudinales  ou  perpendiculaires  à  cette 
largeur  seront  égales;  celle  qui  renferme  la  direc- 
tion de  la  force  donnée  est  représentée  par  la  fi- 
gure 77  ;  et  les  courbes  AMB  et  A'M'B'  sont  les  sec- 
tions des  deux  surfaces  cylindriques  de  la  lame,  qui 
formaient  ses  deux  faces  planes  dans  son  état  na- 
turel. 

On  suppose  que  tous  les  points  qui  appartenaient, 
dans  cet  état,  à  une  même  perpendiculaire  à  ces 
deux  faces ,  sont  encore  situés ,  après  que  la  lame 
a  été  pliée,  sur  une  même  normale  aux  deux  sur- 
faces cylindriques;  ce  qui  est,  effectivement,  con- 
forme à  ce  qu'on  observe  dans  son  changement  de 
figure.  Il  en  résulte  que  si  MM' est  une  normale  à 
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la  courbe  AMB,  elle  sera  aussi  perpendiculaire  à 
A'M'B',  et  contiendra  tous  les  points  de  la  lame  qui 
étaient  situés  primitivement  sur  une  des  perpendi- 
culaires à  ses  deux  faces  ;  il  s'ensuit  aussi  que  si  Ton 
décompose  la  lame,  dans  son  état  naturel,  en  filets 
longitudinaux,  et  que  la  courbe  CND  représente  un 
de  ces  filets  après  le  changement  de  figure,  elle  cou- 
pera à  angle  droit  en  N  la  normale  MM'. 

Soit  m  un  point  de  la  courbe  AMB,  infiniment  voi- 
sin de  M;  menons  la  normale  mnm'  aux  trois  lignes 
AMB,  CND,  A'M'B',  qui  les  coupe  en  m,  n,  m';  les 
prolongemens  de  MNM'  et  mnm'  se  rencontreront  en 
un  point  0 ,  qui  sera  le  centre  de  courbure  commun 
à  ces  trois  courbes.  Appelons  p  le  rayon  de  courbure 
du  filet  moyen,  ou  également  éloigné  de  AMB  et 
A'M'B';  <r  la  partie  de  ce  filet  comprise  entre  ces  deux 
normales  MNM'  et  mnm'  ;  u  la  distance  du  filet  quel- 
conque CND  au  filet  moyen,  et  arf  la  longueur  de 
N?z.  En  considérant  cette  distance  u  comme  positive 
ou  comme  négative  ,  selon  que  CND  se  trouve,  par 
rapport  au  filet  moyen  ,  du  côté  de  la  convexité  AMB 
de  la  lame,  ou  du  côté  de  sa  concavité  A'M'B',  le 
rayon  de  courbure  NO  de  CND  sera  égal  à  p+w,  et 
les  longueurs  infiniment  petites  cr'  et  cr  seront  entre 
elles  comme  p  +  u  et  p ,  de  sorte  que  l'on  aura 

/  lia- 

d  =  m  -i . 

En  se  courbant ,  les  filets  longitudinaux  auront 
éprouvé  de  très  petites  extensions  ou  contractions , 
et  les  longueurs  v'  et  er,  qui  étaient  égales  auparavant, 
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seront  devenues  inégales.  Désignons  par},  leur  gran- 
deur primitive,  et  faisons 

cT  et  £'  étant  de  très  petites  fractions,  positives  ou  né- 
gatives, selon  que  le  filet  moyen  et  le  filet  CND  se 

seront  allongés  ou  raccourcis.  La  fraction  -  est  aussi 

supposée  très  petite  ;  si  donc  on  néglige  le  produit  de 


fiT  et  -,  on  aura 

P 


ce  qui  montre  que  quand  le  filet  moyen  n'aura  pas 
changé  de  longueur,  les  filets  situés  du  côté  de  la 
convexité  se  seront  tous  allongés,  et  les  filets  situés 
du  côté  de  la  concavité  se  seront  tous  raccourcis,  les 
uns  et  les  autes  proportionnellement  à  leurs  distances 
au  filet  moyen. 

Cela  posé,  rendons  invariable  la  forme  de  chacune 
des  deux  parties  de  la  lame  qui  répondent  à  AMM'A' 
et  Bmm'Bf,  et  que  nous  appellerons  H  et  K,  pour 
abréger.  La  partie  H  sera  immobile;  la  partie  K  sera 
tirée  vers  H ,  ou  en  sera  repoussée ,  par  la  tendance  de 
la  partie  intermédiaire  MmmUMf  à  reprendre  son  état 
naturel  et  redevenir  une  tranche  d'une  épaisseur 
constante  y.  Le  filet  ]$n  de  cette  tranche  tendra  à  se 
contracter  ou  a  se  dilater,  selon  qu'il  aura  été  allongé 
ou  raccourci,  c'est-à-dire,  selon  que  la  quantité  Jasera 
positive  ou  négative.  La  partie  K  sera  donc  tirée  dans 
le  premier  cas,  et  poussée  dans  le  second  cas,  par  une 
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force  appliquée  au  point  n;  or,  on  suppose  que  cette 
force ,  provenant  de  l'action  de  Nn ,  est  proportion- 
nelle à  la  quantité  cT'  et  normale  à  mmn9  comme  si  ce 
filet  IN/z  était  isolé. 

En  adoptant  cette  hypothèse,  je  représenterai  par 
ct£'  la  force  dont  il  s'agit,  rapportée  à  l'unité  de  sur- 
face ,  et ,  conséquemment ,  par  et^Xdu  la  force  nor- 
male exercée  sur  l'élément  transversal  de  la  surface  K, 
qui  répond  au  point  n;  et  étant  une  constante  dépen- 
dante de  la  matière  de  la  lame ,  À  sa  largeur,  et  Xdu  l'aire 
de  cet  élément.  Si  donc  on  désigne  par  2s  l'épaisseur 
de  la  lame,  et  qu'on  représente  par  T  la  force  totale  qui 
tirera  ou  poussera  K,  selon  qu'elle  sera  positive  ou 
négative ,  on  aura 

T  =  *?if*_£'du, 

et ,  en  mettant  pour  £'  sa  valeur, 

Soit,  en  outre  ^  \ju  le  moment  des  forces  normales  à  la 
surface  de  K ,  pris  par  rapport  a  l'axe  transversal  éga- 
lement éloigné  des  deux  faces  de  la  lame;  nous  aurons 
aussi 

fjL  =2  ctX  !       £'udu , 
et,  par  conséquent , 

On  voit  par  là  ,  i°.  que  la  force  T,  qui  tend  à  con~ 
tracter  ou  à  dilater  une  tranche  quelconque  de  la 
lame,  est  proportionnelle  à  l'extension  positive  ou  né- 
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gative  du  filet  moyen,  et  indépendante  de  sa  courbure  ; 
2°.  que  son  moment  pu  est,  au  contraire,  indépen- 
dant de  cette  extension,  et  en  raison  inverse  du  rayon 
de  courbure;  3°.  que  la  matière  et  la  largeur  de  la 
lame  restant  les  mêmes,  la  valeur  de  T  est  propor- 
tionnelle à  son  épaisseur,  et  celle  de  /a,  au  cube  de 
cette  dimension. 

Quand  le  filet  moyen  n'a  pas  changé  de  longueur, 
on  a  èK  =  o  et  T  =  o  ;  les  forces  parallèles  qui  ti- 
rent ou  poussent  K  se  réduisent  à  deux ,  égales  et 
contraires,  mais  non  directement  opposées,  dont  le 
moment,  par  rapport  à  l'axe  transversal  perpendi- 
culaire à  ces  forces ,  est  toujours  égal  à  fx.  Cette 
quantité  /&  est  ce  qu'on  appelle  le  moment  de  ïé- 
lasticité;  lequel  est  proportionnel,  en  chaque  point, 
à  la  courbure  de  la  lame,  ou  à  l'angle  de  contin- 
gence de  son  filet  moyen. 

3o8.  Il  est  facile  actuellement  de  former  les  équations 
d'équilibre  de  cette  lame.  Dabord,  si  l'on  appelle  T' 
ce  que  devient  la  force  T  au  point  M,  on  voit  que  la 
tranche  infiniment  petite  qui  répond  à  Mmm'M,  sera 
tirée  ou  poussée ,  d'un  côté  par  cette  force  T',  et  de 
l'autre  par  une  force  égale  et  contraire  à  T;  et  puis- 
que ,  par  hypothèse ,  aucune  force  donnée  n'agit  sur 
cette  tranche,  il  faudra  donc  qu'on  ait  T'  =  T.  Ainsi 
la  force  T  est  constante  dans  toute  la  longueur  de  la 
lame,  et,  par  conséquent,  égale  à  la  composante 
suivant  cette  longueur ,  de  la  force  donnée  qui  agit 
à  son  extrémité  libre.  La  dilatation  S1  sera  aussi  cons- 
tante ,  proportionnelle  à  cette  force ,  et  positive  ou 
négative  selon  que  cette  force  tendra  à  allonger  ou  à 
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contracter  les  filets  longitudinaux.  Elle  n'aura  aucune 
influence  sur  la  figure  de  la  lame;  mais  quand  on 
l'aura  mesurée ,  elle  pourra  servir  à  déterminer  la 
valeur  de  la  constante  et,  relative  à  la  matière  de  la 
larne.  En  représentant  par  <ar  un  poids  équivalent  à 
la  force  qui  tire  la  lame  dans  le  sens  de  sa  longueur, 
et  par  co  Taire  de  chaque  section  transversale  de  la 
lame ,  on  aura 

g>  =  2/\e ,        T  ==  <zzr  =  clcoS,        et  =  -^r. 

6)0 

Pour  déterminer  la  figure  de  la  lame,  menons  par 
le  point  A,  dans  le  plan  du  filet  moyen,  deux  axes 
rectangulaires  Ax  et  Ay,  dont  le  premier  sera  tangent 
à  la  courbe  AMB ,  et  représentera  la  direction  de  la 
lame  dans  son  état  naturel ,  et  dont  le  second  sera 
tourné  du  côté  de  sa  concavité.  Soient  x  et  j  les 
coordonnées  rapportées  à  ces  deux  axes,  d'un  point 
quelconque  du  filet  moyen  ;  a  etb,  celles  de  son  extré- 
mité libre,  que  nous  prendrons  pour  le  point  d'applica- 
tion de  la  force  donnée  qui  tient  la  lame  en  équilibre  ; 
P  et  Q  les  composantes  de  cette  force,  suivant  les  pro- 
longemens  de  a  et  Z>.Par  le  point  qui  répond  à  x  et  y, 
menons  l'axe  perpendiculaire  au  plan  de  la  figure, 
auquel  répond  le  moment  désigné  par/*,  et  faisons 
une  section  perpendiculaire  au  filet  moyen.  Pour 
l'équilibre  de  la  partie  de  la  lame  comprise  entre  cette 
section  et  son  extrémité  libre ,  il  faudra  que  le  mo- 
ment fM,  ajouté  aux  momens  de  P  et  Q,  par  rapport 
au  même  axe,  donne  une  somme  égale  à  zéro,  en  ayant 
égard  au  sens  dans  lequel  les  forces  dont  yw  est  le  mo- 
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ment,  et  les  forces  P  et  Q,  tendent  à  faire  tourner 

cette  partie  de  la  lame  ;  on  aura  de  cette  manière 

H  +  T(b—  y)  —  QO—  x)  =  o. 

En  prenant  l'abscisse  x  pour  la  variable  indépen- 
dante, et  observant  que  la  lame  est  convexe  vers 
Taxe  Ax ,  on  aura 

3 

?  dx*    '    \     "*"  da*J  ' 

où  Ton  regardera  le  radical  comme  une  quantité  po- 
sitive. Si  donc  on  substitue  cette  valeur  dans  celle  de 
juc,  et  celle-ci  dans  l'équation  précédente,  et  qu'on 
fasse,  pour  abréger, 

|  ctAe3  =  ê  , 
il  en  résultera 

pour  l'équation  de  la  courbe  formée  par  la  lame 
élastique  en  équilibre. 

Son  intégrale   contiendra  deux  constantes    arbi- 
traires que  l'on  déterminera  par  les  conditions  y  =  g 

et  -^  =  0,   quand  x  =  o,  ou,  si  Ton  veut^-=o 

et  ~  =  o  ,  pour  cette  valeur  de  x ,  à   cause  de  la 

petitesse  de  6.  En  faisant  ensuite  x  =  a  et  y  =  b 
dans  cette  intégrale ,  on  aura  une  équation  en  a  et  b, 
que  l'on  joindra  à  celle  qui  résultera  de  la  longueur 
donnée  de  la  lame  ;  on  aura  alors  les  deux  équations 
nécessaires  pour  déterminer  ces  inconnues  a  et  b)  et 
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la  courbe  élastique  proprement  dite,  sera  complète- 
ment déterminée. 

3og.  Si  la  lame ,  au  lieu  d'être  encastrée ,  est 
entièrement  libre  à  son  extrémité  A ,  il  faudra  pour 
la  maintenir  en  équilibre,  appliquer  à  cette  extrémité 
une  force  dont,  les  composantes  soient  égales  et  con- 
traires à  P  et  Q;  en  prenant  l'extrémité  correspon- 
dante du  filet  moyen  pour  son  point  d'application, 
il  faudra,  de  plus,  que  la  résultante  de  P  et  Q 
vienne  passer  par  ce  point;  ce  qui  exigera  qu'on 
ait 

Qtf=P(6  —  g). 

Cette  équation  suffira,  quand  la  lame  sera  rete- 
nue par  un  axe  fixe,  passant  par  cette  extrémité 
du  filet  moyen,  et  dirigé  dans  le  sens  de  sa  lar- 
geur. Si  elle  est  simplement  posée  sur  un  plan  per- 
pendiculaire à  sa  longueur,  qui  ne  l'empêche  pas  de 
tourner  autour  de  l'arête  d'une  de  ses  deux  faces ,  il 
faudra  que  le  frottement  de  cette  arête  contre  le 
plan ,  ou  une  autre  force,  empêche  la  lame  de  glisser 

La  lame  n'étant  point  encastrée,  la  direction  de 
son  plan  tangent  en  A  ne  sera  plus  connue  ;  si  l'on 
place  toujours  en  ce  point  l'origine  des  coordonnées 
oc  et  j ,  on  aura  encore  y  ==  g  ou  y  =  o ,  quand 
x  =  o;  mais  on  ne  pourra  plus  prendre  l'axe  des  oc 
sur  la  tangente  en  A ,  dont  la  direction  ne  sera  pas 
donnée  à  priori.  Cet  axe  sera  alors  la  direction  donnée 

de  la  force  P,  et  l'équation    j-^=zq,  quand  oc=o, 

devra   être  remplacée ,  pour  la   détermination   des 
constantes  arbitraires ,   par   l'équation    précédente , 
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relative  aux  raoraens  des  forces  P  et  Q,  qu'on  pourra 

réduire  à  Qa  =  P&. 

3 10.  Supposons  qu'on  ait  P  =  o;  en  sorte  que  la 
lame  soit  pliée  par  une  force  Q  perpendiculaire  à 
sa  direction  primitive  ;  ce  qui  est,  par  exemple,  le  cas 
d'une  lame  horizontale ,  encastrée  par  un  bout ,  et  à 
l'autre  bout  de  laquelle  on  suspend  un  poids  donné  Q. 

Je  fais  dans  ce  cas 

c  étant  une  ligne  dont  la  longueur  donnée  sera  gé- 
néralement très  grande ,  à  moins  que  le  poids  Q  ne 
soit  aussi  très  considérable.  L'équation  (  i  )  de- 
viendra 

<-ë  =  0 +  £)'"-*>    « 

dr 
et  en  intégrant  de  manière  qu'on  ait  ^  =  o  quand 

x  =  o  ,  on  aura 
On  en  déduit 

7  (?ax  —  x*)  dx 


ds  = 


y  i\&  —  (iax  —  x*y 

ic'dx 


V/4<?+  —  (2ax  —  xy9 

ds  étant  l'élément  différentiel  de  la  courbe.  Ces  for- 
mules s'intégreront  exactement  par  le  moyen  des  fonc- 
tions elliptiques;  mais  à  cause  de  la  grandeur  de  c, 
on  a  s  =  x ,  à  très  peu  près,  et  l'on  peut  réduire  à 
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dj  =  — -  (sax  —  x*)dx  , 

îa  valeur  de  dj  ;  d'où  l'on  tire 

6cz y  =  oax*  —  oc3, 

pour  l'équation  de  la  courbe. 

La  lame  s'écartera  peu  de  îa  direction  horizontale; 
l'abscisse  a  pourra  être  prise  pour  sa  longueur,  et 
l'ordonnée  b  exprimera  son  plus  grand  écart.  À  cause 
de 

5Qca  =  aa?s% 

si  l'on  fait  2SÀ  =  co  ,  comme  précédemment ,  nous 
aurons 

ttco^b  z=z  #3Q, 

dans  le  cas  de  oc  =  a  et  jr  =  b.  Il  en  résulte  donc 
que  la  nature  de  la  lame  restant  la  même,  la  quan- 
tité b  dont  elle  fléchira  sera  proportionnelle  au  poids 
Q  et  au  cube  de  la  longueur  a9  et  en  raison  inverse 
du  carré  de  son  épaisseur  e  et  de  l'aire  co  de  sa  section 
tranversale. 

Si  l'on  substitue  pour  cta>  sa  valeur  j  du  n°  3o8 ,  et 

qu'on  appelle  h  l'allongement  total  a£  de  la  lame  , 
produit  par  un  poids  <zer,  on  aura 

ha*Q 


b  = 


E   ZÛT 


En  supposant  <z«r  =  Q,  on  en  conclura  que  si  un 
même  poids  Q,  appliqué  à  l'extrémité  libre  d'une 
lame  élastique,  agit  successivement  dans  le  sens  de  sa 

39 
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longueur  et  perpendiculairement  à  sa  longueur , 
l'extension  h  et  la  flexion  b ,  supposées  très  petites 
par  rapport  à  la  longueur  a,  seront  entre  elles  comme 
les  carrés  de  l'épaisseur  et  de  cette  longueur. 

5n.  Quelles  que  soient  les  forces  P  et  Q,  on  ob- 
tiendra toujours  une  intégrale  première  de  l'équa- 
tion (i)  en  la  réduisant  à  la  forme  de  l'équation  (2) 
par  la  transformation  des  coordonnées.  Nous  nous 
bornerons  à  considérer  le  cas  où  la  lame,  appuyée 
contre  un  plan  et  non  encastrée ,  s'écarte  peu  de  sa 
forme  naturelle.  Ce  sera,  par  exemple,  un  ressort 
posé  sur  un  plan  horizontal  par  son  extrémité  infé- 
rieure A ,  et  chargé  d'un  poids  donné  à  son  extré- 
mité supérieure  B.  On  suppose  qu'en  se  pliant  sous 
cette  charge,  le  ressort  s'écarte  très  peu  de  la  ver- 
ticale AB,  et  que  dans  toute  sa  longueur,  la  tangente 
à  la  courbe  qu'il  forme  dans  son  état  d'équilibre, 
fait  un  très  petit  angle  avec  cette  ligne  droite.  La 
figure  78  représente  différentes  formes  qu'il  peut 
prendre  dans  cet  état. 

Prenons  pour  axes  des  «r  et  des  y  ,  la  verticale  A«r 
dirigée  en  sens  contraire  de  la  pesanteur,  et  Fhori- 

cbv 
zontale  Ay.  La  quantité  -j-  sera  très  petite,  par  hy- 
pothèse ;  nous  négligerons  son  carré  dans  l'équa- 
tion (1);  on  aura  aussi  Q  =  o ,  puisque  la  force  qui 
agit  à  l'extrémité  B  est  verticale  ;  en  vertu  de  l'é- 
quation Qtf  =  P&  du  n°  5og,  il  s'ensuivra  b  =  o  ; 
et  comme  le  poids  P  sera  dirigé  de  B  vers  A,  il  fau- 
dra changer  le  signe  de  cette  force  dans  l'équation  (1), 
qui  la  suppose  dirigée  en  sens  contraire.  De  cette 
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manière,  cette  équation  deviendra  simplement 


dx* 


c*  ~-r  ==  —  7T*y 


en  faisant,  pour  abréger, 

€  =  |  aco?  =   -a  P. 

On  représente  ici  par  cj  Taire  de  la  section  du 
ressort,  perpendiculaire  à  sa  longueur;  par  £  sa 
demi-épaisseur,  dans  le  sens  où  il  est  plié;  et  par 
et  une  quantité  dépendante  de  la  matière  dont  il  est 
formé.  Ces  trois  quantités  sont  supposées  constantes, 
et  par  suite  c  est  une  ligne  de  grandeur  constante 
et  donnée. 

A  cause  que  l'on  aj^  =  o,  quand  x  =  o,  on  déduit 
de  cette  équation 

7         .         7TX  df  7rk  7TX 

y  =  k  sin  —  ,      -£  =  —  cos  —  ; 


c  dx  c 


k  étant  une  constante  arbitraire  qui  doit  être  nulle  ou 
très  petite  par  rapport  à  ce 

Quand  on  aura  k  =  o,  le  ressort  restera  droit ,  et 
sa  longueur  AB  sera  un  peu  diminuée  par  la  pression 
du  poids  P.  Lorsque  ce  coefficient  k  ne  sera  pas  nul , 
le  ressort  se  pliera;  au  point  B,  on  aura  oc  =  a  et 
jr  =  b  —  o  ;  en  désignant  par  i  un  nombre  entier,  il 
faudra  donc  qu'on  ait 


a  =  ic , 


pour  la  valeur  de  a  ou  de  AB.  Si  l'on  appelle  l  la  lon- 
gueur du  ressort,  on  aura  aussi 

39.. 
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1  =fl  /^£^=/;v/^lw|^; 

k 

en  négligeant  la  quatrième  puissance  de  - ,  et  met- 
tant pour  a  sa  valeur ,  il  vient 

d'où  Ton  tire 

*  =  2-î  i/i- :v.        (3) 

7T       V      ÎC 


Ainsi  le  coefficient  k  sera  nul  ou  exprimé  par  cette 
formule. 

5 12.  Voici  les  conséquences  remarquables  qui  se 
déduisent  de  ce  résultat. 

i°.  Tant  que  l  sera  moindre  que  c,  la  formule  (3) 
sera  imaginaire  pour  toutes  les  valeurs  du  nombre 
entier  i\  on  ne  pourra  pas  prendre  le  coefficient  k 
différent  de  zéro,  et  le  ressort  ne  sera  pas  plié  par  le 
poids  P. 

2°.  Soit  parce  qu'on  aura  augmenté  la  longueur 
du  ressort ,  soit  parce  qu'on  aura  diminué  la  quan- 
tité c  en  faisant  croître  le  poids  P,  supposons  que  / 
surpasse  c  ;  la  valeur  de  k ,  différente  de  zéro  et  qui 
répond  à  z  — i,  sera  réelle,  et  le  ressort  pourra  être 
plié  par  ce  poids.  En  désignant  par  j  une  fraction 
très  petite ,  et  faisant 

y* 

4 
on  aura 


<-«(■+=?). 


a  =  c .,       k  =  fa; 
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l'équation  de  la  courbe  du  ressort  sera  donc 

a  sm   — , 
a  • 

où  l'on  voit  qu'elle  ne  coupera  pas  la  verticale  entre 
les  deux  points  A  et  B. 

3°.  Le  rapport  -  continuant  à  croître ,  s'il  vient  à 

surpasser  i ,  la  valeur  de  k  qui  répond  à  i  =  2  sera 
réelle,  et  le  ressort  pourra  prendre  une  figure  diffé- 
rente de  la  précédente.  En  désignant  pary7  une  frac- 
tion très  petite ,  et  faisant 

1=    3C(l    +    *•/■), 

nous  aurons 

i  =  2  ,      a  =  2c ,      k  =  fa  y 
d'où,  il  résultera 

a  sm  ; 

ce  qui  montre  que,  dans  ce  cas,  la  courbe  coupera 
la  verticale  au  milieu  de  AB,  qui  répond  à  x  —  -g, 
4°.  En  continuant  ainsi,  on  voit  que  si  l  surpasse 
un  peu  fc,  et  qu'en  désignant  par  <p  une  très  petite 
fraction,  on  ait 

Z    =,C(,     +    -f-), 

on  pourra  prendre 

a  =  ic ,        k  =  <pa; 

ce  qui  donnera 

i*x 
jr  =  <pa  sin  —  ; 
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équation  d'une  courbe  qui  eoupera  la  droite  ÂB  en 
un  nombre  i  + 1  de  points  équidistans ,  y  compris 
A  et  B. 

Lorsque  l  surpasse  un  multiple  de  c  d'une  quan- 
tité qui  n'est  pas  très  petite,  la  valeur  de  k>  donnée 
par  la  formule  (5) ,  cesse  d  être  très  petite  par  rap- 
port à  c;  et  celle  de  -jr  n'étant  plus  alors  une  très 

petite  fraction  ,  la  figure  du  ressort  ne  peut  plus 
être  déterminée  par  l'analyse  précédente.  Il  faut  ob- 
server que,  dans  tous  les  cas,  la  figure  rectiligne, 
qui  répond  à  k  =  o  ,  est  possible  ;  mais  elle  n'est 
stable  et  nécessaire  que  quand  l  est  moindre  que  c, 
3i5.  On  entend  par  la  force  d'un  ressort,  sup- 
posé vertical  pour  fixer  les  idées ,  le  plus  grand 
poids  qu'il  peut  supporter  sans  fléchir.  Ce  poids  P 
est  déterminé  par  l'équation  c  =  l ,  qui  donne 

où  l'on  voit  que,  toutes  choses  d'ailleurs  égales,  la 
force  d'un  ressort  est  en  raison  inverse  du  carré  de 
sa  longueur.  Le  ressort  étant  un  parallélépipède  rec- 
tangle, on  voit  aussi  que  si  l'on  essaie  de  plier  suc- 
cessivement les  faces  adjacentes,  sa  force  sera  pro- 
portionnelle au  carré  de  l'épaisseur  perpendiculaire  à 
la  face  qu'on  voudra  plier. 

Quant  à  la  grandeur  absolue  de  P,  on  la  calculera 
en  mettant  dans  la  formule  précédente  la  valeur  de 
et  9  que  l'on  déduit  soit  de  l'extension  h  de  ce  ressort , 
soit  de  sa  flexion  h9  que  produirait  un  poids  <zv  ;  or, 
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d'après  les  nos  3o8  et  3 10,  et  à  cause  de  a£  =  h  et 
az=l,  ces  valeurs  sont 


-zrl  -zrV 

cl  =  -=-  .        a 


ah  '  m*b  ' 

par  conséquent,  on  aura 

—  ~3//T  *  =    36~* 

3 14.  Les  résultats  du  n°  307  s'étendent  aisément  à 
une  verge  élastique,  lorsqu'on  la  suppose  droite  ou 
à  simple  courbure  dans  son  état  naturel,  et  qu'en  la 
pliant  elle  reste  encore  à  simple  courbure  et  n'éprouve 
aucune  torsion. 

On  prendra,  dans  ce  cas,  pour  le  filet  moyen,  ce- 
lui qui  passe  par  les  centres  de  gravité  de  toutes  les 
sections  perpendiculaires  à  sa  longueur ,  lesquelles 
pourront  être  constantes  ou  variables,  pourvu  qu'en 
chaque  point  leurs  dimensions  soient  très  petites  par 
rapport  au  rayon  de  courbure  de  la  verge.  Soit  cd 
l'aire  de  Tune  de  ces  sections,  faite  par  un  point  quel- 
conque du  filet  moyen  ;  décomposons  où  en  élémens 
perpendiculaires  au  plan  de  ce  filet  ;  et  soit  vdu  l'aire 
de  l'élément  qui  répond  à  la  distance  u  de  ce  même 
filet  ;  la  variable  u  pouvant  être  positive  ou  négative, 
et  v  désignant  une  fonction  donnée  de  u.  Soient 
aussi  k  et  —  k'  les  valeurs  extrêmes  de  m;  nous 
aurons 

/vdu  =  où  ,        /        vudu  =  o  ; 

la  seconde  équation  résultant  de  ce  que  l'origine  de 
la  variable  u  est  le  centre  de  gravité  de  œ. 
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Désignons  par  or,  cr',  £,£',?,  les  mêmes  quanti- 
té^ que  dans  îe  n°  307 ,  et  par  y,  y1,  r,  ce  qu'étaient 
(T,  af,  f  ,  dans  l'état  naturel  de  la  verge  élastique;  on 
aura  ,  pour  les  deux  états  de  cette  verge , 


wy  .  .      us- 


et ,  pour  le  passage  de  l'un  à  l'autre , 

<T  =  y(i+f),        <,'  =  y'(ï  +  r). 

Si  donc  on  néglige  les  produits  —  et  — ,  on  en  dé- 
duira 

valeur  qui  coïncide  avec  celle  du  numéro  cité,  dans 
le  cas  ^de  la  verge  naturellement  droite  ,  où  l'on  a 
r  =  00  . 

Soit  encore  T  la  somme  des  forces  perpendiculaires 
à  cû  qui  tirent  ou  poussent  l'une  des  deux  parties  de 
la  verge,  séparées  par  cette  section  normale.  Appe- 
lons ju  le  moment  de  ces  forces  par  rapport  à  l'axe 
passant  par  le  centre  de  gravité  de  où  ,  et  perpendi- 
culaires^au  plan  du  filet  moyen;  d'après  l'hypothèse 
du  n°  307 ,  on  aura 

T  =  et  I      fà'vdu,        }ju  =  a,  !       £'vudu\ 

cl  étant  une  quantité  dépendante  de  la  matière  de  la 
verge,  qu'on  suppose  constante  dans  l'étendue  de 
chaque  section  où  ,  mais  qui  pourra  varier  d'un  point 
à  un  autre  du  filet  moyen.  En  substituant  pour  £f 
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sa  valeur  précédente,  et  faisant,  pour  abréger, 


/      f  vu*du  =  3  c*)q* , 
il  en  résultera 

Quand  la  verge  élastique  sera  à  double  courbure  f 
dans  son  état  naturel  ou  après  son  changement  de  fi- 
gure ,  la  force  T  aura  encore  la  même  expression  ;  de 
plus,  le  filet  moyen  étant  toujours  celui  qui  passe 
par  les  centres  de  gravité  de  toutes  les  sections  nor- 
males, et  en  désignant  par  r  et  p  ses  rayons  de  cour- 
bure en  un  même  point,  avant  et  après  ce  change- 
ment, on  pourra  prendre  cette  expression  de  jjl  pour 
le  moment  de  l'élasticité  par  rapport  à  un  axe  pas- 
sant par  ce  point  et  perpendiculaire  au  plan  oscula- 
teur  du  filet  moyen  ;  mais  il  faudra,  en  outre,  avoir 
égard  à  la  torsion  de  la  verge,  comme  nous  le  ferons 
tout  à  Fheure.  - 

3i5.  En  comparant  cette  valeur  de  p  à  celle  du 
n°  307 ,  on  voit  que  l'équation  différentielle  seconde 
de  la  courbe  plane  formée  par  le  filet  moyen  d'une 
verge  élastique  qui  n'a  éprouvé  aucune  torsion ,  ne 
différera  de  celle  qui  répond  à  la  lame  élastique  pro- 
prement dite ,  qu'en  ce  qu'elle  contiendra au 

lieu  de  - ,  et  la  quantité  q  à  la  place  de  la  demi- 
épaisseur  g.  Si  la  verge  est  homogène ,  et  qu'elle  soit, 
dans  son  état  naturel,  un  prisme  ou  un  cylindre  al- 
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longe,  les  trois  quantités  et,  où,  q,  seront  constantes, 
et  Ton  aura  r  =  oo  .  On  en  conclut  que  la  flexion 
dune  verge  naturellement  droite ,  produite  par  un 
poids  Q  perpendiculaire  à  sa  direction ,  et  la  force  de 
ce  ressort ,  se  déduiront  des  valeurs  de  b  et  P  trou- 
vées dans  les  nos  3io  et  3i3,  en  y  mettant  q  à  la  place 
de  6.  Par  cette  substitution,  l  étant  la  longueur  de 
cette  verge ,  on  aura 

l    _     ^3Q  p    w*etaq* 

*a>q*9  3/*       ' 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 

3P  /2  J  —  hf 

Pour  deux  verges  différentes,  mais  de  même  lon- 
gueur, les  flexions  produites  par  un  même  poids  se- 
ront donc  en  raison  inverse  des  forces  de  ressort  ;  en 
sorte  qu'il  suffira  de  comparer  entre  elles  les  gran- 
deurs de  ces  forces,  dans  les  différentes  hypothèses  sur 
le  contour  de  la  section  normale. 

Supposons  que  la  section  normale  soit  un  triangle 
isocèle,  et  qu'on  veuille  plier  la  verge,  de  manière 
que  la  face  correspondante  à  la  base  de  ce  triangle  de- 
vienne une  surface  cylindrique,  concave  ou  convexe. 
Soient  a  et  c  la  base  et  la  hauteur  de  ce  triangle. 
Bans  le  cas  de  la  convexité ,  vers  laquelle  sont  diri- 
gées les  valeurs  positives  de  u  (n°  3oy) ,  nous  aurons 

7        i  7,       i  a  /2       ,     A 

et  il  en  résultera 
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Dans  le  cas  de  la  concavité ,  on  aura 

d'où  l'on  conclut 

.p  Tr^dac1 


a      y 


\1l 

ce  qui  montre  que,  dans  ce  second  cas,  la  force  du 
ressort  est  triple  de  celle  qui  a  lieu  dans  le  premier. 
Si  la  section  normale  est  un  carré  représenté  par 
f*9  et  qu'il  s'agisse  de  plier  le  ressort,  de  sorte  que 
deux  de  ses  faces  opposées  deviennent  des  surfaces 
cylindriques,  on  aura 

*  =  £'=!/,     >«/>     P=^£. 

Si  elle  est  un  cercle  dont  le  rayon  soit  k ,  nous  au- 
rons 


k'  =  k9     v  —  i\/k*  —  u*9     P== 


4/2  ' 

et  en  supposant  Faire  de  la  section  normale  égale 
dans  les  deux  cas,  de  sorte  qu'on  ait  f*^=.  itk*9  on 
voit  que  la  force  de  ressort  qui  a  lieu  dans  le  premier 
cas  surpasse  celle  qui  répond  au  second ,  dans  le  rap- 
port de  7r  à  3. 

Supposons  encore  que  le  ressort  cylindrique  soit 
un  tuyau  creux ,  dont  les  surfaces  concentriques,  in- 
térieure et  extérieure,  aient  g  et  g'  pour  rayons. 
Pour  avoir  la  force  de  ce  ressort,  il  faudra  mettre 
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successivement  g  et  g'  à  la  place  de  k  dans  la  dernière 
valeur  de  P,  et  retrancher  les  résultats  l'un  de  l'autre; 
ce  qui  donne 


P  = 


4/* 


Si  Taire  tt  {g*  — > ga)  de  la  section  normale  est  égale 
à  7tk*,  on  aura  donc 

d'où  l'on  conclut  que  le  volume,  la  longueur  et  la 
matière  étant  les  mêmes,  la  force  d'un  ressort  creux 
est  plus  grande  que  celle  d'un  ressort  plein ,  dans  le 

rapport  de  1  -j-  ^§-  à  l'unité  ;  2g  étant  le  diamètre 

intérieur,  et  rfk*  Faire  de  la  section  normale. 

5 16.  Formons  maintenant  les  équations  d'équi- 
libre d'une  verge  élastique  quelconque,  dont,  tous  les 
points  sont  sollicités  par  des  forces  données. 

Appelons  Â  et  B  les  deux  extrémités  du  filet  moyen. 
Soient«r, jr9  z,  les  trois  coordonnées  rectangulaires  d'un 
point  quelconque  M  de  cette  courbe,  s  l'arc  AM,  co 
la  section  normale  de  la  verge  faite  par  le  point  M , 
y  sa  densité  en  ce  point,  et,  conséquemment,  yœds 
la  masse  d'une  tranche  infiniment  mince  de  la  verge. 
Désignons  par  X.yœds,  Yyoùds,  Zyœds,  les  forces  don- 
nées qui  agissent  sur  cette  masse  parallèlement  aux 
axes  des  xf  y,  z,  de  sorte  que  X,  Y ,  Z ,  soient  ces 
forces  rapportées  à  l'unité  de  masse.  La  somme  de 
leurs  composantes ,  suivant  la  tangente  en  M  au 
filet  moyen,  et  tendant  à  augmenter  l'arc  s 9  sera 
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Représentons  aussi  par  T  la  force  provenant  de  l'ac- 
tion d'une  partie  de  la  verge  sur  la  partie  adjacente, 
appliquée  à  l'une  des  faces  de  la  tranche  ycdds,  per- 
pendiculaire à  où  ,  et  tendant  à  diminuer  ou  à  aug- 
menter l'arc  s ,  selon  qu'elle  est  positive  ou  négative. 
L'autre  face  de  y  occis  sera  tirée  ou  poussée  en  sens 
contraire  par  une  force  égale  à  T  -f-  dT  ;  par  consé- 
quent, pour  l'équilibre  de  cette  tranche,  il  faudra  que 
la  force  dT  soit  égale  et  contraire  à  la  force  tangen- 
tielle  donnée ,  ou  qu'on  ait 

dT  +  yco  (Xrfr  +  Ydj  +  Zdz)  =  o  ;       (a) 

ce  qui  s'accorde  avec  l'équation  (3)  du  n°  3oo. 

A  cause  du  peu  d'extensibilité  de  la  matière  de  la 
verge,  on  pourra  prendre,  dans  cette  équation  (a), 
pour  y  et  o)  la  densité  et  la  section  normale  de  la 
verge  au  point  M,  dans  son  état,  naturel.  Si  ces  deux 
quantités  sont  constantes,  et  que  la  formule  com- 
prise  entre   les    parenthèses   soit   une   différentielle 
exacte,  on  obtiendra,  par  l'intégration  immédiate,  la 
valeur  de  T;  et,  parce  que  l'on  a  Tz=LCLœ£  (n°  307), 
on  en  conclura  la  dilatation  positive  ou  négative  de 
l'élément  ds ,  qui  se  sera  allongé  dans  le  rapport  de 
1  +  eP  à  l'unité  ;  mais  cela  ne  fera  pas  connaître  la 
dilatation  de  la  section  normale  a,   ni  le  change- 
ment de  densité  de  la  verge  au  point  M.  Or ,  d'après 
ce  que  j'ai  fait  voir  dans  le  Mémoire  cité  au  commen- 
cement de  ce  paragraphe,  l'allongement  ou  le  rac- 
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courcissement  de  ds  est  toujours  accompagné  d'une 
diminution  ou  d'une  augmentation  de  œ,  mais  telle, 
que  le  volume  œds  variera  dans  le  même  sens  que 
ds,  et  la  densité  y,  en  sens  inverse.  Il  s'ensuit  que 
quand  une  verge  homogène ,  prismatique  ou  cylin- 
drique ,  est  attachée  par  un  bout ,  et  tirée  à  son  autre 
extrémité  par  une  force  dirigée  suivant  le  prolonge- 
ment de  sa  longueur ,  elle  éprouvera ,  à  la  fois ,  une 
extension  et  une  augmentation  de  volume,  propor- 
tionnelles à  cette  force;  ce  qui  a  été  effectivement 
confirmé  par  l'expérience.  Réciproquement,  si  cette 
verge  est  posée  verticalement  sur  un  plan  horizontal, 
et  chargée  d'un  poids  à  sa  partie  supérieure,  qui  ne 
la  fasse  pas  plier,  elle  se  raccourcira,  et,  en  même 
temps,  son  volume  sera  diminué  proportionnelle- 
ment à  la  grandeur  de  ce  poids. 

317.  Prenons  sur  l'arc  AIM  du  filet  moyen  un  point 
m  infiniment  voisin  de  M;  par  ce  point  m  ,  faisons 
une  section  normale;  et  concevons  que  la  partie  de 
la  verge  comprise  entre  cette  section  et  l'extrémité  A, 
soit  rendue  tout- à-fait  immobile,  et  que  la  partie 
comprise  entre  l'autre  bout  B  et  la  section  faite  par 
le  point  M,  devienne  seulement  de  forme  invariable. 
Cela  étant,  cherchons  les  conditions  d'équilibre  de 
cette  seconde  partie ,  que  nous  appellerons  K. 

En  vertu  de  la  torsion  de  la  verge ,  les  points  de  la 
tranche  comprise  entre  les  deux  sections  normales 
faites  par  M  et  rn,  seront  sollicités  par  des  forces  qui 
tendront  à  détordre  ses  différens  filets  longitudinaux, 
et  agiront  dans  des  plans  perpendiculaires  à  Mm, 
c'est-à-dire,  à  la  tangente  en  M  au  filet  moyen.  Ces 
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forces  tendront  à  faire  tourner  K  autour  de  cette 
droite  >  en  sens  contraire  de  la  torsion.  Soit  r  leur 
moment  par  rapport  à  cette  droite,  que  l'on  ap- 
pellera le  moment  de  la  torsion  de  la  verge,  cor- 
respondant au  point  M.  Si  Ton  mène  par  ce  point 
des  parallèles  aux  axes  des  x,  y ,  z,  et  si  Ton  ob- 
serve que  l'axe  de  ce  moment  fait,  avec  ces  droites , 

i  îii*  i  dx      dy      dz 

des  angles   dont  les  cosinus  sont  —,  ~ ,   —,  on  en 

&  ds  '    ds  7    ds^ 

conclura  (n°  281) 

dx  ^   dy  dz 

ds  '  ds  '  ds9 

pour  les  momens  par  rapport  à  ces  trois  parallèles, 
des  forces  qui  agissent  sur  K  dans  le  sens  de  la  tor- 
sion. 

Désignons  par  jjl  ,  le  moment  de  1  élasticité  relatif 
au  point  M,  c'est-à-dire,  le  moment  des  forces  dont  T 
est  la  somme ,  par  rapport  à  un  axe  mené  par  ce  point 
et  perpendiculaire  au  plan  osculateur  du  filet  moyen; 
r  et  p  étant  les  rayons  de  courbure  en  ce  même  point, 
dans  l'état  naturel  et  après  le  changement  de  forme 
de  la  lame,  et  6  désignant  une  quantité  positive,  dé- 
pendant de  la  matière  et  de  la  section  normale  au 
point  M,  nous  aurons  (n°  3 14) 


P 


-*C:  -i)' 


et  si  l'on  appelle  y,  g,  h,  les  angles  que  l'axe  de  ce 
moment  fait  avec  les  parallèles  aux  axes  des  oc,yyz, 
menés  par  le  point  M,  les  momens  de  l'élasticité  par 
rapport  à  ces  trois  droites  seront 
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&  cosf,       jx  cos  g ,       [jl  cos  h, 

Soient  M'  un  point  quelconque  de  l'arc  MB;  x,  j\ 
z' ,  ses  trois  coordonnées  ;  s'  l'arc  AM',  et  y\  &/,  X', 
Y',  Ta \  ce  que  deviennent  y,  a* ,  X,  Y,  Z,  relati- 
vement à  M'.  En  appelant  Zla  longueur  totale  du  filet 
moyen ,  et  faisant 


f\  [V  {x'  -  x)  -  X#—  mïcSdS  =  Z„ 

[X'  (z'  —  z)  —  Z'{x'  —  x)~]y'a>'dsJ  =  Y„ 
[Z'  (/  -J)  -  Y' (a'  -  z)]yWds[  =  X„ 


J 


f 


ces  trois  quantités  X/?  Yy,  Z/f  seront  les  momens 
des  forces  données  qui  agissent  sur  K ,  par  rapport 
aux  axes  menés  par  le  point  M,  suivant  les  directions 
des  x ,  y  >  z. 

Enfin  ,  supposons  que  des  forces  particulières  agis- 
sent à  l'extrémité  libre  de  K  ;  représentons  par 
P,  Q,  R,  les  sommes  de  leurs  composantes  parallèles 
aux  axes  des  .x ,  j,  z ,  et  par  a! ,  bf,  cf ,  les  coordonnées 
du  point  d'application  de  leur  résultante  ;  leurs  rao  - 
mens  par  rapport  aux  mêmes  axes  que  Z/?  Yy,  X/? 
seront 

P   çc'  _  z)  __  R  (a!  —  x), 
R  (*'  —J)  —  Q  (c'  —  z); 

et  si  Ton  désigne  par  a,  b ,  c ,  les  coordonnées  de 
l'extrémité  B  du  filet  moyen  y  on  pourra  remplacer 
ces  momens  par 
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Q  (a  -  X)  —  P  (b  -  f)  +  R', 
P  (c  —  z)  —  K(a  —  x)+  q, 
K(b  -j)-q(c-z)  +  T', 

en  faisant,  pour  abréger, 

Q  {a!  —  a)  —  P  (b'  —  b)  =  R', 
p  (V  —  c)  —  R  (a!  —  a)  =  Q', 
R  (£'  _  £)  _   Q  (c'  —  c)  "==  P'. 

Généralement,  les  coordonnées  a',  b',  c',  seront 
distinctes  de  a ,  b ,  c  ,  parce  que  les  forces  extrêmes 
P,  Q,  R,  ne  seront  pas  appliquées  immédiatement  à 
la  verge  élastique,  et  qu'elles  agiront  aux  extrémités 
de  bras  de  levier.  Soit  que  ces  forces  aient  ou  non 
une  résultante  unique ,  les  quantités  P',  Q',  R',  seront 
leurs  niomens  par  rapport  à  des  axes  menés  par  le 
point  B ,  parallèlement  à  ceux  des  œ ,  jr ,  Zy;  si  donc 
on  suppose  qu'on  ait  en  ce  point 

dx  ,         dr  a,         dz  , 

-   =  cosa,      -  =  cos£,      ^  =  cos?', 

et  qu'on  fasse 

Fcos  et'  +  Q'  cos  g  +  R'  cosy'  =  L, 

cette  quantité  L  exprimera  le  moment  des  forces  ex- 
trêmes par  rapport  à  la  tangente  au  point  B  (n°  281); 
d'où  l'on  peut  déjà  conclure  que  L  sera  le  moment 
de  la  torsion  extrême ,  où  la  valeur  de  r  relative  à  ce 
même  point. 

Cela  posé  pour  l'équilibre  de  la  partie  K  de  la  verge 

1.  4° 
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élastique ,  il  faudra  que  la  somme  des  momens  par 
rapport  à  chaque  axe ,  de  toutes  les  forces  qui  agis- 
sent sur  ses  différentes  tranches  et  à  ses  extrémités  , 
soit  égale  à  zéro;  ce  qui  donne  ces  trois  équations 

^cos/-r^  +  X,  +  P'  +  R0— j-)  — Q(c-z)  =  o, 
^co^-r^  +  ^-f  Q'4.P(c-z)-R(fl  — *)  =  o,)  (b) 

^cosA— r~  +  Z/+R'-+Q(fl-a:)  — P(ô— ^)  =  o. 

as  ' 

5i8.  D'après  les  formules  du  n°  19,  on  a 

p         djd2z  —  dzd2j- 
C0S  J  —  ^3  > 

dzd2x   —  dxd*z 

coss  = — jar- — > 

7           dxdr  —  drd2x 
COS  h  =  - — -7-0-- : 

Xds3  étant  la  racine  carrée  de  la  somme  des  carrés  des 
trois  numérateurs.  Il  en  résulte 

d.fL  cos/=  dyd-j^  —  dzd.^-, 

,  j     7   ud2x  j      7  ud2z. 

d.fji  cos g  =  aza.—-pî  — axa,—^, 

d.jub  cos  h  =  dxdJ^—pi — dyd.^—rj, 
et,  par  conséquent , 

#3-^  r    ,     dy     j  dz    7  -, 

-r-d.  ul  cos/  +  j-  d.jj*  cos  g  -h   —  d.p  cos  h  =  0. 

On  a  d'ailleurs 


STATIQUE,  SECONDE  PARTIE.  627 

dx*  dj*  dz* 

de  "*~    ~dF  "*"    d?  *-* 

dx    y    dx    ,    dr    -,  dr    ,    dz    7  dz 

-y-  Cl  .  -5-    -4-  -y-  d9-j-  +    T  Cl.-T     =0. 

«s  #  s  ds        ds  as        ds 


Si  donc  on  ajoute  les  différentielles  des  équations  (b), 
après  les  avoi 
en  réduisant, 


dx     dr  ""  dz 
après  les  avoir  multipliées  par  -r-,    -j- 9    -7-,  on  aura, 


niais  à  cause  que  les  quantités  soumises  à  l'intégration 
dans  les  expressions  de  X/?  Yy,  Zy,  s'évanouissent  à 
la  limite  s'  =  s,  il  suffit  (n°  14)  de  différentier  sous 
les  signes  /par  rapport  à  x,  y ,  z,  pour  obtenir  les 
valeurs  de  dlLj7  d\i9  dZt;  on  a  donc  simplement 

dX  =  dz  J^Yy'œ'ds'  —  dj  f*Z'y'a>'ds', 
dï,  =  dx  f^Z'y'œ'ds'  — ■  dz  f^y'cù'ds', 
mt  =   dy  f^'y'o'ds'  —  dxf*Yya>'ds'; 

et  en  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  précé- 
dente ,  elle  se  réduit  à  dr  =  o. 

Ainsi  le  moment  de  la  torsion  est  constant  dans 
toute  la  longueur  d'une  verge  élastique  en  équilibre , 
quelles  que  soient  les  forces  qui  y  sont  appliquées. 

Sa  valeur  sera  donc  partout  la  même  qu'à  chacun 
des  deux  bouts  de  la  verge;  et  il  est  facile  de  vérifier 
qu'au  point  B,  on  a  r  =  L,  comme  on  l'a  dit  plus 
haut.  En  effet,  en  ce  point,  on  a?  x  =  a,  y  =  b , 

4°  •• 


628  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE. 

z=  c\  les  intégrales  X,,  Y/9  Z,,  s'évanouissent,  et 

les  équations  (b)  deviennent 

T  COS  OL  =  fJL  cos  f  +  P', 
r  cos  £'  =  fJ*  cos  g  +  Q', 
t  cos  3/  =  /x  cos  h  -f-  R'. 

A  cause  que  la  normale  au  plan  oscillateur  du  filet 
moyen  et  la  tangente  a  cette  courbe,  sont  perpendi- 
culaires l'une  à  l'autre,  on  a ,  en  ce  même  point  B, 

cos  et'  cos^~  +  cos  £'  cos  g  +  cos  y'  cos  h  =  o  ; 

en  ajoutant  donc  les  équations  précédentes,  après  les 
avoir  multipliées  par  cos  a.',  cos  ê',  cos  yf,  la  quantité 
/se  disparaîtra  ,  et ,  d'après  la  valeur  de  L ,  on  aura 
t  =  L. 

Le  moment  de  la  torsion  peut  seul  se  déduire  des 
équations  d'équilibre  ;  quanta  la  torsion  elle-même,  sa 
grandeur  est  variable  le  long  de  la  verge,  lorsque  la 
matière  ou  la  section  normale  varie  d'un  point  à  un 
autre.  Si  la  verge  est  homogène,  et  que  la  section  nor- 
male soit  constante,  la  différence  des  angles  de  torsion 
est  la  même  aux  extrémités  de  deux  parties  de  la  verge, 
d'égales  longueurs,  et  proportionnelle  aux  longueurs, 
quand  elles  sont  différentes.  Supposons,  pour  fixer 
les  idées,  qu'une  verge  homogène,  prismatique  ou 
cylindrique,  soit  encastrée  par  un  bout,  et  qu'on 
applique  à  son  autre  extrémité  deux  forces  égales , 
parallèles  et  contraires,  agissant  à  distances  égales  et 
de  deux  côtés  différens  ;  cette  verge  restera  droite  ; 
mais  elle  se  tordra  sur  elle-même,  proportionnelle- 
ment à  sa  longueur  et  au  moment  de  ces  deux  forces 
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par  rapport  à  son  filet  moyen,  lequel  moment  sera  la 
valeur  de  la  quantité  L.  J  ai  trouvé,  en  outre,  dans  le 
Mémoire  déjà  cité  (n°  5o6),  que  si  la  section  normale 
de  cette  verge  est  un  cercle,  la  quantité  de  la  torsion 
sera  proportionnelle,  toutes  choses  d'ailleurs  égales, 
à  la  quatrième  puissance  de  son  diamètre;  ce  qui 
est  conforme  à  l'expérience. 

519.  Deux  des  équations  (b) ,  ou  deux  combinai- 
sons quelconques  de  ces  équations,  après  qu'on  y 
aura  substitué  la  valeur  de  fz  et  mis  L  à  la  place  de  r, 
serviront  à  déterminer  la  figure  de  la  verge  en  équi- 
libre. Si  elle  est  droite  dans  son  état  naturel,  et  que 
toutes  les  forces  qui  y  sont  appliquées  soient  comprises 
dans  un  même  plan  ,  les  trois  équations  (b)  se  rédui- 
ront à  une  seule  qui  sera  celle  de  la  courbe  plane 
formée  par  le  filet  moyen. 

Prenons  le  plan  de  ces  forces  pour  cel«i  des  a?  et^*; 
nous  aurons 

z  =  o ,     cos  f=  o ,     cos  g  =  o , 
c  =  o,     <?' =  o,     R  =  o ,     cos  yf  =  o  ; 
d'où  il  résultera 
X,=  o,    Yy  —  o,  P'  =  o,  Q'  =  o,  r  =  L  =  o; 

et  les   deux  premières  équations  (b)  s'évanouiront. 

A  cause  de  r  =  co  ,  la  valeur  de  /jl  se  réduira  à  -  ; 

f 
on  aura  aussi  cos  h  =  db  1  ;  mais  en  ayant  égard  au 

sens   de  l'action  de  T  sur   la  partie  K  de  la  verge 

(n°  3i4),  il  est    aisé    de  voir  qu'il   faudra  prendre 

cos  h  =  —  1    dans  la   troisième    équation   (b),  qui 
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deviendra ,  de  cette  manière , 

Çl  [  Xl(x'  — :  x)  —  tiffyf  —  y)  ly'vds'     ) 

et  l'on  remarquera  qu'en  conservant  les  notations  du 
n°  3 1 4  >  ^e  coefficient  S  aura  pour  valeur 

S  =  et  I       vu*du. 

J  —h' 

Lorsque  les  forces  X  et  Y  seront  nulles ,  cette  équa- 
tion (c)  coïncidera  avec  l'équation  (i)  du  n°  3o8,  en 
observant  que  dans  celle-ci,  les  forces  P  et  Q  agissent 
à  l'extrémité  même  de  la  verge ,  ce  qui  rend  nul  leur 
moment  R'.  Dans  tous  les  cas,  on  fera  disparaître  par 
des  différentiations,  les  intégrales  contenues  dans 
cette  équation  (c),  qui  se  changera  par  là  en  une 
équation  différentielle  du  quatrième  ordre. 

La  figure  de  la  verge  étant  déterminée  par  l'équa- 
tion (c) ,  il  faudra  en  outre  que  les  forces  données 
qui  y  sont  appliquées,  satisfassent  aux  conditions 
d'équilibre  du  n°  261  ,  qui  se  réduisent  à  trois,  à 
cause  que  ces  forces  sont  toutes  comprises  dans  un 
même  plan.  Désignons  donc  par  D  et  E  les  sommes 
des  forces  particulières  qui  agissent  à  l'extrémité  A 
de  la  verge,  parallèlement  aux  axes  des  x  et  y, 
et  par  F'  leur  moment  par  rapport  à  ce  point  A , 
de  manière  que  D ,  E ,  F',  soient  à  l'égard  de  ce 
point,  ce  que  P,  Q,  R',  sont  relativement  à  l'autre 
extrémité  B;  les  trois  équations  dont  il  s'agit  se- 
ront 
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D  -f-  P  +  f    X'y'e>'d/=z  o , 

V  +  Q+f*Y'y'*'ds'=o,  y    ^ 

F  +  K+Q(a  -  x)  -V(b  —  y) 

+^Z  [YV- *j - &Cr -\r)l *'•'*  =  °> 

où  Ton  mettra  pour  ^  et  j  les   coordonnées  du 
point  A. 

Lorsque  les  deux  bouts  de  la  verge  seront  entière- 
ment libres ,  les  forces  extrêmes  et  leurs  momens  se- 
ront donnés.  Si  la  verge  est  encastrée  à  son  extré- 
mité A,  les  forces  D  et  E,  ainsi  que  leur  moment  F', 
seront  indéterminés;  mais  on  connaîtra  les  valeurs 

de  x,j,  -j-y  relatives  à  ce  point  A.  Si  la  verge  est 

seulement  retenue  par  le  point  fixe  A,  les  forces  D 
et  E  seront  encore  indéterminées;  leur  résultante  sera 
égale  et  contraire  à  la  charge  de  ce  point  d  appui, 
dont  elle  exprimera  la  résistance ,  et  l'on  aura  F/=  o 
pour  leur  moment  :  on  connaîtra  alors  les  valeurs 

de  x  etj",  mais  non  plus  celle  de  — ■.  Les  mêmes  re- 
marques s'appliquent  au  point  B. 

3^o.  Supposons,  par  exemple,  que  la  verge  soit 
homogène  et  naturellement  prismatique  ou  cylin- 
drique; ce  qui  rendra  constantes  les  trois  quantités 
y,  où ,  £.  Supposons,  en  outre,  qu'elle  ne  soit  sou- 
mise qu'à  des  forces  perpendiculaires  à  sa  longueur, 
qui  l'écartent  très  peu  de  sa  position  primitive;  et 
prenons  pour  l'axe  des  «r,  le  filet  moyen  dans  cette 
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position;  on  aura  alors 


D  ==  o,     X  =  o,     P  =  o; 
ce  qui  fait  disparaître  la  première  équation  (d).  En 

dx 


négligeant  le  carré  de  ~ ,  on  aura  aussi 


et  l'équation  (c)  se  réduira  à 

€  2  =  R'+Q(«  — *)+7"f '*%*?—  *)ds'.    (e) 
En  la  difFérentiant  une  première  fois,  on  a 

On  a  aussi  (n°  14) 

d-f^Tds'  ===  —  Y<fr; 

en  difFérentiant  une  seconde  fois,  et  mettant  afo:  au 
lieu  de  ds ,  on  aura  donc 

Les  quatre  constantes  arbitraires  que  contiendra 
l'intégrale  complète  de  cette  dernière  équation  ,  se 
détermineront  d'après  les  conditions  relatives  aux 
deux  bouts  de  la  verge,  et  en  observant  que  la  va- 
leur de  jr  tirée  de  cette  équation  devra  satisfaire  aux 
deux  précédentes  pour  toutes  les  valeurs  de  oc.  Or, 
l'équation  (f)  résultant  des  deux  autres  par  la  diffé- 
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rentiatîon,  il  suffira,  pour  cela,  que  cette  valeur  àej 
satisfasse  à  celles-ci  pour  une  valeur  particulière  de  x; 
il  suffira  donc  qu'on  ait 

*S=R''    êS=-Q>      te) 

pour  x  =  a  ;  conditions  qui  résultent  de  l'équation  (e) 
et  de  sa  différentielle  première,  en  y  donnant  à  x 
cette  valeur  particulière.  Si  l'on  y  donne  à  x  la  va- 
leur relative  au  point  A,  et  qu'on  ait  égard  aux  équa- 
tions (d) ,  on  aura 

mais  ces  équations  n'expriment  pas  de  nouvelles  con- 
ditions distinctes  de  celles  que  renferment  les  équa- 
tions (d)  et  {g),  que  l'on  pourra,  si  l'on  veut,  rem- 
placer par  le  système  des  équations  (g)  et  (h). 

52i .  Ces  formules  comprennent  le  cas  de  la  verge 
pesante.  Alors,  je  suppose  le  point  A  ûxe,  et  j'y  place 
l'origine  des  coordonnées  x  et  y,  je  suppose  aussi 
que  l'axe  des  x,  qui  représente  la  direction  natu- 
relle de  la  verge,  soit  horizontal  ;  je  prends  l'axe  des 
jr  positives  dans  le  sens  de  la  pesanteur,  et  je  repré- 
sente cette  force  par  g.  On  aura  Y  =  g,  et  l'intégrale 
de  l'équation  (f)  sera 

£j  =  &■  x*  +  Cr3  +  Cr»  +  C"x  ;        (i) 

C,  C,  C",  désignant  trois  constantes  arbitraires,  et 
la  quatrième  étant  nulle,  à  cause  qu'on  a  x  =  o  et 
y=oau  point  A. 
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Supposons  la  verge  encastrée  à  cette  extrémité  ;  il 

faudra  qu'on  ait  aussi  -f  =  o  quand  x  ==  o  ;  d'où  il 

résulte  Cr/=  o.  Supposons,  en  outre,  que  le  poids  Q 
soit  attaché  immédiatement  à  l'autre  extrémité  B, 
de  sorte  que  son  moment  R/  soit  zéro;  en  vertu 
des  équations  (g) ,  qui  répondent  à  ce  point ,  ou  à 
x  =  o  ,  on  aura 

igyaa*  -f-  6Ca  +  àU  =  o, 

gyœa  -p  6C  =  —  Q. 

Je  tire  de  là  les  valeurs  de  C  et  C;  je  les  substitue 
dans  l'équation  (1),  dont  je  supprime  le  terme  C"x  ; 
j'appelle  q  le  poids  de  la  verge  ,  de  sorte  qu'on  ait 
q  =  gyœa  ;  il  vient 

équation  qui  coïncide  avec  celle  du  n°  5io?  quand 
on  néglige  le  poids  de  la  verge ,  et  qu'on  y  met  Qc* 
à  la  place  de  C. 

Dans  les  deux  cas  de  Q  =  o  et  q  =  o?  on  a 

b  —  ^  b  —  ^ 

pour  l'ordonnée  du  point  B?  qui  exprime  la  flexion 
totale  de  la  verge.  En  supposant  Q  =  q,  on  voit  donc 
que  les  flexions  produites  par  un  poids  Q  suspendu 
à  l'extrémité  libre  d'une  verge  horizontale  encastrée 
par  son  autre  bout ,  et ,  par  ce  même  poids ,  réparti 
uniformément  sur  toute  la  longueur  de  cette  verge  \ 
sont  entre  elles  comme  8  est  à  5. 
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Sas.  Si  le  point  B  est  fixe  comme  le  point  À,  et 

situé  sur  la  même  horizontale ,  il  faudra  qu'on  ait 

j*=o  quand  ocz^a-,  ce  qui  change  1  équation  (i) 

en  celle-ci  : 

Cj  =  ~-  (oc3 — a3)  +  Çoc  (ocu — tfa)+ ÇJoc(x  —  a);  (2) 

q  étant  toujours  le  poids  de  la  verge,  La  déter- 
mination des  deux  constantes  C  et  C  présentera  les 
cas  suivans. 

i°.  Quand  la  verge  est  encastrée  à  ses  deux  bouts, 
il  faut  qu'on  ait  -^-o  pour  oc  =  o  et  pour  oc=a; 
on  tire  de  là 

et  l'équation  (2)  devient 

£r   _    ?*'  Ë  —   a^\ 

En  appelant  f  la  flèche  de  la  courbe  formée  par  cette 
verge,  c'est-à-dire,  la  valeur  dey  qui  répond  à  son 
milieu,  ou  à  oc  =  \a,  on  aura 

J   ~~   16.24. £* 

20.  Si  la  verge  est  simplement  retenue  par  les  points 
fixes  A  et  B,  les  charges  de  ces  points  d'appui  seront 
les  forces  E  et  Q,  prises  en  sens  contraire  de  leurs  di- 
rections, et  leurs  momens  F'  et  R/  seront  nuls  (n°  3 19). 
En  vertu  des  premières  équations  (g)  et  (h),  on  aura 
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d*r 

j~*  =  °  Pour  x  =  o   et  pour  ,r  ==  a  ;  d'où  l'on 

conclut 

C  =  —  —q,     C  =  o. 

On  aura  alors 

^>  ç\r  (a  —  a:)  (a2  -J-  #;r  —  .r2) 


et  la  flèche  y*  sera 


767 


3 

24~7£> 


c'est-à-dire ,  quintuple  de  celle  qui  avait  lieu  dans  le 
premier  cas.  D'après  les  dernières  e'quations  (g)  et 
{h),  on  aura  aussi 

valeurs  qui  ont  aussi  lieu  dans  le  premier  cas ,  et  qui 
sont  évidentes  en  elles-mêmes. 

3°.  Enfïri,  lorsque  la  verge  est  encastrée  à  son 
extrémité  A,  et  seulement  retenue  à  son  autre  bout, 

dy  dW 

on  a  —  =  o  pour  x  =  o ,  et  -~  =  o  pour  oc  =  a  ; 

ce  qui  donne 

r  %      ri ia  > 

■    —  ~   |8/  ~    16  ? 

au  moyen  de  quoi  l'équation  (2)  devient 

a  qxz(a  —  x)  (3a  —  ix) 

Les  secondes  équations  (g)  et  (h)  donnent  ;  en  même 
temps , 

Q  =  —  \q,    E  =  —  %q) 
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ce  qui  montre  que  le  poids  de  la  verge  se  partage 
inégalement  entre  les  deux  points  d'appui,  et  que  la 
charge  de  l'extrémité  encastrée  est  plus  grande  que 
celle  de  l'autre ,  dans  le  rapport  de  5  à  3. 

325.  En  supposant  toujours  les  points  A  et  B  fixes 
et  situés  sur  une  même  horizontale,  et  la  verge  ho- 
mogène et  prismatique ,  considérons  le  cas  où  les 
autres  points  sont  chargés  de  poids  inégalement  dis- 
tribués dans  toute  la  longueur. 

Soit  donc 

<px_  étant  une  fonction  donnée  qui  s'évanouit  quand 
x  =  o  et  quand  x  —  a,  et  q  désignant  le  poids 
total ,  ce  qui  suppose 


/     (pxdx  =  a. 


Cette  fonction  q>x  pourra  être  continue  ou  disconti- 
nue ,  c'est-à-dire  que  son  expression  analytique 
pourra  changer  une  ou  plusieurs  fois  entre  les  valeurs 
extrêmes  x  =  oet«r==<2;ou,  autrement  dit ,  si  on 
la  représente  par  l'ordonnée  d'une  ligne  dont  x  soit 
l'abscisse,  cette  ligne  pourra  se  composer  de  plu- 
sieurs portions  de  courbes  différentes.  Si  l'on  désigne 
par  cT  une  ligne  d'une  longueur  aussi  petite  qu'on 
voudra ,  nous  pourrons  supposer,  par  exemple ,  que 
<px  soit  zéro  depuis  x  =  o  jusqu'à  x  =  \  a  —  J" ,  et 
depuis  x  =  \a  -j-  S"  jusqu'à  x  =  a,  de  sorte  que  cette 
fonction  n'ait  de  valeurs  différentes  de  zéro  que  dans 
une  très  petite  étendue  eT  de  part  et  d'autre  de  x-=.\a« 
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Ce  cas  sera  celui  d'un  poids  q  agissant  au  milieu  de 
la  verge  élastique  ,  que  nous  examinerons  tout  à 
l'heure  en  particulier. 

Quelle  que  soit  la  fonction  cpx ,  continue  ou  dis— l 
continue,  pourvu  qu'elle  soit  nulle  pour  x  =  o  et| 
pour  x  =  a,  on  aura,  depuis  x  =  o  jusqu'à  x  =  d\ 
inclusivement , 

<px=-2(    /     sin <px dx  j sm  —  ;     (a) 

n  étant  un  nombre  entier  et  positif,  et  la  caractéris-j 
tique  2  indiquant  une  somme  qui  s'étend  à  toutes  les  • 
valeurs  de  n,  depuis  n  =  i  jusqu'à  n  =  ce  .  Cette  for- 
mule est  due  à  Lagrange,  qui  l'a  donnée  dans  les  an- 
ciens Mémoires  de  l'Académie  de  Turin  (*)  ;  nous  la 
démontrerons  plus  bas.  Eu  en  faisant  usage  ,  l'équa- 
tion (f)  devient 

g  %  =  22  2  (  H  sin  —  &dA  sin  ™  ; 

dx^         a%      \J  o  a     T  /  a 

et  en  intégrant  et  observant  que  j  =  o  pour  x  =  o 
et  pour  x^=a9  on  aura 

fy=ï2  S  (/o' sin  ^T  ^^) sin  T ' 

+  x(a  —  x)  [Cx  +  C'(a  —  x)];  (b) 

C  et  C  étant  des  constantes  arbitraires  que  Ton  dé- 
terminera comme  dans  les  trois  cas  du  numéro  pré- 
cédent. 

324»  Examinons  en  détail  le  cas  où  le  poids  q  est 


(*)  Tome  III,  page  261 
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suspendu  au  milieu  de  la  verge,  c'est-à-dire,  le  cas 
où,  comme  on  vient  de  le  dire,  la  fonction  <px'  est 
nulle  pour  toutes  les  valeurs  de  x'  qui  diffèrent  un 
tant  soit  peu  de  ~a. 

On  pourra  alors  faire  x'  =  \  a   dans  le  facteur 

sin  que  renferme  l'intégrale   relative  à  x'  ;  ce 

qui  donnera 

/M     .       riTrx'  ,  ,     ,  .        HTT     Pa  .      717T 

sin  — —  (bxax    =  sin  —  /     <pxdx=zasm  — , 
o  «  2    J  o  2    > 

et  fera  disparaître  tous  les  termes  de  la  somme  2  qui 
répondent  à  des  nombres  pairs  n.  Je  désigne  par  i  un 
nombre  pair  ou  impair;  je  fais  n  =  2i  —  i,  et  j'étends 
la  somme  2  à  toutes  les  valeurs  de  i,  depuis  i  =  i 

V        •  A  J  (2^  1)7r  f  \- 

jusqu  a  i  =  co  .  A  cause  de  sin —  =  —  (  —  i  y  9 

l'équation  (b)  devient 

Qj  =  x  (a  —  x)  [Cr  -f-  C  (a  —  x)~\ 

zça3^    ( — O1       ■      (ai —  \)tfx 

h-  2  7^ sin  r i — . 

Mais  d'après  une  formule  connue ,  on  a ,  comme 
on  le  verra  plus  bas , 


(—  O1 


. r-sm   2Z — l)&)  =  — -    —    -— 

pour  toutes  les  valeurs  de  a>,  depuis  ^  =  0  jusqu'à 
6)=f7T.  Si  donc  on  a  x<  -  a,  on  fera  où  =  —  et  Y 


on 

a 


aura 


^Ti)i  s>"  —a —  =  W<?  (4**  -  S**)  ; 
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^    I  r  v(a — x) 

si ,  au  contraire,  oaao;>-fl,on  tera  a>  =  — ; 

et  comme  on  a 

(ii~  i)  7f  (a — x)           .      (ii — iWx 
sm  — — =  sm — , 

on  en  conclura 

{il — 1)4  a  goa,iLnv'  '  v  /J 

De  cette  manière,  nous  aurons  l'une  ou  l'autre  de  ces 
deux  équations  : 

Çy  =  x(a—x)[Cx+ C(a— x)]—  3L  (4*3__ 3a*x)  ) 

48  1(0 

Qj  =  x(a— x)[Cx+ C {a— ar)]—  ^  [4(a— *)3— 3a2(«— *)].J 

Il  ne  restera  donc  plus  qu'à  déterminer  les  cons- 
tantes C  et  C  dans  les  trois  cas  suivans  : 

i°.  La  condition  j-  =o  pour  x=o  et  pour  œ=a, 

qui  a  lieu  quand   la  verge  est  encastrée  à  ses  deux 
extrémités,  donne 

c  ==  c  =  —  4. 

1D 

Les  équations  (i)  deviendront 

ëj  =3L  (5ax*  —  4x3) , 

au  milieu  de  la  verge ,  on  aura  ~  =  o ,  comme  aux 
extrémités  ;  et  la  flèche/,  ou  l'ordonnée  correspon- 
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dante  à  x  =  \  a  ,  sera 


,3 


^     _      4.48.C 

c'est-à-dire,  double  de  celle  qui  avait  lieu  dans  le 
premier  cas  du  n°  5:2  2.  En  vertu  des  secondes  équa- 
tions (g)  et  (h),  on  aura  aussi 

Q  =  E  =  -1  ?, 

comme  cela  devait  être 

20.  Dans  le  cas  de  la  verge  simplement  retenue  par 

ses  deux   bouts,    où  l'on    doit    avoir  -~-^z=zo  pour 

ce  =  o  et  pour  x  =  a  ,  il  en  résulte 

C  =  o  ,       C  =  o , 

et,  par  conséquent, 

£j  =  ^  (3a9x  —  4*r3)  ? 

b^  =  jçl  [5a*  (a  —  x)  —  4  (a  —  x)3]. 

La  tangente  au  milieu  de  la  courbe  est  horizontale,  et 
les  valeurs  de  Q  et  E  sont  — \qy  comme  dans  le  pre- 
mier cas;  mais  la  flèche  y  a  pour  valeur 

f—  2*L. 

en  sorîe  qu'elle  est  quadruple  de  la  précédente,  et 
plus  grande  dans  le  rapport  de  8  h  5,  que  celle  du 
second  cas  du  n°  322.  Si  l'on  mène  une  tangente  à  la 
courbe  élastique,  par  l'un  ou  l'autre  des  points  A 
et  B;  que  Ton  appelle  et  son  inclinaison,  et  qu'on 
1.  41 
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désigne  par  f  l'ordonnée  verticale  du  point  de  cette 

droite  qui  répond  à  l'abscisse  égale  à  \  a ,  on  aura 

tang  et  =  ^L  ,     f  =  \a  tang  a  ; 
d'où  l'on  conclut 

/'  -  f: 7- 

Dans  le  second  cas  dun°  522,  le  rapport  de  f  à  y  se- 
rait -=. 

o 

5°.  Enfin  ?  si  la  verge  est  encastrée  à  l'extrémité  A 
et  seulement   appuyée  à  l'autre  bout   B ,    on   aura 

dy  .  dy 

y~  =  o  pour  x  =  o ,  et  ^-%  =  o  pour  œ  =  a  ;  on  en 

déduira 

et  les  équations  (i)  deviendront 

ê^  ==  -^  (5x3 — i  5«jc*  + 1 2a%x — 2a3). 

Elles  donnent   pour  x  =  ^af  la   même  valeur  de 
j*,  savoir 

r  —     ^  . 
^  ~~  8.96.£' 

mais  ce  n'est  pas  la  plus  grande  ordonnée.  On  aura 
aussi 

?-.—  ,6  ?     ^  —         16 ' 
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en  sorte  que  le  poids  q  se  partagera  dans  le  rapport  de 
1 1  à  5  entre  les  points  d'appui  A  et  B. 

3^5.  Nous  allons  maintenant  démontrer  la  formule 
de  Lagrange  ,  citée  précédemment. 

Pour  cela ,  considérons  la  quantité 

1   —  h2 


ih  cosô  -+-  h2  9 


qui  est  une  fraction  rationnelle  par  rapport  à  h ,  et 
dans  laquelle  9  désigne  un  angle  réel.  Son  développe- 
ment suivant  les  puissances  de  h  sera 

1  +2^ cosô  -f-2A2cos  23-J-2&3  cos  3ô-f-2^  cos  /±ô  -f-  etc.  ; 

ce  qu'on  peut  aisément  vérifier  ;  car  si  l'on  multiplie 
cette  série  infinie  par  le  dénominateur  1 — 1  h  cos  9+/V* 
de  la  fraction,  on  retrouve  son  numérateur,  en  ob- 
servant qu'on  a 

1  costz9  cos  9  =  cos  (ft+  1)$  +  cos(tz l)9, 

quelque  soit  le  nombre  n.  Si  h  est  moindre  que  l'unité/ 
abstraction  faite  du  signe,  cette  série  sera  conver- 
gente ,  et  la  fraction  sera  rigoureusement  égale  à  son 
développement  prolongé  à  l'infini  ;  à  cause  de 

1  —  26  cos  9  +  h%  =  (1  —  ky+  4hsm*\Q, 

nous  aurons  donc,  dans  cette  hypothèse, 

(i  —  nf  -4-  4'* sm  ï  y 

la  somme  2  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  du  nombre 
entier  72,  depuis  72=  1  jusqu'à  72=00.  Quelles  que 

soient  la  fonction  y  9  et  la  constante  réelle  a,  on  aura 

1 

4i«» 


644 

traité  DE 

MÉCANIQUE. 

donc 

aussi 

h. 

Ci- 

-fr)fêdê 

1       /rt^d-L-oTT/71 

J  o  (i—  A)a+4fcsma£(Ô— ci)     Jo        ,;t        Jo  " 

Soit  g  une  quantité  positive  et  infiniment  petite; 
cette  équation  subsistera  encore  en  y  faisant  k=  i — g, 
puisqu'elle  a  lieu  pour  toute  valeur  de  h  moindre  que 
l'unité.  Pour  toutes  les  valeurs  finies  de  n ,  on  aura 

h'  —  (i   —  g)a  =   i  ; 

pour  des  valeurs  infinies  de  cet  exposant,  hn  pourra 
différer  de  l'unité,  mais  en  intégrant  par  partie  , 
on  a 

ffù  cos  n(6  —  a)dê=:  -fô  sin  n(6 — et) I  -j-  sin  w(â  —  a)d); 

en  sorte  que  si  j  6  ne  devient  point  infinie,  entre  les  li- 
mites A  =  o  et  Q  =  tT,  ni  pour  ces  limites,  l'intégrale 

/    f$  cos  n (6  —  a) de,  qui  multiplié  hn,  s'évanouira 

pour  7z  =  co  ;  d'où  il  résulte  qu'on  pourra  toujours 
remplacer  hn  par  l'unité  sous  le  signe  2.  Au  numéra- 
teur de  la  fraction  comprise  sous  le  signe  f,  on  aura 
i — h*  =  2g,  en  négligeant  gft  par  rapport  à  2g; 
dans  le  second  terme  du  dénominateur,  on  pourra 
mettre  l'unité  au  lieu  de  h  ou  i  — g  ;  et,  de  cette  ma- 
nière ,  nous  aurons 

aj  oJ         Wc/  V         ;         Jog*  +4sin*-i(â  —  «)  W 

Le  coefficient  de  dQ  sous  cette  dernière  intégrale 
est  infiniment  petit,  excepté  pour  les  valeurs  de  fl 
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infiniment  peu  différentes  de  cl  ,  qui  rendent  son  dé- 
nominateur infiniment  petit  ;  cette  intégrale  est  donc 
infiniment  petite  ou  nulle,  tant  que  la  différence 
Q  —  cl  est  une  quantité  finie  ;  ce  qui  aura  lieu  dans 
toute  l'étendue  de  l'intégration ,  lorsqu'on  supposera 
cl  <  o ,  ou  a  >  7T  ;  donc  toutes  les  fois  que  la  cons- 
tante cl  tombera  en  dehors  des  limites  zéro  et  7r }  on 
aura  l'équation 

If'fbû  +  ^r /9 cos  «.(S  —  *)M  —  o.  (2) 

Si ,  au  contraire ,  on  a .  #  >  o  et  <T  tt  ,  il  y 
aura  des  valeurs  de  9  qui  différeront  infiniment  peu 
de  cl;  en  faisant  donc 

9  =  cl  -f-  u,     dQ  =  du, 

l'intégrale  dont  il  s'agit  s'évanouira  encore  pour  les 
valeurs  finies  de  u,  mais  non  plus  pour  les  valeurs 
infiniment  petites  de  cette  variable,  positives  ou  né- 
gatives; à  l'égard  de  celles-ci,  on  aura 

/8s=/«,     siai(9  —  ce)  =  {u; 

par  conséquent,  le  second  membre  de  l'équation  (1) 
devient 

gdu 


Mi 


&  -f-  "2  7 

lorsque  cl  tombe  entre  zéro  et  ic.  Or,  cette  intégrale 
étant  nulle  pour  toute  valeur  de  u  qui  n'est  point 
infiniment  petite,  nous  pouvons  maintenant  l'étendre, 
sans  en  altérer  la  valeur,  à  des  valeurs  quelconques 
de  uy  positives  ou  négatives,  et  la  prendre,  si  nous 
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voulons,  depuis  u  =  —  co   jusqu'à  u  =  co  :  on  aura 

alors 


/: 


gdu 


.00  g-2  -H  *' 
et  finalement 


lf*fm  +  ^J*f§  COS  72  (6  —  À}dO    =    95T>.   (3) 

Ce  raisonnement  conviendra  encore  au  cas  où  cl 
coïncide   avec  une  des  deux   limites   zéro   ou    it  ; 
mais  si  Ton  a  ol  =  o,  on  ne  pourra  donner  à  u  que 
des  valeurs  positives,  et  seulement  des  valeurs  né- 
gatives ,  si  l'on  a  a=7T,   afin  que  dans  ces  deux 
cas,  la  variable  G  qu'on  a  faite  égale  àa+«;ne  sorte 
pas  des  limites   de   l'intégration.  De  cette  manière, 
l'intégrale  relative  à  u  se  trouvera  réduite  à  la  moitié 
de  sa  valeur,  ou  à  \tt ;  et  si  Ton  représente  par 
€  et  y  les  valeurs  de  fct  qui  répondent  à  cl  =  o  et 
et  =  7T ,  il  en  résultera 

\f*fî$  +  Zf"f6  cos  nm  =  l  ttS  , 
\f*fldb  +  2 (—  i )"  rVfl cos  nflrfe œ :j *>. 
Maintenant  faisons 


^■x  wdxf 


e  =  — ,   Jô  = 


Û5  <Z 

et  soit  aussi 

/(V)  =  ?£ 

La  quantité  «r  étant  positive  et  moindre  que  la  eons- 
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tante  a,  mettons  à  la  place  de  et, dans  l'équa- 

7TX 

tion  (2)  et  —  dans  l'équation  (5)  ;  en  observant  que 
les  limites  relatives  à  x'  seront  zéro  et  a,  nous  aurons 

—  /     çx  dx  -f-  -  2  /     ^    cos  — ! — dx    =  o  ,       I 

o.aj  o  a     J  o  a  \  tn\ 

1  Ca    .*  >  ,  i     Ca    i      n*(x'  —  x)Jt  r] 

—  /     (bx  dx  A s  /     <bx    cos  — -dx    =  ex  :    \ 

iaj  0  a     J  o  a  ) 

et  en  retranchant  ces  deux  équations  Tune  de  l'autre, 
il  vient 

-  2  (    /     q>x  sin ax  J  sin  ===  q>x  ; 

ce  qu'il  s'agissait  de  trouver. 

326.  Cette  formule  représente  les  valeurs  de  la 
fonction  (ppc ,  pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable 
x,  qui  sont  positives  et  moindres  que  a,  et  même 
pour  x  =  o  et  x  =  a  ,  lorsque  <px  sera  nulle  pour 
ces  valeurs  extrêmes.  Il  est  important  d'observer  que 
la  série  indiquée  par  2,  finira  toujours  par  être  con- 
vergente: car  pour  de  très  grandes  valeurs  de  n,  l'in- 
tégrale relative  à  x'  deviendra  une  très  petite  quan- 
tité, qui  diminuera  de  plus  en  plus  à  mesure  que 
11  augmentera,  et  qui  sera  tout -à- fait  nulle  pour 
n  =  ce  ,  comme  on  l'a  vu  plus  îiaut  au  moyen  de 
l'intégration  par  partie.  Cette  remarque  est  nécessaire 
et  suffit  pour  justifier  l'emploi  qu'on  fera  de  la  for- 
mule précédente. 

Les  différentes  formules  par  lesquelles  on  peut 
ainsi  représenter  en  séries  de  quantités  périodiques, 
toujours  convergentes,  des  portions  de  fonctions  arbi- 
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traires  continues  ou  discontenues,  se  déduisent  des 
équations  (5) ,  que  nous  venons  d'établir.  Je  me 
contenterai  de  donner  ici  deux  de  ces  formules  ,  qui 
nous  seront  utiles  dans  la  suite  ;  pour  de  plus  grands 
développemens  sur  cette  matière,  je  renverrai  à  mes 
Mémoires  sur  le  Calcul  intégral ,  qui  font  partie 
du  Journal  de  V Ecole  Polytechnique,  et  où  Ton  trou- 
vera une  théorie  complète  de  ce  genre  de  transfor- 
mations. 

Après  avoir  ajouté  les  équations  (5)  et  retranché 
la  première  de  la  seconde,  j'y  mets  il  au  lieu  de  a, 
puis  x  +  l  et  x'  -\-  l  à  la  place  de  x  et  x',  et  ensuite 
<px  et  <px'  au  lieu  de  <p(x  -f-  Z)  et  q>(x'-\-  l);  les  limites 
des  intégrales  relatives  à  x'  deviennent  dz  Z,  et  ces 
équations  sont  remplacées  par  celles-ci  : 

i     /   Pl        ,  .    n7r(x-\-l)  _  A   .    7ia-(ar+/) 

0.r=:T2(     /        0a:  sin — - — j-1 — -c?.r   )sm ^ — -. 

l     \J —l'  il  J  il 

Partageons  chaque  somme  2  en  deux  autres,  dont 
l'une  se  rapporte  aux  nombres  n  pairs,  et  l'autre  aux 
nombres  n  impairs.  Pour  cela,  soit  i  un  nombre  en- 
tier quelconque;  et  faisons  successivement  n  =  ii r 
72  =  2Î  —  i  ;  nous  aurons 

1Î7T  (X  +  Z)  .  v.  Î7TX  .       2.Ï7T  (X -4- l)  .  ..     17TX 

%-j i=(— i)«cos— - ,     sm  • i_l_J  rr-i'sm-r-, 

il  l  il  L 

(ii-\)'2t{x^rl)  ...    (2/-1W     .    (2î-iV(a;+/)        ,     v.      (2Z-1V. 

i i-l_L^—  _T  ySm^ — 1— ,  smJ ) -;=-(- 1  )  W /- 

2/  2/  Il  v  2/ 

et  de  même  pour  les  sinus  et  cosinus  compris  sous 


cos 


cos 
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les  signes  A  par  conséquent ,  on  aura 

1    pi  i     '/•  pi  inx'       A         inx 

çx=-  <px'dx'-\-jl(    I      <px  cos -y-  dx  J  cos  — 

1   /  rl    f  ■  ïkx  _  a  .  z 

<p.r=  y2      /       <p.z  sm  — ^—  a.r  J  sin  - 


(6) 


^7TX 


,    1     /  rl        f       {ii —  i)sra/  ,  A         (ni — 1)^ 
-f-y2f    /       (px  cos - <lz  Jcos- 


A         (a*  - 

1  rric 

il 


les  sommes  2  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  de  z, 
depuis  i=i  jusqu'à  i  =  oo.  Ces  équations  auront 
lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  seront  comprises 
entre  les  limites  rfc  L 

Cela  posé,  si  la  fonction  (px  est  telle  que  l'on  ait 
<p  ( —  x)  =  —  (px  ,  il  en  résultera 

ri      , ,  ,         /**      ,     *W,  ,          /**      ,     (2z-i;srj/    . 
I      <pxdx=o,  /      <?#  cos— —  dx  =0 ,   j      (px  cos ^ dx=o, 

et,  en  outre, 

//      ,  .    îkx  7  ,       rl    t  •   z7r^  .7  / 
(px  sm  —v-  «x  =  2  /     <p«r  sm  — ^—  a.r  , 

T    <p,r 'sin  ^"7*        <ir'==  2  /    jp^'  sin  ^—  y~~  ^  > 

au  moyen  de  quoi  la  seconde  équation  (6)  coïncidera 
avec  la  formule  (a),  en  j  changeant  a  en  l;  et  la 
première  se  réduira  à 

a._*/  /*'■■'    /  •     (2i — Otto:'  7    A  .    (2* — iWx        ,   . 
<px  =  J'2^J  o  <p.r  sm^ ^ — dx  Jsm ^ .    (7) 

Si ,  au  contraire,  la  fonction  (px  est  telle  que  l'on  ait 

<p  { —  x)  =  (Dx ,  on  aura 
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<p.rsm- j — dx ■==  o ,   J     Qx sm -j-ax  =  o; 

et  les  autres  intégrales  pourront  s'étendre  seulement 
depuis  x  =  o  jusqu'à  x  =  l,  en  doublant  les  résul- 
tats. La  seconde  équation  (6)  rentrera  dans  l'équa- 
tion (7),  en  y  mettant  l  —  x  au  lieu  de  x ,  et  <px  à 
la  piace  de  <p  (  l  —  x).  La  première  équation  (6) 
deviendra 

<px  =  j  j    q>x'dxr+j^.  (  j    cpjc'cos  — ^  dx'jcosl-j^.  (8) 

Ces  formules  (7)  et  (8)  représenteront  les  valeurs  de 
<px,  depuis  x  =  0  jusqu'à  x  =  l  ;  celles  qui  s'en  dé- 
duiront, en  les  différentiant  par  rapport  à  x ,  ex- 
primeront ,   dans   le  même   intervalle ,    les    valeurs 
dcboc 

de  -j— .  La  formule  (7)  suppose  <px=^o  pour  x=zo, 
et  -j—  =  0  quand  x=:l;  la  formule  (8)  exige  que 

1  on  ait  -7—  =  o  pour  x  =  o  et  pour  x=  ù.  Lorsque 

ces  conditions  ne  sont  pas  remplies,  ces  formules  ou 
leurs  différentielles  n'ont  pas  lieu  pour  les  valeurs  ex- 
trêmes de  x. 

527.  Réciproquement,  les  formules  de  ce  genre 
font  connaître  les  sommes  des  nombreuses  séries  pé- 
riodiques que  l'on  a  obtenues  par  différens  moyens. 
Ainsi ,  par  exemple,  pour  en  déduire  la  somme  de 
la  série  dont  on  a  fait  usage  dans  le  np  324 ,  j'a- 
joute les  équations  (2)  et  (5),  après  avoir  mis  — a. 
à  la  place  de  et  dans  la  première;  il  en  résulte 


STATIQUE,  SECONDE  PARTIE.  65  r 

f*  fMb  +  ï%(  f*JQ  cos  n  ôrfô)  cos  net  =  wja. 

Je  prends  ensuite  jffl  =  ô  ;  on  a  alors 

/o7flcos»8^=cos^~'; 

quantité  nulle  pour  tous  les  nombres  pairs ,  et  égale 
à  —  —. pour  n  =  ii  —  i .  L'équation  précé- 
dente devient  donc 

_,  COS  (il l)  A  7F  /  N 

la  somme  2  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  du  nombre 
entier  i,  depuis  i  =  i  jusqu'à  j=  oo  : 

En  multipliant  par  rfa  et  intégrant,  on  en  déduit 

_*sin(2z" — i)  *  ît  ,  v 

2--T-; tf  =      «0*"     *)<*• 

(2z  —  iy  o  v  ' 

On  n'ajoute  pas  de  constante  arbitraire,  parce  que 
les  deux  membres  de  cette  équation  sont  nuls,  soit 
pour  ct  =  o,  soit  pour  a  =  7C;  en  sorte  que  cette 
équation  a  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  et,  depuis 
et  =  o  jusqu'à  a  =  7r  inclusivement.  Si  l'on  y  fait 
et  =  i-  ?r  -{-  û)  ,  on  aura 

sin  (2Z  —  i)  ot  =  —  ( —  i)'cos  (ai  —  î)  où  , 

et,  par  conséquent, 

(—  l)'  COS  (2/— •!)*>  sr    /  I         A 

2 p31? =SV*    —  4^l> 
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depuis  »  =  —  \tt  jusqu'à  co  =  \  7r.  Je  multi- 
plie par  dcù  et  j'intègre  de  nouveau  ;  il  en  ré- 
sulte 

v    — l)iSÎn(2Z  —  i)a  —*-  ~i 

2Z  I-  24  02 

ce  qu'il  s'agissait  d'obtenir. 

028.  Si  l'on  met  ici  au  lieu  de  a  ,  et  ensuite  Jc'-j-  tf 
et  «r  -f-  a  à  la  place  de  x  et  .r',  dans  la  seconde 
équation  (5) ,  et  qu'on  fasse  $  (a  +  .r)  =  F.r  ,  on 
aura 

4#  J   —a  2tf      J  —a  2a 

pour  toutes  les  valeurs  de  œ  comprises  entre  zha, 
En  faisant 

~  Tfcr 

—    =    é  ,         —    =    7l£    =    U  , 
2tf  2a 

cette  équation  pourra  s'écrire  ainsi  : 

Fx  =  -^  Ça_Yx'<kc'+  ^2^  f^Yœ'cosu(a:'—  x)]i: 

u  étant  un  multiple  de  =  ,  et  la  somme  2  s'éten- 
dant  à  toutes  les  valeurs  de  u ,  depuis  u  =  e  jus- 
quà  w=:c.  Or,  si  la  constante  a  devient  infinie, 
la  différence  1  des  valeurs  consécutives  de  u  de- 
viendra infiniment  petite,  et  la  somme  2  se  chan- 
gera en  une  intégrale  prise  depuis  «=£,  ou  u  =  o, 
jusqu'à  u=yz  .  En  faisant  donc  a  =00  et  a=du, 
mettant  le  signe  f  au  lieu  de  2,  et  supprimant  le 
premier  terme  de  la  formule  précédente,  nous  au- 
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rons 

Fx  =  -  !  !       Yx  cos  u  (x' —  x)  dx     du. 

Fourier  a  donné  le  premier  cette  formule  impor- 
tante, qui  s'étend  à  toutes  les  valeurs  réelles,  posi- 
tives ou  négatives,  de  la  variable  x,  et  convient, 
comme  les  précédentes ,  dont  elle  se  déduit ,  à  une 
fonction  quelconque  Yx,  continue  ou  discontinue. 


654  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE. 

(VWWWVWVt  VW  WVVY\  VVVVVVl\VVV\VV\AVVVVVWVVVVVVVVV\WVVVVVVVVVVV\A'VV\  W\>W"VVVVY\/VV>  WV/VM 

CHAPITRE  IV. 

PRINCIPE  DES  VITESSES  VIRTUELLES. 

329,  Dans  les  cas  les  plus  simples  de  l'équilibre  des 
machines,  la  puissance  et  la  résistance  sont  récipro- 
quement proportionnelles  aux  espaces  que  leurs  points 
d'application  décriraient  simultanément,  si  l'équilibre 
venait  à  se  rompre.  Pour  que  ce  rapport  ait  toujours 
lieu ,  il  faut  prendre  les  espaces  infiniment  petits  qui 
seraient  décrits  dans  le  premier  instant,  et  les  rem- 
placer par  leurs  projections  sur  les  directions  des 
forces.  Il  a  été  remarqué  depuis  long-temps  dans  les 
machines  simples;  Jean  Bernouilli  Ta  ensuite  étendu, 
par  induction,  à  un  système  quelconque  de  points 
matériels  sollicité  par  des  forces  données;  et,  sous  la 
dénomination  de  principe  des  vitesses  virtuelles ,  il 
est  ainsi  devenu  le  principe  général  de  l'équilibre. 
Nous  le  démontrerons  dans  toute  sa  généralité , 
après  Favoir  vérifié  sur  les  exemples  suivans. 

i°.  Soient  (fig.  79)  A,  À',  A", ...  une  suite  de 
poulies  contenues  dans  une  même  chape,  et  formant 
une  moufle  ilxe?  et  B,  B',  B", . .  .  une  autre  suite  de 
poulies  aussi  contenues  dans  une  même  chape ,  et 
formant  une  moufle  mobile.  Supposons  qu'un  fil  soit 
attaché  à  la  poulie  inférieure  de  la  moufle  Hxe,  et  s'en- 
roule successivement  sur  toutes  les  poulies,  en  pas- 
sant alternativement  d'une  moufle  à  l'autre.  A  Fex- 


/ 
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trémité  libre  de  ce  fil,  suspendons  un  poids  P  qui 
fasse  équilibre  à  un  poids  R  suspendu  à  la  poulie  in- 
férieure de  la  moufle  mobile.  La  tension  du  fil  sera 
la  même  dans  toute  sa  longueur,  et  égale  au  poids  P; 
de  plus,  si  les  diamètres  des  poulies  sont  très  petits, 
eu  égard  à  la  distance  qui  sépare  les  deux  moufles , 
les  cordons  qui  vont  de  l'une  à  l'autre  seront  sensi- 
blement parallèles  et  verticaux  :  la  force  qui  soutient 
le  poids  R  sera  donc  égale  à  la  somme  de  leurs  ten- 
sions ,  ou  à  n  fois  le  poids  P,  en  appelant  n  le  nom- 
bre de  ces  cordons;  par  conséquent,  dans  Fétat  d'é- 
quilibre ,  on  aura 

R  =  nP. 

Or,  si  l'équilibre  se  rompt ,  et  que  le  poids  R  monte 
ou  descende  d'une  quantité  #,  tous  les  cordons  qui 
aboutissent  à  la  moufle  mobile  se  raccourciront  ou 
s'allongeront  de  cette  même  quantité.  La  longueur 
totale  du  fil  devant  rester  la  même,  la  partie  à  la- 
quelle est  attaché  le  poids  P  s'allongera  ou  se  rac- 
courcira de  n  fois  cette  quantité  et;  donc,  en  dési- 
gnant par  €  la  quantité  dont  le  poids  P  s'élèvera 
ou  s'abaissera,  on  aura  &=nct9  et,  conséquemment, 

Rot  =  P£  ; 

ce  qui  renferme  le  principe  qu'on  vient  d'énoncer. 

20.  ABC  (fig.  80)  représente  la  roue  d'un  treuil^ 
et  A'R'C  l'intersection  àa  pian  vertical  de  cette  roue 
et  de  la  surface  du  cylindre;  0  est  le  centre  commun 
de  ces  deux  circonférences,  et  AOG  et  A'OC  sont  leurs 
diamètres  horizontaux.  Un  fil  s'enroule  sur  la  roue  ? 


X 
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et  s'attache  à  l'un  de  ses  points;  un  autre  fil,  attaché  à 
l'un  des  points  du  cylindre ,  s'enroule  de  même  sur  sa 
surface.  On  suspend  un  poids  P  au  premier  fîl,  et  un 
poids  R  au  second  ;  ces  deux  poids  tendent  à  faire 
tourner  le  treuil  en  sens  contraire ,  et  sont  supposés 
en  équilibre.  Cela  posé,  si  l'on  applique  au  point  C 
deux  forces  R'  et  Rf/,  verticales,  égales  et  contraires, 
1  équilibre  ne  sera  pas  troublé;  si,  de  plus,  ces  forces 
sont  égales  à  R,  la  force  Rr/ et  îe  poids  R  se  feront 
équilibre,  puisqu'il  n'y  aurait  pas  de  raison  pour  que 
leur  action  simultanée  fît  tourner  le  treuil  plutôt 
dans  un  sens  que  dans  le  sens  opposé  ;  il  faudra  donc 
qu'il  y  ait  aussi  équilibre  entre  le  poids  F  et  la  force 
R',  perpendiculaires  à  AOC,  et  qui  agissent  aux  extré- 
mités de  ce  levier,  dont  0  est  le  point  d'appui.  Donc, 
en  appelant  r  le  rayon  AO  de  la  roue,  et  r'  le  rayon 
OC'  du  cylindre,  l'équation  d'équilibre  sera 

Vr  =  Rr', 

à  cause  de  R'=R.  Maintenant,  si  l'équilibre  se  rompt, 
et  que  le  poids  R  monte  ou  descende  d'une  quantité  et, 
tandis  que  le  poids  P  descendra  ou  montera  d  une  quan- 
tité £,  il  est  évident,  par  la  nature  de  la  machine, 
qu'on  aura  £r'  =  ar;  d'où  l'on  conclut 

P£  =  R* , 

conformément  à  l'énoncé  du  principe  qu'il  s'agissait 
de  vérifier. 

5°.  Supposons  qu'une  vis  verticale  soit  chargée 
d'un  poids  R  à  son  extrémité  supérieure  ;  qu'une 
roue  horizontale,   ayant  son   centre  dans    l'axe  de 
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cette  vis ,  soit  adaptée  à  son  extrémité  inférieure  ; 
qu'un  fil  soit  enroulé  sur  cette  roue  et  attaché  par 
un  bout  à  sa  circonférence,  et  qu'on  applique  à  son 
autre  bout  une  force  horizontale  F  qui  agisse  sui- 
vant une  tangente  à  la  roue,  et  fasse  équilibre  au 
poids  R.  Ou  pourra ,  si  l'on  veut ,  placer  sur  la  di- 
rection de  cette  tangente  une  poulie  fixe  et  verti- 
cale, plier  le  fil  sur  cette  partie,  et  remplacer  F  par 
un  poids  P  égal  à  cette  force  et  attaché  à  l'extré- 
mité libre  de  la  partie  verticale  du  fil.  En  appelant 
h  la  hauteur  du  pas  de  la  vis ,  et  c  la  circonférence 
de  la  roue,  on  aura 

Te  =  Kk , 

d'après  la  condition  connue  de  l'équilibre  dans  cette 
machine.  Les  deux  poids  R  et  P  tendront  à  faire 
tourner  la  vis  en  sens  contraire;  si  l'équilibre  vient  à 
se  rompre,  l'un  de  ces  poids  montera,  et  l'autre  des- 
cendra; et  si  le  poids  R  s'abaisse  ou  s'élève  d'un  pas 
h  de  la  vis ,  le  poids  P  s'élèvera  ou  s'abaissera  d'une 
hauteur  égale  à  la  circonférence  c  de  la  roue  ;  d'où  il 
résulte  qu'en  appelant,  en  général,  et  et  £  les  es- 
paces parcourus  simultanément  par  les  deux  poids  R 
et  P,  on  aura  ctc  =  €h9  et,  par  conséquent, 

P£  =  Ra, 

conformément  au  principe  dont  nous  nous  occupons. 
4°.  Considérons  encore  deux  poids  P  et  R  posés 
sur  deux  plans  inclinés,  et  attachés  l'un  à  l'autre  par 
un  fil  passant  sur  une  poulie  fixe,  située  en  haut  des 
deux  plans  qui  sont  adossés  l'un  à   l'autre.   La  H- 

1.  42  ^w*'' 
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gure  81  représente  une  section  verticale  de  ce  sys- 
tème ;  AC  est  la  longueur  du  plan  sur  lequel  est  posé 
le  poids  R,  BC  celle  du  plan  qui  supporte  le  poids  P, 
AB  une  droite  horizontale,  et  CD  une  verticale  qui 
représente  la  hauteur  commune  des  deux  plans. 
Faisons 

AC  =  a,     BC  =  b,     CD  =  h; 

7 

la  composante  de  R  suivant  CA  sera  R  - ,  et  celle  de 

P  suivant  CB  aura  P  j  pour  valeur.  Pour  l'équi- 
libre ,  il  faudra  que  ces  deux  composantes  soient 
égales;  en  sorte  que  Ton  aura 

Va  =  Rb. 

Si  l'équilibre  se  rompt,  et  que  le  poids  R  glisse  d'une 
quantité  y  sur  le  plan  CB ,  le  poids  P  glissera  de  la 
même  quantité ,  mais  en  sens  contraire ,  sur  le  plan 
AC;  et  en  appelant  a  la  hauteur  verticale  dont  le 
poids  R  se  sera  élevé  ou  abaissé,  et  6  celle  dont  le 
poids  P  se  sera  abaissé  ou  élevé,  il  est  aisé  de  voir  que 
Ton  aura 

„  —  yh      t  •  -  2^ . 
«  —  —  ,     b  —  b  , 

d'où  il  résulte 

P£  =  Ra , 

comme  dans  les  exemples  précédens  :  mais  ici  a  et  S 
sont  les  projections  verticales  des  espaces  décrits  si- 
multanément par  les  poids  R  et  P,  tandis  que  ?  dans 
le  cas  précédent ,  a  et  €  étaient  ces  espaces  mêmes. 
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53o»  D'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n°  49  >  deux 
forces  qui  se  font  équilibre  par  l'intermédiaire  d'un 
levier  quelconque,  sont  en  raison  inverse  des  espaces 
infiniment  petits,  projetés  sur  leurs  directions  res- 
pectives, et  que  peuvent  décrire  en  même  temps 
leurs  points  d'application.  Cet  énoncé  est  celui  qui 
convient  à  tous  les  cas.  Ainsi,  en  appelant  P  et  R  la 
puissance  et  la  résistance  en  équilibre  par  l'intermé- 
diaire d'une  machine  quelconque,  supposant  qu'on 
imprime  un  mouvement  infiniment  petit  à  cette  ma- 
chine, et  désignant  par  £  et  cl  les  projections  sur  les 
directions  de  ces  forces,  des  espaces  qui  seront  décrits 
en  même  temps  par  leurs  points  d'application ,  ou 
aura  toujours 

Pê  =  Q*  ; 

à  quoi  il  faut  d'ailleurs  ajouter  que  l'une  des  projec- 
tions devra  tomber  sur  la  direction  même  de  la  force 
correspondante,  et  l'autre  sur  son  prolongement, 
ainsi  que  cela  a  lieu  dans  le  levier. 

Dans  la  pratique,  il  suffira  que  le  mouvement  im- 
primé à  la  machine  soit  seulement  très  petit.  En  me- 
surant les  longueurs  des  projections  S  et  a,  on  en  con- 
clura immédiatement  le  rapport  de  la  puissance  à  la 
résistance,  sans  rien  connaître  de  la  composition  par- 
ticulière de  la  machine. 

53 1.  Non  seulement  cet  énoncé  convient  à  une 
machine  quelconque,  mais  il  s'étend  aussi  à  un  nom- 
bre quelconque  de  forces  en  équilibre.  Soient  donc,  en 
général,  M,  M',  M",  etc.  (fig.  82),  un  système  de 
points  matériels  liés  entre  eux  de  telle  manière  qu'on 

4*.. 
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voudra;  supposons  que  des  forces  P,  P',  P",  etc., 
agissent  sur  ces  points,  suivant  les  directions  MA, 
M'A',  M"  A",  etc.;  faisons  subir  à  ces  points  des  dé- 
placerons infiniment  petits  et  compatibles  avec  les 
conditions  du  système,  de  sorte  qu'ils  soient  trans- 
portés en  N,  N',  IN",  etc.;  projetons  N,  N',  N",  etc., 
sur  les  droites  MA,  M'A',  M"A",  etc,  en  a,  a',  a",  etc., 
et  posons 

Ma  =  p,     M'a   =  //,     MV  =  p",  etc. 

En  considérant  ces  projections  /?,  p' ,  p",  etc.,  comme 
des  quantités  positives  ou  négatives,  selon  qu'elles 
tombent  sur  les  directions  des  forces  correspondantes, 
ou  sur  leurs  prolongemens ,  nous  aurons 

Yp  +  py  +  py  +  etc.  =  o, 

lorsque  l'équilibre  aura  lieu;  et  réciproquement  il  y 
aura  équilibre  ,  quand  cette  équation  subsistera  pour 
tous  les  déplacemens  compatibles  avec  les  conditions 
du  système. 

Les  droites  infiniment  petites MN,  M'N',  M"N",  etc., 
sont  ce  qu'on  appelle  les  vitesses  virtuelles  des  points 
M,  M',  M",  etc.;  dénomination  qui  provient  de  ce 
qu'elles  sont  considérées  comme  les  espaces  qui  se- 
raient parcourus  simultanément  par  les  points  du  sys- 
tème ,  dans  le  premier  instant  où  l'équilibre  vien- 
drait à  se  rompre. 

On  doit  observer  que  le  principe  des  vitesses  vir- 
tuelles ,  contenu  dans  la  formule  qu'on  vient 
d'écrire,  donne  seulement  les  conditions  d'équi- 
libre qui  peuvent  être  exprimées  par  des  équations, 
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mais  non  pas  celles  qui  sont  relatives  à  la  direction  de 
certaines  forces,  et  à  l'étendue  dans  laquelle  elles 
doivent  rencontrer  un  plan  fixe  (n°  266).  Les  mou- 
vemens  compatibles  avec  les  conditions  du  système, 
qui  donnent  lieu  à  des  équations  d'équilibre,  sont 
ceux  dont  les  mouvemens  directement  contraires 
sont  également  possibles.  Mais,  par  exemple ,  si  un 
point  matériel  est  posé  sur  un  plan  fixe,  le  mouve- 
ment sera  possible  dans  ce  plan ,  suivant  chaque  di- 
rection et  suivant  la  direction  contraire  ;  et  perpendi- 
culairement à  ce  plan,  il  ne  pourra  avoir  lieu  que  dans 
une  seule  direction.  Or,  la  considération  des  mouve- 
mens dans  le  plan,  donnera  lieu  aux  conditions  d'é- 
quilibre qui  s'expriment  par  des  équations,  et  la  con- 
sidération du  mouvement  perpendiculaire  détermi- 
nera seulement  la  direction  de  la  force  normale ,  qui 
doit  être  contraire  à  celle  du  mouvement  possible. 
Dans  l'énoncé  du  principe  des  vitesses  virtuelles, 
on  suppose  implicitement  que  chacun  des  mouve- 
mens compatibles  avec  les  conditions  du  système ,  et 
le  mouvement  directement  contraire ,  sont  également 
possibles;  en  appliquant  successivement  l'équation 
précédente  à  ces  deux  mouvemens,  les  quantités  p, 
p'9  puf.  etc.,  changeront  toutes  de  signe,  et  il  n'en 
résultera  qu'une  seule  équation  d'équilibre. 

Si  la  force  P,  est  la  résultante  de  plusieurs  forces 
données  Q,  Q',  Qr/,  etc. ,  et  qu'on  représente  par  q9 
q',  qf9  etc. ,  les  projections  de  MN  sur  leurs  directions, 
on  aura  (n°  5zj.) 

?p  =  Oq  +  QY  +  Qy  +  etc.  ; 
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en  sorte  qu'on  pourra  remplacer  dans  l'équation  pré- 
cédente, le  terme  Fp  relatif  à  la  force  P,  par  cette 
somme  de  termes  de  la  même  nature,  qui  répondent 
à  ses  composantes;  et  de  même,  par  rapport  aux 
forces  P,  P',  V,  etc.,  si  elles  sont  aussi  les  résultantes 
de  plusieurs  autres  forces. 

Le  principe  des  vitesses  virtuelles,  dans  le  cas  d'un 
point  isolé  en  équilibre ,  est ,  comme  on  Fa  vu  dans 
le  n°  5g,  une  conséquence  de  cette  dernière  équa- 
tion, soit  qu'il  s'agisse  d'un  point  entièrement  libre, 
ou  qu'il  soit  assujetti  à  demeurer  sur  une  sur- 
face ou  sur  une  courbe  donnée.  Il  s'agit  actuelle- 
ment de  démontrer  ce  principe  général ,  dans  le  cas 
d'un  système  quelconque  de  points  matériels  M,  M', 
M",  etc. 

352.  Supposons  ces  points  liés  entre  eux  par  des 
verges  inflexibles  ou  par  des  fils  flexibles,  dont  les 
uns  soient  fixement  attachés  à  ces  points,  tandis  que 
d'autres  les  traversent  comme  des  anneaux  mobiles. 
Dans  ce  dernier  cas,  ces  points  ou  anneaux  ont  la  li- 
berté de  glisser  le  long  des  fils  qui  les  traversent,  et 
que  l'on  suppose,  pour  cela ,  parfaitement  flexibles. 

Après  qu'on  a  appliqué  les  forces  données  P,  P', 
P",  etc.,  aux  points  M,  M',  M",  etc.,  et  que  l'équi- 
libre s'est  établi,  il  est  clair  que  les  fils  qui  joignent 
ces  points  deux  à  deux,  éprouveront  chacun  une  ten- 
sion particulière ,  c'est-à-dire,  que  chacun  de  ces 
fils  sera  tiré  à  ses  deux  extrémités  par  des  forces  égales 
et  contraires,  dirigées  suivant  ses  prolongemens , 
ainsi  qu'on  l'a  déjà  dit  dans  le  cas  du  polygone  funi- 
culaire (n°  285)»  L'intensité  de  cette  force  sera  la  me- 
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sure  de  la  tension  inconnue  que  ce  fil  éprouve. 
Un  fil  qui  ne  serait  pas  tendu,  ne  contribuerait 
pas  à  l'équilibre,  et  Ton  pourrait  en  faire  abstrac- 
tion. 

La  tension  peut  varier  d'un  fil  à  un  autre  ;  mais  s'il 
s'agit  de  deux  fils  qui  sont  le  prolongement  l'un  de 
l'autre  à  travers  un  anneau,  la  tension  est  la  même 
dans  ces  deux  parties  d'un  même  fil  qui  doit  néces- 
sairement éprouver  une  égale  tension  dans  toute  sa 
longueur  (289).  Ainsi,  par  exemple,  si  M  est  un 
anneau  traversé  par  le  fil  M/MM'7,  la  tension  de  MM' 
sera  égale  à  celle  de  MM". 

Lorsque  plusieurs  fils  viennent  se  croiser  dans  un 
même  anneau ,  la  tension  est  la  même  dans  les  deux 
parties  de  chaque  fil ,  et  peut  varier  d'un  fil  à  l'autre. 
Si  donc,  outre  le  fil  M'MM",  il  passe  encore  un  fil 
MWMM,V,  dans  l'anneau  M,  la  tension  sera  la  même 
dans  les  deux  parties  MM//y  et  MM1T  de  ce  dernier  fil, 
et,  en  général,  elle  sera  différente  de  celle  des  deux 
parties  MM' et  MM",  du  premier  fil.  Et  si  un  autre  fi% 
tel  que  MM%  vient  aboutir  au  même  anneau  M  au- 
quel il  soit  fixement  attaché ,  ce  fil  aura  sa  tension 
particulière,  généralement  différente  de  toutes  celles 
des  autres  fils  qui  aboutissent  au  même  point  M. 

Observons  encore  que  si  M7  est  un  anneau  ainsi 
que  M,  et  que  le  fil  Mf/MM',  après  avoir  traversé 
l'anneau  M,  passe  encore  par  l'anneau  M'  pour  aller 
aboutir  au  point  Mm9  la  tension  sera  la  même  dans 
les  trois  fils  M"M,  MM',  M'M'";  car  alors  ces  trois 
fils  n'en  font  qu'un  seul  M"MM 'M'".  En  général ,  lors- 
qu'un fil  est  partagé  en  plusieurs  parties,  par  des  an- 
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neaux  mobiles ,  la  tension  est  la  même  dans  toutes 

ces  parties. 

A  l'égard  des  verges  inflexibles  ,  quand  l'équilibre 
existe,  elles  sont  tirées  ou  poussées  dans  le  sens  de 
leur  longueur,  par  des  forces  égales  et  contraires , 
agissant  à  leurs  extrémités.  L'intensité  commune  de 
ces  deux  forces,  pour  chaque  verge,  est  la  mesure 
de  la  tension  ou  contraction  qu'elle  éprouve.  S'il  en 
existe  une  ou  plusieurs  dans  le  système ,  qui  ne  soit 
ni  tendues,  ni  contractées,  elles  sont  inutiles  à  l'équi- 
libre, et  l'on  peut  les  supprimer.  Ainsi,  dans  ce  qui 
va  suivre,  nous  supposerons  tous  les  liens  physiques 
qui  existent  dans  îe  système ,  tendus  ou  contractés 
suivant  leurs  longueurs  par  des  forces  inconnues. 

L'avantage  du  principe  des  vitesses  virtuelles  est  de 
donner  l'équation  d'équilibre  dans  chaque  cas  parti- 
culier, sans  qu'on  ait  besoin  de  calculer  ces  forces  in* 
térieures;  mais  comme  la  démonstration  que  nous 
allons  donner  est  fondée  sur  la  considération  de  ces 
forces,  de  grandeur  inconnue,  voici  la  notation 
dont  nous  ferons  usage  pour  les  représenter. 

Nous  désignerons  par  \jn  9  m!~\9  la  tension  ou  la 
contraction  du  fil  flexible  ou  inflexible  qui  joint  deux 
points  quelconques  M  et  M'  du  système.  De  cette 
manière  [m,  m"~\9  [772',  m"~] ,  etc.,  représenteront 
les  tensions  ou  contractions  des  fils  qui  joignent  M 
et  M",  M'  et  M",   etc. 

553.  Nous  aurons  aussi  à  considérer  les  variations 
infiniment  petites  qu'éprouvent  les  distances  des  points 
M,  M',  M",  etc.,  pris  deux  à  deux,  soit  quand  l'un 
de  ces  points  change  seul  de  position,  soit  quand  ils 
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sont  déplacés  simultanément.  Alors,  nous  désignerons 
par  (m,  m')  la  distance  de  deux  points  quelconques 
M  et  M';  en  sorte  que  (m,  m"),  (m! ,  m"),  etc.,  soient 
de  même  les  distances  de  M  et  M",  M'  et  M",  etc. 
Nous  emploierons  la  caractéristique  gP; ,  pour  indi- 
quer les  variations  de  ces  distances ,  relatives  au  dé- 
placement du  point  M;  la  caractéristique  jy,  pour 
indiquer  celles  qui  ont  lieu  quand  c'est  le  point  M' . 
qui  se  déplace;  la  caractéristique  cT/',  pour  indiquer 
les  variations  provenant  du  déplacement  de  M"  ;  et 
ainsi  de  suite.  Enfin,  nous  réserverons  la  caractéris- 
tique J\  sans  aucun  accent,  pour  indiquer  la  varia- 
tion de  la  distance  de  deux  points ,  résultant  de  leurs 
déplacemens  simultanés. 

Puisqu'on  suppose ,  par  exemple  ,  que  M  a  été 
transporté  de  M  en  N  et  M',  de  M'  en  N',  nous 
aurons 

cT  (m,  ni)  =  MM'  —  NN', 

JN/  (772,  77?')  =  MM'   —  NM', 

£{\m,m')  =  MM'  —  MN';     ; 

Il  est  important  d'observer  que  la  variation  to- 
tale, indiquée  par  cT,  est  égale  à  la  somme  des  varia- 
tions partielles ,  indiquées  par  jK/  et  jy  ;  de  manière 
qu'on  a ,  pour  deux  points  quelconques, 

£(m,  ni)  =  ££m9rri)  +  <f/(#ra,  ni); 

équation  qui  résulte  de  ce  que  les  déplacemens  de  M 
et  M'  sont  infiniment  petits ,  et  qui  n'a  lieu  que  dans 
cette  hypothèse.  En  effet  (772,  m')  est  une  fonction  des 
coordonnées  de  ces  deux  points;  ces  variables  pren- 
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nent  des  accroissemens  infiniment  petits,  positifs  ou 
négatifs,  quand  H  et  M'  sont  transportés  en  N  et  N'; 
or,  en  rejetant  les  puissances  de  ces  accroissemens 
supérieures  à  la  première,  il  est  évident  que  l'accrois- 
sement total  d'une  fonction  quelconque  de  ces  coor- 
données, est  égal  à  la  somme  des  accroissemens 
partiels  qui  seraient  dus  à  la  variation  de  chaque 
coordonnée  isolément;  par  conséquent,  la  variation 
totale  de  -m,  m'),  indiquée  par  la  caractéristique  J 
doit  être  égale  à  la  somme  de  ses  variations  partielles 
qui  répondent  à  J^  et  J  /. 

334.  Tout  ce  qui  précède  étant  admis,  considé- 
rons le  point  quelconque  M ,  auquel  est  appliquée  la 
force  donnée  P.  Ce  point  est  lié  aux  autres  par  les 
fils  MM',  MM*,  etc.  ;  il  est  donc  tiré  ou  poussé  ,  dans 
le  sens  de  chacun  de  ces  fils,  par  une  force  égale  à  la 
contraction  ou  à  la  tension  que  ce  fil  éprouve;  en 
sorte  qu'outre  la  force  donnée  P,  le  point  M  est  en- 
core soumis  à  l'action  d'autant  d'autres  forces  qu'il  y 
a  de  fils  aboutissant  à  ce  point.  Après  qu'on  a  eu  égard 
aces  forces  intérieures,  iJ  faut  faire  abstraction  des  fils 
qui  lient  M  aux  autres  points  du  système ,  et  le  consi- 
dérer comme  un  point  isolé,  autour  duquel  les  forces 
[m,  irf],  \jn,  ttl\  etc.,  et  la  force  P,  doivent  se  faire 
équilibre.  Si  M  est  un  point  fixe,  il  n'en  résultera 
aucune  équation  de  condition;  mais  s'il  est  entière- 
ment libre,  ou  s'il  est  seulement  assujetti  à  rester  sur 
une  surface  ou  sur  un  courbe  donnée ,  on  aura  entre 
ces  forces  l'équation  des  vitesses  virtuelles,  déjà  dé- 
montrée pour  l'équilibre  d'un  point  matériel  isolé. 

Pour  former  cette  équation,   prenons  un  point  N 
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infiniment  voisin  de  M,  et  appartenant  à  la  surface 
ou  à  la  courbe  sur  laquelle  ce  point  M  est  astreint  à 
demeurer,  s'il  n'est  pas  entièrement  libre.  Soient 
p,  t,  t',  f,  etc.  ,  les  projections  de  MN  sur  les  direc- 
tions des  forces  P ,  [m,  m*] ,  [m ,  m1'] ,  [m  ,  m*] ,  etc.  ; 
nous  aurons (n°  59), 

?p  4.  [m7  m*] .  t -f  [m,  m*] .  *+■  [«,  W&]  •  *"+  etc-=  °- 

Mais,  à  cause  que  la  ligne  MW  est  infiniment  petite , 
il  est  aisé  de  voir  que  sa  projection  sur  la  ligne  MM' 
n'est  autre  chose  que  la  différence  des  deux  distances 
MM'  et  NNP;  car  si  l'on  abaisse  du  point  N  (fîg.  85) 
la  perpendiculaire  I\~H  sur  MM',  la  droite  MH  sera 
cette  projection,  et  ion  aura 

MH  =  MM'  —  HM'. 

Or,  on  a  aussi 


HM'  =  VÇSMy  —  (NH/  =  KM', 

en  négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre  ; 
on  aura  donc 

MH  =  MM'  —  BOT. 

D'après  les  notations  convenues,  cette  équation  est 

t  =  J\  (m 9  m)  ; 

et  Ion  aura  de  même 

t'  =  ffirn ,  m") ,     tu  =  J\  (m ,  m'")  ,     etc.  ; 

par  conséquent,   l'équation  d'équilibre  deviendra 

Yp  +  [m ,  ni]  .  J*/m,  m)  4-  [m ,  m"] .  f,  (ni ,  m") 
+  [m ,  m"r] .  cT,  (;w ,  *wwj  +  etc.  =  0 . 
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En  considérant  les  autres  points  M',  M",  W",  etc. , 
du  système ,  on  aura  pour  chacun  d'eux  une  e'qua- 
tion  pareille  à  celle-ci  ;  ces  équations  seront 

P'/+  [m',  m] .  f;(mf,  m)  +  [m',  m*) .  jy  $  m«) 

+  [*»',  m"'-] .  jy  (?n'f  m"')  +  etc.  =  o, 
py+  \pi\  m] .  f?(mP9  m)  +  [m",  m1} . $»(iri>,  m') 

+  [m",  m">] .  f«  (m»,  m">)  +  etc. =  o, 
P'y+  ry  ",  j^ .  £<»(m^  m)  +  ^mm9  mj  .  ^^  ^ 

+  [W",  wP^f^nf',  m")  +  etc.  =  o; 

#'*  f">  fWs  etc->  e'tant  les  vitesses  virtuelles  de  M',  M", 
M",  etc. ,  projetées  sur  les  directions  des  forces  données 
P',  F',  V",  etc.,  qui  agissent  sur  ces  points  matériels. 
Ajoutons  toutes  ces  équations:  en  observant  que 
[m,  rri~\  et  {m,  iri)  sont  la  même  chose  que  [m!,  rn\ 
et  (rri,  m),  et  de  même  pour  toutes  les  notations  sem- 
blables ;  et  en  substituant  la  variation  totale  de  chaque 
distance  à  la  somme  de  ses  variations  partielles,  nous 
aurons 

vP  +  Vp'  +  py  +  py  +  etc. 

-f[^Jm/].^(m,mO-f-[m;m"]^(m,772'/)+[m,mw].^(m;mw)-fetc. 
+[w',  m"}  .  t  (m!,  ?n")  +  [m',  m'»]  .î(m'9  ni")  +  etc.  i (J 

+\jn\nr\.»(m\  mw)  +  etc. 
-{-etc.  =  o 

355.  Jusqu'ici  les  déplacemens  MN,  M'N',  M"JX",et<M 
(fîg.82),  sont  indépendans  entre  eux;  et  l'équation  {a) 
suppose  seulement  que  ces  points  n'ont  pas  quitté  les 
surfaces  ouïes  courbes  données,  sur  lesquelles  ils  sont 
obligés  de  rester  j  mais  si  nous  supposons ,  en  outre, 
qu'en  vertu  de  ces  déplacerons,  les  points  du  système 
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qui  sont  joints  par  une  verge  ou  un  fil.  tendu,  ont 
conservé  les  mêmes  distances  respectives,  nous  aurons 

cT (7?z,  m!)  =  o,  cT  (m,  m")  =  o,  cT  (m',  m")  =  o,  etc., 

et  l'équation  (a)  se  réduira  à  celle-ci  : 

p/>+py+py  +  PV/,+etc.=o,  (b) 

qui  est  précisément  celle  du  principe  des  vitesses  vir- 
tuelles (n°  53 1). 

Si  clans  les  déplacemens  des  points  M,  M7,  M",  etc., 
ceux  qai  sont  des  anneaux  ont  glissé  le  long  des  fils 
qui  les  traversent,  l'équation  (b)  aura  encore  lieu, 
pourvu  que  les  longueurs  totales  de  ces  fils  n'aient 
pas  varié.  Supposons,  par  exemple,  que  M  est  un  an- 
neau qui  a  glissé  le  long  du  fil  M'MM";  alors  on  n'a 
plus  séparément  £(in,ni)z=zo  et  j  (in ,  mfr)  =  o  , 
mais  on  a  toujours 

<P(m,  m')  -+•  £(m,  m11)  =  o, 

puisque  la  longueur  totale  du  fil  reste  constante. 
Mais,  dans  ce  cas,  les  tensions  [in,  7?z']  et  [772,  m,r] 
des  deux  parties  de  ce  fil  sont  égales;  les  termes  qui 
renferment  ces  tensions  dans  l'équation  (a)  peuvent 
donc  s'écrire  ainsi  : 

[m,  m'~\.[£(m,  m')  +  f(m,  iw")], 

et;  par  conséquent,  ils  se  détruisent. 

En  général ,  on  conçoit  que  si  un  fil  flexible  passe 
à  travers  un  nombre  quelconque  d'anneaux ,  les  ten- 
sions égales  de  ses  différentes  parties  disparaîtront  de 
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l'équation  {a)  toutes  les  fois  que  la  longueur  totale  de 

ce  fil  ne  variera  pas. 

Concluons  donc ,  enfin , 

i°.  Que  l'équation  résultante  du  principe  des  vi- 
tesses virtuelles  a  lieu  pour  tous  les  mouvemens  in- 
finiment petits  qu'on  peut  donner  à  un  corps  solide , 
libre  ou  gêné  par  des  obstacles  fixes;  car  dans  tous 
ces  mouvemens  les  distances  respectives  des  points  de 
ce  corps  sont  invariables. 

2°.  Que  cette  équation  a  aussi  lieu  pour  tous  les 
mouvemens  infiniment  petits  que  peut  prendre  un 
système  de  points  ou  d'anneaux  liés  par  des  fils 
flexibles,  pourvu  que  ces  fils  restent  droits  ou  ten- 
dus. Quand  cette  condition  n'est  pas  remplie,  les 
tensions  ne  disparaissent  pas  toutes  dans  Inéqua- 
tion (a),  et,  conséquemment,  l'équation  (b)  n'a  plus 
lieu. 

556.  11  faut  encore  démontrer  que,  réciproque- 
ment, quand  l'équation  (b)  a  lieu  pour  tous  les  mou- 
vemens infiniment  petits  qu'on  peut  faire  prendre  au 
système  des  points  M,  M',  M",  etc.,  les  forces  don- 
nées P,  P',  P",  etc. ,  sont  en  équilibre ,  ainsi  que  nous 
l'avons  énoncé  précédemment  (n°  55 1). 

Supposons  pour  un  moment  que  l'équilibre  n'ait 
pas  lieu.  Les  points  M,  M',  M",  etc. ,  ou  une  par- 
tie d'entre  eux,  se  mettront  en  mouvement,  et, 
dans  le  premier  moment,  ils  décriront  simultané- 
ment des  droites  telles  que  MN,  M'N',  M"N",  etc.  ; 
on  pourra  donc  réduire  tous  ces  points  au  re- 
pos ,  en  leur  appliquant  des  forces  convenables , 
dirigées  suivant  les  prolongemens  de  ces  droites,  en 


STATIQUE  ,  SECONDE  PARTIE.  67 1 

sens  contraire  des  mouvemens  produits*  par  consé- 
quent, si  nous  désignons  ces  forces  inconnues  par  R, 
R',  R",  etc. ,  l'équilibre  aura  lieu  entre  les  forces  P, 
P',  P",  etc.,  R,  R',  R",  etc.;  en  sorte  que  r,  r', 
r",  etc. ,  désignant  les  vitesses  virtuelles  projetées  sur 
les  directions  de  ces  nouvelles  forces  R ,  R',  R",  etc., 
on  aura,  d'après  le  principe  des  vitesses  virtuelles  qui 
vient  d'être  démontré , 

Pp  4.  py+py  4.  etc.+ Rr  +  R  V+RV+  etc.=o, 

ou  simplement 

Rr  4.  RV  4.  R V  +  etc.  =  o  ,       (c) 

en  vertu  de  l'équation  (b),  qui  a  lieu  par  hypothèse. 

Cette  équation  (c)  existant  pour  tous  les  mouve- 
mens infiniment  petits  compatibles  avec  les  condi- 
tions du  système  des  points  M,  M',  Mr/,  etc. ,  nous 
pouvons  choisir  pour  leurs  vitesses  virtuelles  les  es- 
paces réellement  décrits  MN,  M'N',  M"N",  etc.,  dans 
un  même  instant  ;  mais  comme  ces  lignes  sont  comp- 
tées sur  les  prolongemens  des  directions  de  R ,  R', 
R",  etc.,  il  s'ensuit  que  toutes  les  projections  r,  r', 
r",  etc. ,  seront  négatives  (n°  35 1),  et  égales,  abstrac- 
tion faite  du  signe,  à  ces  mêmes  lignes  MN,  M'N', 
M"N",  etc.  Alors,  tous  les  termes  de  l'équation  (c) 
étant  de  même  signe,  leur  somme  ne  peut  être  nulle, 
à  moins  que  chaque  terme  ne  soit  séparément  égal  a 
zéro  ;  on  aura  donc 

R.MN  =  o,     R'.M'N'=o,     R" .  M"N"  —  o ,     etc. 
Or,  pour  que  le  produit  R.MN  soit  nul,  il  faut 
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qu  on  ait,  ou  R  =  o  ,  ou  MN  =  o  ;  ce  qui  signifie  , 
dans  l'un  et  l'autre  cas,  que  le  point  M  ne  peut 
prendre  aucun  mouvement  :  il  en  est  de  même  à  l'é- 
gard de  tous  les  autres  points  ;  par  conséquent ,  le 
système  entier  est  en  équilibre;  et  c'est  ce  que  nous 
nous  proposions  de  démontrer. 

53^.  Lorsqu'il  sera  question  des  fluides,  nous  fe- 
rons voir,  en  partant  de  leur  propriété  fondamentale, 
que  le  principe  des  vitesses  virtuelles  a  aussi  lieu  dans 
l'équilibre  d'un  système  de  forces  dont  les  actions  se 
transmettent  par  l'intermédiaire  d'un  fluide  contenu 
dans  un  canal  ou  dans  un  vase  de  forme  quelconque. 
De  cette  manière,  la  démonstration  du  principe  gé- 
néral de  l'équilibre  aura  toute  l'étendue  que  l'on  peut 
désirer;  car  les  verges  inflexibles,  les  fils  tendus,  les 
fluides  contenus  dans  des  canaux,  sont  les  différentes 
sortes  d'intermédiaires  qu'on  peut  établir  entre  des 
points  matériels,  séparés  les  uns  des  autres,  pour 
transmettre  l'action  des  forces  de  l'un  de  ces  points 
à  un  autre  ;  et  si  d'ailleurs ,  parmi  ces  points,  il  j  en  a 
qui  soient  immobiles,  d'autres  parfaitement  libres,  et 
d'autres  assujettis  à  rester  sur  des  surfaces  ou  sur  des 
courbes  données,  on  aura  le  système  de  points  maté- 
riels le  plus  général  qu'on  puisse  avoir  besoin  de  con- 
sidérer. Toutefois,  je  vais  donner  une  autre  démons- 
tration du  même  principe ,  que  l'on  doit  à  Lagrange, 
et  qui  repose  sur  des  notions  plus  élémentaires  que 
la  précédente;  elle  est  fondée  sur  la  possibilité  de 
remplacer  toutes  les  forces  appliquées  à  un  système 
quelconque  de  points  matériels,  par  un  seul  poids 
agissant  comme  on  va  d'abord  l'expliquer. 
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558.  Si  un  point  M  (  fîg.  84)  est  sollicité  par  une 
force  P  dirigée  suivant  la  droite  MA ,  on  peut  d'abord 
supposer  que  cette  force  soit  appliquée  au  point  A , 
et  agisse  au  moyen  d'un  cordon  MA  attaché  à  ce  point 
M.  On  peut  ensuite  remplacer  ce  cordon  par  un  fil  qui 
s'enroule  alternativement  sur  une  moufle  fixe  et  sur 
une  moufle  mobile,  et  soit  attaché  par  l'un  de  ses 
deux  bouts  à  l'une  ou  à  l'autre  de  ces  deux  moufles  ; 
celle  qui  est  fixe  répondant  au  point  A ,  et  celle  qui 
est  mobile  au  point  M.  En  suspendant  verticalement 
un  poids  K  à  l'extrémité  libre  du  fil,  la  tension  sera 
égale  a  K  dans  toute  sa  longueur.  Si  les  dimensions 
des  poulies  sont  regardées  comme  infiniment  petites, 
les  tensions  de  toutes  les  parties  de  ce  fil ,  qui  abou- 
tissent à  la  moufle  mobile ,  auront  la  même  direc- 
tion ;  en  appelant  i  leur  nombre,  leur  résultante  sera 
égale  à  z'K,  et  agira  sur  le  point  M  suivant  la  direc- 
tion MA;  par  conséquent,  si  l'on  a  z'K  =  P,  on 
pourra  remplacer  l'action  de  la  force  Pt  par  celle  du 
poids  K. 

Il  en  sera  de  même  à  l'égard  des  autres  forces  P7, 
Pf/,  etc.,  appliquées  à  des  points  M! ,  M",  etc. ,  suivant 
des  directions  M'A',  Mf'A",  etc.;  chacune  d'elles  pourra 
être  remplacée  par  un  poids  égal  à  un  sous-multiple  de 
son  intensité,  agissant  comme  on  vient  de  l'expliquer 
pour  la  force  P.  De  plus,  il  est  aisé  de  voir  qu'on 
pourra  toujours  faire  passer  successivement,  comme 
le  représente  la  figure  85,  un  seul  et  même  fil  sur 
toutes  les  moufles  fixes  en  A ,  A',  A",  etc. ,  et  sur 
toutes  les  moufles  mobiles  attachées  aux  points  M, 
M',  M",  etc.  Supposons  donc  que  i,  ï,  ?",  etc.,  sont 
i.  43 
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des  nombres  entiers,  et  qu'on  ait 

jK  =  P,     i*K  =  P',     z"K:=P",     etc.       (d) 

En  suspendant  verticalement  le  poids  K  à  l'extré- 
mité libre  de  ce  fil  ,  le  système  des  forces  données 
P ,  P',  P",  etc. ,  se  trouvera  remplacé  par  ce  seul 
poids,  dont  l'action  sera  transmise  aux  points  M, 
M',  M",  etc.,  par  l'intermédiaire  de  ce  fil,  et  des 
moufles  fixes  et  mobiles.  A  la  vérité,  les  équations  (d) 
supposent  les  forces  P,  P',  Pf/,  etc.  ,  commensura- 
bles;  mais  cette  hypothèse  est  toujours  admissible, 
puisque  leur  commune  mesure  K  peut  être  un  poids 
aussi  petit  qu'on  voudra,  et  même  infiniment  pe- 
tit, si  cela  est  nécessaire. 

33g.  Concevons  actuellement  qu'on  imprime  aux 
points  M,  M',  M",  etc.,  un  mouvement  qui  soit 
compatible  avec  les  conditions  du  système,  ainsi  que 
le  mouvement  directement  contraire  ;  soient  N, 
N',  N",  etc. ,  leurs  positions  après  un  temps  infini- 
ment petit  ;  et  appelons ,  comme  précédemment ,  p , 
p',  p",  etc.,  les  projections  de  MIN,  M'N',  Mr/N",  etc., 
sur  les  directions  de  P ,  P',  P",  etc.  ,  ou  sur  leurs 
prolongemens. 

Le  point  N  étant  projeté  en  a  sur  la  droite  MA  , 
chacun  des  cordons  qui  vont  de  A  à  M  sera  rac- 
courci d'une  quantité  AM  —  AN,  pour  laquelle  on 
pourra  prendre  Ma,  en  négligeant  les  infiniment 
petits  du  second  ordre  ;  ce  cordon  serait ,  au  con- 
traire ,  allongé  de  Ma  ,  si  îe  point  a  tombait  sur 
le  prolongement  de  iVM;  d'où  l'on  conclut  qu'à  rai- 
son du  déplacement  de  M,  le   poids  K    descendra 
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dans  le  premier  cas,  et  montera  dans  le  second, 
d'une  quantité  égale  au  produit  de  Ma  et  de  i;  ce 
qui  revient  à  dire,  d'après  le  signe  de  p  (n°  33 1),  que 
la  variation  positive  ou  négative  de  sa  hauteur  verti" 
cale  sera  exprimée  par  ip ,  à  raison  de  ce  seul  dépla- 
cement. Il  en  sera  de  même  par  rapport  à  tous  les  au- 
tres points  M',  M",  etc.;  par  conséquent,  si  l'on  désigne 
par  £  une  quantité  iofiaiment  petite,  qui  représente, 
selon  qu'elle  sera  positive  ou  négative,  la  quantité  to- 
tale dont  le  poids  K  descendra  ou  montera,  par  suite 
des  déplaeemens  simultanés  de  tous  les  points  du  sys- 
tème, nous  aurons 


£  =  ip  +  ïp    +  ï'f  +  etc. 

Or,  le  poids  K  tendant  à  descendre,  et  étant  la 
seule  force  qui  agisse  sur  le  système,  il  est  évident 
que  rien  ne  l'empêchera  de  produire  le  mouvement 
que  nous  considérons,  si  cette  valeur  de  £  est  posi- 
tive; et  que,  si  elle  est  négative,  rien  n'empêchera 
le  poids  K  de  produire  le  mouvement  directement 
contraire,  qu'on  suppose  également  possible,  et  pour 
lequel  £  changera  de  signe.  Pour  que  l'équilibre  ait 
lieu ,  il  est  donc  nécessaire  que  £  soit.  zéro.  Récipro- 
quement, le  poids  K  ne  pouvant  produire  aucun 
mouvement  quelconque,  sans  descendre  d'une  quan- 
tité infiniment  petite  dans  le  premier  instant,  il  s'en- 
suit qu'il  n'en  produira  aucun,  et  que  l'équilibre  aura 
lieu,  si  l'on  a  £  =  o,  pour  tons  les  déplaeemens  des 
points  M,  M',  Mf/,  etc.,  infiniment  petits  et  compa- 
tibles avec  les  conditions  du  système. 

Maintenant,  si  Ion  multiplie  par  K  l'équation 

43.. 
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ip  +  j'y  +  i"p"  +  etc.  =  o  ; 

nécessaire  et  suffisante  pour  l'équilibre,  et  qu'on  ait 
égard  aux  équations  (d),  elle  se  changera  dans  l'équa- 
tion (b).  du  principe  des  vitesses  virtuelles ,  qu'il  s'a- 
gissait d'obtenir. 

340.  Cette  démonstration  ne  suppose  pas  le  prin- 
cipe préalablement  démontré  pour  un  point  matériel 
isolé.  Si  le  système  se  induit  à  un  seul  point  M  au- 
quel sont  appliquées  les  forces  P,  P',  Pr/,  etc. ,  don- 
nées en  grandeur  et  en  direction ,  on  substituera  à 
leur  action   simultanée   celle    d'un   seul    poids  K  , 
comme  dans  le  n°  558;  et,  dans  le  cas  de  l'équilibre 
de  ces  forces,  le  principe  des  vitesses  virtuelles  se  dé- 
duira de  cette  substitution  par  le  raisonnement  qu'on 
vient  de  faire  :  or,  ce  principe  fournira  immédiate- 
ment les  équations  d'équilibre  du  point  M,  assujetti 
à  rester  sur  une  surface  ou  sur  une  courbe ,  ou  en- 
tièrement libre  (n°  39).  Dans  ce  dernier  cas,  en  con- 
sidérant l'une  des  forces  données  comme  étant  égale 
et  contraire  à  la  résultante  de  toutes  les  autres ,  on 
en  déduira  les  règles  de  leur  composition  et  de  leur 
décomposition,  et  le  théorème  du  parallélogramme 
des  forces.  En  appliquant  ce  principe  à  l'équilibre  de 
trois  forces  parallèles,  dont  l'une  est,   par  consé- 
quent ,  égale  et  contraire  à  la  résultante  des  deux  au- 
tres, on  en  conclura  également  les  règles  de  la  com- 
position et  de  la  décomposition  des  forces  paral- 
lèles. 

On  déduit  aussi ,  sans  difficulté,  du  principe  géné- 
ral des  vitesses  virtuelles,  les  équations  d'équilibre 
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d'un  corps  solide  entièrement  libre,  que  nous  avons 
trouvées  d'une  autre  manière  dans  le  n°  260. 

En  effet ,  nous  pouvons  d'abord  supposer  que  tous 
les  points  de  ce  corps  décrivent  des  droites  égales 
entre  elles  et  parallèles  à  l'un  des  axes  des  coordon- 
nées. En  appelant  h  la  longueur  de  ces  droites,  et  et , 
et',  a",  etc. ,  les  angles  que  leur  direction  commune 
fait  avec  celles  des  forces  données ,  nous  aurons 

p  z=zh  cos  et ,     p '  -=.h  cos  a',     p"  =  h  cos  a!r,  etc. , 

pour  les  vitesses  virtuelles  des  points  M,  M',  M",  etc., 
du  corps  solide ,  projetées  sur  les  directions  des  forces 
P,  P',  Pf/,  etc.,  appliquées  à  ces  points  ;  donc,  en  subs- 
tituant ces  valeurs  dans  l'équation  (b),  et  supprimant 
le  facteur  h ,  comme  à  tous  les  termes ,  on  aura  l'é- 
quation d'équilibre 

P  cos  et  +  P'  cos  et'  +  P"  cos  a!'  -f-  etc.  =  o. 

En  considérant  successivement  les  mouvemens  du 
corps  parallèlement  aux  deux  autres  axes  des  coor- 
données, on  obtiendra  de  même  les  deux  autres  équa- 
tions d'équilibre  semblables  à  celle-là. 

Nous  pouvons  aussi  faire  tourner  le  corps  autour 
de  l'un  des  axes  des  coordonnées.  Pour  former  l'é- 
quation qui  correspondra  à  ce  mouvement,  je  re- 
présenterai les  coordonnées  des  points  M,  M',  M*,  etc., 
et  les  angles  que  font  les  directions  des  forces  P ,  P', 
P",  etc.,  avec  celles  de  ces  coordonnées,  par  les  mêmes 
lettres  que  dans  le  n°  260.  En  supposant  que  la  rota- 
tion ait  lieu  autour  de  l'axe  des  z,  chacun  de  ces 
points  décrira  un  arc  de  cercle  parallèle  au  plan  des 
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x  et  y,  qui  aura  pour  rayon  la  perpendiculaire  abais- 
sée de  ce  point  sur  cet  axe.  De  plus,  par  la  nature  du 
corps  solide ,  Fangle  décrit  par  cette  perpendiculaire 
sera  le  même  pour  tous  ses  points.  Si  donc  on  le  sup- 
pose infiniment  petit,  qu'on  le  désigne  par  cô,  et  par 
r,  r',  r",  etc.  ,  les  distances  des  points  M,  M',  M",  etc., 
à  Taxe  des  z7  on  aura  r& ,  r'où,  r"co9  etc. ,  pour  leurs 
vitesses  virtuelles  ;  et  en  appelant  aussi  J\  cT',  £",  etc., 
les  angles  aigus  ou  obtus  que  font  les  directions  de 
ces  vitesses  avec  celles  des  forces  P,  P',  Pf/,  etc. ,  il 
en  résultera 

p  ç=  voû  cos  cT,  p'  s=r'û>  cos  J^,  //  =  r"ù>  cos  cT",  etc., 

pour  les  projections  de  ces  mêmes  vitesses  sur  les  di- 
rections de  ces  forces  ou  sur  leurs  prolongemens. 
'  Soient,  en  outre,  a,  b,  c ,  les  angles  compris  entre 
la  direction  de  la  vitesse  roo  et  des  parallèles  aux  axes 
des  x  ,  jr ,  z ,  menées  par  le  point  M  ;  les  mêmes  an- 
gles relatifs  à  la  direction  de  la  force  P  étant  et,  £ ,  yr 
on  aura 

cos  cT  =  cos  a  cos  cl  -f-cos  b  cos  ë  +  cos  c  cos  y  ; 

mais  à  cause  que  la  vitesse  rco  est  tangente  en  M ,  au 
cercle  du  rayon  r  qui  a  son  centre  dans  l'axe  des  zr 
il  est  aisé  de  voir  qu'on  a 

cos6=±-,     cosa  =  qz-,     cosc  =  o, 

et,  par  conséquent, 

p  ces  roù  cos  cT  =  zh  (x  cos  S  — -  J  cos  a)  co . 
On  aura  de  même 
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pf  =  rh  (xf  cos  S'  —  y  cos  «/)&>, 
p#  =  ±  (.r*  cos  £"  —  y  cos  a")  a>, 
etc. 

Les  signes  dépendront  du  sens  de  la  rotation;  et  1  on 
devra  prendre,  à  la  fois  ,  les  signes  supérieurs  ou  les 
signes  inférieurs  dans  toutes  ces  valeurs  :  en  les  subs- 
tituant  donc  dans  l'équation  (1)  et  supprimant  le  fac- 
teur zh^y,  commun  à  tous  les  termes,  nous  aurons 

p  (x  cos  £— -y  cos  <&)+//  (x  cos  Sf — -y'  cos  a')+etc.=o. 

Cette  équation  d'équilibre  est  celle  des  momens 
par  rapport  à  l'axe  des  z%  autour  duquel  le  mouve- 
ment a  eu  lieu  ;  on  obtiendra  de  la  même  manière 
les  équations  des  momens  par  rapport  aux  axes  des 
x  et  des  y,  en  faisant  tourner  successivement  le  corps 
solide  autour  de  ces  deux  droites. 

541.  On  peut  donner  à  l'équation  (b) ,  une  forme 
différente  qui  en  rendra  les  applications  plus  faciles. 

Pour, cela,  soient  x,y9  z,  les  coordonnées  du  point 
M  dans  sa  position  d'équilibre  ;  x  -f-  Sx ,  y  +  Sy  , 
z  +  Sz  >  ce  qu'elles  deviennent  quand  on  transporte 
ce  point  matériel  dans  une  position  N  infiniment  voi- 
sine ;  X ,  Y,  Z ,  les  composantes  de  la  force  P  suivant 
les  prolongemens  des  x,  y,  z,  dans  le  sens  positif; 
ces  quantités  infiniment  petites  Sx ,  Sy,  Sz,  seront 
les  projections  de  la  vitesse  virtuelle  MN  sur  les  direc- 
tions de  X,  Y,  Z  ;  eip  étant  toujours  sa  projection  sur 
la  direction  de  P,  on  aura  (n°  35i) 

Yp  =  XSx  +  Yjy  +  ZSz, 
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En  désignant  par  les  mêmes  lettres  avec  des  accens, 
les  quantités  analogues  qui  répondent  aux  points  M', 
M",  etc.  ,  on  aura  aussi 

py  =  xgv  +  yyy  +  z'cfe', 
py  =  x'civ  +  y"  jy  +  z*  jy, 

etc.  ; 

et  si  l'on  ajoute  ces  équations  et  la  précédente,  on 
pourra  écrire 

vP  +  py  +  py  +  etc.  =  2  ÇKhc  +  Y^r  +  z^)  ; 

la  somme  2  s'étendant    à  tous  les  points  M     M' 
M",  etc. ,  du  système ,  et  se  composant ,  par  consé- 
quent, d'un  nombre  de  parties  semblables ,  égal  à 
celui  de  ces  points.  De  cette  manière,  1  équation  (b) 
prendra  la  forme  : 

2(XcT.r  +  Yjy  +  Zefe)  =  o,         (e) 

qu'il  s'agissait  de  lui  donner. 

Or,  quelle  que  soit  la  liaison  des  points  du  système, 
on  peut  toujours  l'exprimer  par  une  ou  plusieurs 
équations  entre  leurs  coordonnées.  Soient  donc  L , 
L',  L/',  etc.,  des  fonctions  données  de  «r,  y,  z,  oc1 
f  r,  etc. ,  ou  d'une  partie  de  ces  coordonnées;  et  sup- 
posons que  ces  équations  soient 

L  =  o,     1/  =  o,     L"  =  o,     etc.      (f) 

Les  déplacemens  simultanés  de  tous  les  points  du 
système  devant  être  compatibles  avec  les  conditions 
auxquelles  il  est  assujetti,  il  faudra  que  les  coordon- 
nées oc,y,z,  x%f,  etc.,  de  M,  M',  M",  etc.,  et  les 
coordonnées  x+ J\r 7  j+ J>,  z+^zrxf^xf7  etc.,. 
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de  N ,  N',  N",  etc. ,  satisfassent  successivement  à  ces 
équations  ;  par  conséquent,  en  négligeant  les  infini- 
ment petits  du  second  ordre ,  nous  aurons 

%  &*4 % "".+  Ï  *  +  S^'+etc=o, 

etc. 

Si  l'on  change  en  même  temps  le  sens  des  déplace- 
mens  de  tous  les  points  du  système ,  les  signes  de 
J\r ,  jy,  $z,  £x\  etc.,  changeront  tous  à  la  fois,  et 
ces  équations  seront  encore  satisfaites;  en  sorte  que 
le  mouvement  infiniment  petit  auquel  elles  répon- 
dront, et  le  mouvement  directement  contraire,  sont 
également  compatibles  avec  les  conditions  données, 
comme  le  suppose  implicitement  l'énoncé  du  prin- 
cipe des  vitesses  virtuelles  (n°  35i). 

Cela  posé ,  au  moyen  de  ces  équations  (g) ,  on  éli- 
minera, dans  chaque  cas,  de  l'équation  (e),  un 
nombre  des  quantités  £x,  £j,  $z7  £x' ,  etc.,  égal  à  ce- 
lui des  équations  (f)  ;  celles  de  ces  quantités  qui  res- 
teront ensuite  dans  le  premier  membre  de  l'équation 
(e),  seront  indépendantes  entre  elles;  on  devra  donc 
égaler  séparément  leurs  coefïiciens  à  zéro  ;  ce  qui  four- 
nira toutes  les  équations  d'équilibre  du  système ,  dont 
le  nombre  sera  égal  à  trois  fois  celui  des  points  maté- 
riels M,  M',  M",  etc.,  moins  le  nombre  des  équations 
(^.Lorsque  les  positions  de  ces  points,  c'est-à-dire, 
les  valeurs  de  leurs  coordonnées  x ,  j7  z,  xf7  etc.  ? 
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seront  données,  il  faudra  que  les  composantes  des 
forces  P,  P',  Pf/,  etc.,  satisfassent  à  ces  équations 
d'équilibre;  quand,  au  contraire,  on  donnera  ces 
forces  en  grandeur  et  en  direction ,  et  que  les  posi- 
tions des  points  du  système  seront  inconnues,  ces 
mêmes  équations ,  jointes  aux  équations  (f),  servi- 
ront à  déterminer  toutes  leurs  coordonnées. 

342.  Les  équations  (e)  et  (g)  étant  linéaires  par 
rapport  à  J\r,  Jjr,  £z9  £x' ',  etc.  ,  l'élimination 
d'une  partie  de  ces  quantités  pourra  se  faire,  d'après 
la  méthode  connue,  en  ajoutant  ces  équations  après 
avoir  multiplié  les  équations  (g)  par  des  facteurs  indé- 
terminés, et  en  égalant  à  zéro ,  dans  cette  somme,  les 
coefficiens  de  celles  des  quantités  cT«r ,  JV,  cTjs  , 
iïx1  y  etc. ,  qu'on  voudra  éliminer.  Les  coefficiens  des 
quantités  restantes  devant  ensuite  être  aussi  égaux  à 
zéro,  il  s'ensuit  qu'on  devra  égaler  a  zéro  les  coeffi- 
ciens de  toutes  les  quantités  £x,  £y,  £z ,  J\r' ,  etc.  > 
indistinctement,  dans  la  somme  dont  il  s'agit  ;  d'où  il 
résultera  un  nombre  d'équations  égal  à  celui  des  coor- 
données, entre  lesquelles  il  restera,  dans  chaque  cas, 
à  éliminer  les  facteurs  indéterminés,  pour  avoir  les 
équations  d'équilibre  du  système. 

En  désignant  par  A,  à',  Af/,  etc>,  les  facteurs  par 
lesquels  on  multipliera  les  équations  (g) ,  on  aura , 
par  ce  procédé , 


X4->-  +  a'  —  4-  Af/  — 
*  dx  dx  dx 


-f-  etc.   =  o 


Y+a^  +  A'^+à"^  +  etc.   =  o,    ){h) 

1        dj     ■  dj     '  dj       ' 

ry  ,  .      dh  ^   f    dh  1,    d\.i 

Z  +A-  4.  A'  #■  +A"  -s  +  etc.  =  o, 
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pour  les  équations  provenant  des  coefficient  de  Sx , 
Sj,  £z\  on  aura  de  même 

pour  celles  qui  proviennent  des  coefficiens  de  Soc', 
Sf ,  Sz'  ;  et  ainsi  de  suite. 

Au  lieu  d'éliminer  simplement  A,  à',  à",  etc.,  on 
pourra  tirer  de  ces  équations  les  valeurs  de  ces  in- 
connues; nous  allons  expliquer  comment  on  en  dé- 
duira ensuite,  en  grandeur  et  en  direction ,  les  forces 
provenant  de  la  liaison  des  points  du  système,  qui 
agissent  sur  tous  ces  points  et  font  équilibre  aux 
forces  données  P,  P',  P",  etc.  La  détermination  de 
ces  forces  inconnues  est  une  partie  importante  du 
problème  de  l'équilibre,  dont  la  solution  complète  et 
générale  se  trouvera  ainsi  comprise  dans  l'ensemble 
des  équations  (f) ,  (h) ,  {h!) ,  etc. 

343.  Si  l'on  suppose  que  tous  les  points  du  système, 
moins  le  point  M,  soient  rendus  fixes,  l'équilibre  ne 
sera  pas  troublé.  En  vertu  de  l'équation  L  =  o,  le 
point  M  sera  alors  astreint  à  se  mouvoir  sur  la  sur- 
face dontL  =  o  est  l'équation,  et  dans  laquelle  les 
coordonnées  oc, y,  z,  seront  seules  variables.  Or,  en 
désignant  par  u  la  résistance  de  cette  surface,  laquelle 
sera  dirigée  suivant  une  des  deux  parties  de  la  normale 
en  M,  on  pourra  remplacer  cette  surface,  ou  l'équa- 
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tion  de  condition  L  =  o,  par  cette  force  inconnue. 
De  même,  on  pourra  remplacer  L/=o  par  une 
force  f/,t  normale  à  la  surface  qui  répond  à  cette  équa- 
tion ;  L"  =  o  par  une  force  /wa  normale  à  la  surface 
correspondante;  et  ainsi  de  suite.  Donc,  en  joignant 
à  la  force  donnée  P,  ou  à  ses  composantes X,  Y?  Z, 
ces  forces  normales  /a,  \jlx  ,  fa,  etc. ,  on  pourra  en- 
suite  considérer  le  point  M  comme  entièrement  libre 
et  isolé.  Par  conséquent,  si  Ton  désigne  par  a,  b,  c , 
les  angles  que  fait  la  direction  de  la  force  /m  avec 
des  parallèles  aux  axes  des  oc,  y,  z9  menées  par  le 
point  M;  par  at ,  bl7  ct9  les  mêmes  angles  relatifs  à 
la  force  fxt  ;  et  ainsi  de  suite ,  nous  aurons 

X+jtt  cos  a-\-px  cos  a, -+- ^a  cos  tffl  +  etc.  =  o  , 
Y  +yw  cos  b-\-fjLt  cos  ^,  +  ^fl  cos  Z>a+etc.=o , 
Z  +/*  cos  c  +a,  cos  ^-f-jWa  cos  ca  +etc.  =  o, 

pour  les  trois  équations  d'équilibre  du  point  M.  De 
plus ,  si  l'on  fait ,  pour  abréger , 


etc., 
on  aura  aussi,  par  les  formules  connues  (n°  21), 
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i  dh  j  i  dh  i  dh 

cos  a  f=  -  -7-  »  cos  &  =  -  — ,  cos  c  =  -  -7- , 

y    aj  y  <zj*  v  dz 

1  rfL'  7         1  <2L'  1  JL' 

COS  a,= =— ,    COS0r=-    7— ,    COSC.zir--^-   , 

1  ^L"  ,  1  dh"  1  dL" 

cos  aa=  -  -7- ,  cos  &fl  =  -  -y-,  cos  £a=-  -7- , 

v%  dx  v*  dy  v»  dz  7 

etc.  ; 

ce  qui  changera  les  trois  équations  d'équilibre  en 
celles-ci  : 

X  +  ^  —  +  ^  —  +  ZL—  a-  etc.  =  o 

'    y  ^fa:  vt    dx      *      va    dx     *^         '  9 

Y,    ^  dh     ,      «.  JL       ,     u9  dh"      , 
-r-  —  ■ —  — {—  —  —  -f-  — -  — ■  -4*  etc.  =  O 

y    dj  yt   dj  y2     rfy        '  "  ' 

Z  yftc  fi?L     -,       u1  dh  u2    dh"      . 

+  ~  T  +    —  T     +    —  "r"   +    etc'  —  °« 
v    dz      {      v1   dz  y3     dz      x 

Or,  en  les  comparant  aux  trois  équations  (g)  avec 
lesquelles  elles  doivent  être  identiques,  on  en  con- 
clut 

p  =  v\,     fxx  =  i^A',     )Wfl  =  j/ftA".  etc. 

Ainsi ,  par  rapport  au  point  M ,  les  forces  prove- 
nant de  sa  liaison  avec  d'au  très  points  du  système,  sont 
exprimées  par  les  produits  vX ,  r,A',  va\",  etc.  ;  ces 
forces  devant  être  des  quantités  positives ,  on  don- 
nera aux  radicaux  v,  vx,  ya,  etc.,  les  mêmes  signes 
qu'aux  quantités  À,  A',  Af/,  etc.,  et  leurs  directions 
seront  complètement  déterminées  par  les  équations  (i). 

Si  l'on  appelle  de  même  fA,fAt',  jiâJ,  etc.,  les  forces 
provenant  de  la  liaison  du  système ,  qui  agissent  sur 
le  point  W  et  sont  normales  aux  différentes  surfaces 
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sur  lesquelles  il  est  obligé  de  se  mouvoir,  quand 
tous  les  autres  points  M,  M",  M"',  etc.,  sont  rendus 
fixes,  on  trouvera  pareillement 

l*!  =  ►'*,     tf  =  v?X,     f*;  =  vj\",  etc. , 

en  faisant  pour  abréger, 

etc. 

On  obtiendra  de  même  les  expressions  des  forces  rela- 
tives aux  points  M",  W",  etc. 

544-  En  comparant  les  valeurs  de  ]u  et  jul',  on  a 

de  sorte  qu'elles  sont  entre  elles  comme  les  quantités 
v  et  /.  Lors  donc  que  deux  points  matériels  M  et  M' 
sont  liés  entre  eux,  et,  si  l'on  veut,  à  d'autres  points 
en  nombre  quelconque ,  par  une  équation  L  =  o , 
il  en  résulte,  dans  l'état  d'équilibre,  des  forces jx  et 
f/I  appliquées  à  M  et  M',  dont  les  grandeurs  sont 
entre  elles  comme  v  et  /,  et  qui  font  avec  les  axes 
des  coordonnées  ,  des  angles  dont  les  cosinus  sont 

i  dh        i  dh        i  dh 

v    dx  '        v   dj  *        v  dz  '     - 

pour  la  force  jjl,  et 
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1  dh  1  dh  1  dh 

?dP'       7dj'}       7  d?  ' 

pour  la  force  f//.  Le  sens  et  la  grandeur  de  ces  forces 
dépend  dû  signe  et  de  la  grandeur  d'une  quantité  A  qui 
se  déduit,  dans  chaque  cas,  des  équations  d'équilibre. 

La  considération  des  surfaces  sur  lesquelles  chacun 
des  points  d'un  système  conserve  la  liberté  de  se 
mouvoir,  lorsque  tous  les  autres  sont  supposés  fixes, 
détermine  les  directions  normales  des  forces  provenant 
de  la  liaison  de  ces  mobiles,  pour  chacune  des  équa- 
tions par  lesquelles  cette  liaison  est  exprimée  (n°  290); 
mais  on  n'en  peut  conclure  aucun  rapport  entre  les 
forces  relatives  a  deux  points  matériels  liés  par  une 
même  équation  ;  et  c'est  le  principe  des  vitesses  vir- 
tuelles, ou  les  équations  (/?),  Qi)>  etc.,  qu'on  en  a 
déduites ,  qui  fait  connaître  ce  rapport  à  priori,  dans 
le  cas  de  l'équilibre. 

345.  Pour  donner  une  application  de  ces  formules, 
reprenons  l'exemple  du  polygone  funiculaire  que 
nous  avons  déjà  considéré  dans  le  §  Ier  du  cha- 
pitre précédent;  et  supposons  que  les  points  maté- 
riels M,  M7,  M",  etc.  ,  soient  les  sommets  successifs 
de  ce  polygone. 

Si  l'on  appelle  Z,  l\  Zr/,  etc.,  les  longueurs  données 
des  côtés  MM',  M'M",  M"Mf",  etc.,  les  équations  (/), 
seront,  dans  ce  cas, 

L  =  \/(x  —  œ'Y  +  (j  —ff  +  (z  —  ¥)*—  1= o, 
L'=  \/(af—x"  )*+{f^y+(z'--dlY—r=o, 

etc.  : 
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etc., 
etc.; 

et  toutes  les  autres  différences  partielles  de  L,  L/, 
L",  etc.,  qui  entrent  dans  les  formules  précédentes,  se- 
ront égales  à  zéro. 

Eu  considérant  les  deux  points  M  et  M',  on  aura 


d'où  il  résultera 

dL              dL          x  —  x 

dV             dL'         x'—x" 

dx       ^~  dx                 l       ' 

dx'  Ti      dx"  ~~      r    ' 

dL             dL        y  —  f 

iy~  'dy~     i    > 

du          dV  m_y—y 

dy  '        dy  "       v    > 

dL              dL         z  —  z 

dV              dV       z'  —  z" 

dz  "           dz'                l 

dzf  '            dz"  "            V      * 

r=y=±  r,       //,  =  /*/  =  rb  A  , 

où  l'on  prendra  les  signes  supérieurs  ou  inférieurs , 
selon  que  la  valeur  de  À  sera  positive  ou  négative. 
On  conclut  de  là  et  des  équations  précédentes,  que  les 
points  M  et  M' seront  sollicités  par  des  forces  égales  et 
contraires,  dirigées  suivant  la  droite  MM'  ou  suivant 
ses  prolongemens,  et  dont  la  quantité  A,  abstraction 
faite  du  signe,  sera  la  grandeur  commune.  Il  en  sera 
de  même  à  l'égard  des  points  M' et  M",  M"  et  M'",  etc.; 
en  sorte  que  dans  l'état  d'équilibre ,  les  quantités  A , 
A',  Af',  etc.,  exprimeront  les  contractions  ou  les  ten- 
sions des  côtés  successifs  MM',  MM",  M'TMP,  etc. 
Comme  on  aura ,  d'après  les  équations  (z) , 

r  /  f 

Co$a  =dbx  tx  ,  0.0^=^*=?^-,  cosc=±^-, 

et  qu'on  devra  prendre  les  signes  supérieurs  ou  infé- 
rieurs, selon  que  la  valeur  de  A  sera  positive  ou  né- 
gative ,  on  en  conclut,  par  exemple,  que  la  force ap- 
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pliquée  au  point  M  sera  dirigée  de  M  vers  M',  et  ex- 
primera une  contraction  du  coté  MM',  quand  cette 
valeur  sera  négative ,  et  que  cette  force  agira  dans  le 
sens  opposé  et  exprimera  une  tension ,  lorsque  la  va- 
leur de  A  sera  positive.  L'un  ou  l'autre  de  ces  deux 
cas  sera  possible ,  si  les  côtés  du  polygone  sont  des 
verges  inflexibles,  jointes  par  des  charnières;  et  le 
second  cas  pourra  seul  avoir  lieu ,  si  les  côtés  sont 
des  fils  flexibles. 

Les  équations  (h),  (h*),  (h'f)}  etc.,  pourront  s'écrire 

ainsi  : 

a  (a/  —  oc) 

A—  1 '> 

Y  —  Alr'  — mf) 
l         ' 

y  X(Z     Z  ) 

L  —  1 , 

-K7-  «     .      A  [X    ~^~  X  J  A   (X    —  X  J 

x  H 1 = r— , 

i  ■-!-  ■■■-'/  —  f  f 

A(3'-*)     __     V  (z"  -  Z') 


^r  f/    .      A     [X  — —  X  )  A  (X   —  X  ) 

T"   ■■■■./'  r      > 


etc. 


Z"  + 


Les  trois  premières  montrent  que  la  tension  A  sera  la 
résultante  des. forces  X,  Y,  Z.  En  les  ajoutant  aux 

44 
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trois  suivantes ,  on  aura 

Y  +  T^^f^, 

a'  (z"  —  z') 


Z  +  71  = 


/' 


ce  qui  fait  voir  que  la  tension  à'  sera  la  résultante  de 
X',  Y',  71 ,  et  des  forces  X,  Y,  Z,  transportées  au 
point  M',  parallèlement  à  elles-mêmes.  En  conti- 
nuant de  même,  on  aura  pour  la  tension  d'un  côté 
quelconque  la  même  valeur  que  dans  le  n°  287. 

Le  nombre  des  sommets  M ,  M',  M",  etc. ,  étant 
désigné  par  n,  celui  des  équations  précédentes  sera 
5n,  et  celui  des  tensions  A,  A',  à" ,  etc.,  égal  à 
n  —  I#  En  éliminant  ces  quantités,  on  aura  donc 
2?z  +  1  équations  d'équilibre  ,  lesquelles,  jointes  aux 
n —  !  longueurs  données  l,  V ,  l",  etc.,  des  côtés  du 
polygone,  suffiront  pour  déterminer  les  5n  coordon- 
nées de  ses  sommets,  et,  par  conséquent,  sa  figure 
d'équilibre.  Mais  ce  calcul  n'aurait  aucune  utilité;  et 
il  vaut  mieux,  comme  nous  l'avons  fait  dans  le 
n°  286,  tracer  successivement  les  côtés  du  poly- 
gone funiculaire ,  d'après  les  grandeurs  et  les  direc- 
tions données  qui  agissent  à  ses  différens  sommets. 

546.  Dans  le  cas  d'un  système  quelconque  de 
points  matériels  M ,  M',  M",  etc. ,  si  les  forces  don- 
nées, qui  sont  appliquées  à  ces  points,  proviennent  de 
leurs  attractions  ou  répulsions  mutuelles,  et  de  forces 
semblables  qui  émanent  d'un  ou  plusieurs  centres, 


STATIQUE,  SECONDE  PARTIE.  691 

on  aura 

2,(Xdx-i-Ydy-\-Zdz)=d(p(x ,j,  z,  x\y',  z',etc0>* 

(p  désignant  une  fonction  donnée  des  coordonnées  de 
M ,  M',  M",  etc. ,  dépendante  de  la  loi  de  ces  forces 
par  rapport  aux  distances. 

En  effet,  à  l'égard  des  forces  provenant  des  centres 
fixes,  cela  résulte  de  ce  qu'on  a  vu.  dans  le  n°  i58. 
Supposons,  en  outre,  que  U  exprime  l'action  mu- 
tuelle de  M  et  M',  qui  sera  attractive  ,  pour  fixer 
les  idées.  Soit  aussi  u  leur  distance  mutuelle ,  de 
sorte  que  U  soit  une  fonction  donnée  de  u,  et  qu'on 
ait 

«■  ==  {xf  —  ocy  +  (/  —  jY  +  (zf  —  z)*. 

Les  cosinus  des  angles  que  fait  la  droite  MM'  avec  des 
droites  menées  par  le  point  M ,  suivant  les  directions 
des  x,y,  z,  positives,  seront 

x — x         y — jr        z — z 


y  y 


en  les  multipliant  par  U,  on  aura  les  composantes  de 
cette  force  appliquée  au  point  M  et  dirigée  suivant 
MM'.  Celles  de  la  même  force  U ,  appliquée  au  point 
M'  suivant  la  direction  M 'M,  seront  égales  et  con- 
traires; et  de  là  on  conclut 

-  [(*'—*)  {dx  -  dx1)  +  {f—j)  (djr—  df)  -f  (*'—*)  {dz—dz')] , 

pour  la  partie  de  la  somme  2  qui  provient  de  l'ac- 
tion et  de  la  réaction  de  M  et  M'.  Or,  en  différenîiant 
la  valeur  de  ?/%  on  a 


692  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE. 

udu={xr~-x){dx—  dx)+{y—jr){dy— dr)+(z'—z)(dz'— dz); 

ce  qui  réduit  la  quantité  précédente  à  —  JJdu ,  c'est- 
à-dire,  à  la  différentielle  d'une  fonction  de  u.  I!  en  sera 
de  même  pour  les  parties  de  5a  somme  2  provenant 
des  actions  mutuelles  des  autres  points  du  système  ; 
par  conséquent ,  sa  valeur  entière  se  composera  de 
termes  qui  seront  tous  des  différentielles  exactes ,  et 
cette  valeur  sera  aussi  la  différentielle  d'une  fonction 
donnée  des  coordonnées  de  tous  ces  points. 

En  vertu  de  l'équation  (e),  cette  fonction,  que 
nous  représentons  par  <p,  sera  un  maximum,  ou  un 
minimum y  relativement  aux  valeurs  des  coordonnées 
qui  répondent  à  une  position  d'équilibre  du  système; 
et,  réciproquement,  si  l'on  détermine  le  maximum 
ou  le  minimum  de  la  fonction  <p ,  en  ayant  égard  aux 
équations  (jf)  qui  peuvent  être  données  entre  les 
coordonnées,  les  valeurs  qu'on  obtiendra  pour  ces  va- 
riables répondront  à  des  positions  d'équilibre. 

On  conclut  de  là  que  quand  le  système  des  points  M, 
M',  M",  etc.,  est  en  mouvement,  de  sorte  que  leurs  coor- 
données ,  et,  par  suite,  la  quantité  <p ,  soient  des  fonc- 
tions du  temps,  cette  fonction  <p  atteindra  son  maxi- 
mum ou  son  minimum ,  toutes  les  fois  que  le  système 
passera  dans  une  position  où  il  resterait  en  équilibre, 
si  les  points  qui  le  composent  n'avaient  pas  de  vitesses 
acquises. 

347-  &1  y  aura  entre  le  maximum  et  le  minimum  de 
la  quantité  (p  une  différence  essentielle,  à  laquelle  il 
importe  d'avoir  égard,  et  que  nous  allons  expliquer. 

On  dit  que  l'état  d'équilibre  d'un  corps  ou  d'un  sys- 
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tème  de  corps  est  .sta&/e.,lorsqu'en  écartant  un  tant  soit 
peu  ces  mobiles  de  leurs  positions,  iis  tendent  à  y  re- 
venir, en  faisant  de  petites  oscillations  que  les  frotte- 
rnens  et  les  résistances  des  milieux  finissent  toujours 
par  éteindre  ou  rendre  insensibles.  L'équilibre  est  non 
stable  ou  instantané ,  lorsque  le  corps  ou  le  système 
de  corps  qui  est  dans  cet  état,  tend  de  plus  en  plus  à 
s'en  éloigner,  et  finit  par  chavirer,  dès  qu'on  l'en  a 
un  peu  écarté.  En  ne  supposant  aucun  frottement  qui 
puisse,  jusqu'à  un  certain  point,  retenir  les  corps  dans 
leurs  positions,  ce  second  état  d'équilibre  est  un  cas 
purement  mathématique,  qu'on  ne  saurait  jamais  ob- 
server, puisque  la  moindre  force  perturbatrice  suffi- 
rait pour  le  détruire. 

Cela  posé,  les  équations  fournies  par  le  principe 
des  vitesses  virtuelles ,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 
par  la  condition  du  maximum  ou  du  minimum  de  la 
fonction  <p,  sont  communes  à  ces  deux  états;  mais  le 
maximum  convient  à  la  stabilité,  et  le  minimum  à 
l'équilibre  instantané;  et  c'est,  en  effet,  ce  que  nous 
ferons  voir  dans  un  autre  chapitre,  où  nous  considé- 
rerons la  nature  du  mouvement  qui  a  lieu  lorsqu'un 
système  de  points  matériels  a  été  très  peu  écarté  d'un 
état  d'équilibre  quelconque.  En  attendant,  nous  al- 
lons donner  des  exemples  de  ces  deux  états  d'équi- 
libre dans  le  cas  d'un  système  de  corps  pesans,  et  faire 
connaître  d'abord  une  propriété  de  son  centre  de  gra- 
vité. 

348.  Supposons  donc  que  la  pesanteur  soit  la  seule 
force  appliquée  aux  points  M,  M',  M",  etc.,  lesquels 
seront   les  centres   de   gravité   de  corps  dont    nous 
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représenterons  les  poids  par  <z*r,  ^r',  <©•",  etc.  En 
prenant  la  pesanteur  verticale  et  dirigée  dans  le  sens 
de  cette  force,  nous  aurons 

Z  =  tar",     Z'  =  <sr',     Z"  =  <ar",     etc.; 

les  autres  composantes  seront,  toutes  nulles ,  et  il  en 
résultera 

d<p  =  tsrdz  +  Gr'dz'  +  m'dz*  +  etc. 

Mais  en  appelant  n  la  somme  des  poids  <ar,  <&' ,  <zsrl \  etc., 
et  zt  l'ordonnée  de  leur  centre  de  gravité,  verticale  et 
dirigée  dans  le  sens  de  la  pesanteur,  on  a  aussi  (n°  64) 

Uzx  =  <zrz  -f-  tzèr'z'  +  <arV  +  etc .  ; 

on  aura  donc 

dq>  =  Udzt ,        <p  =  c  -f-  Us,  ; 

c  étant  une  constante  arbitraire. 

Or,  on  conclut  de  là,  i°.  que  l'ordonnée  zx  est  la 
quantité  qui  devra  être  un  maximum  ou  un  minimum, 
lorsque  le  système  sera  en  équilibre ,  et  réciproque- 
ment; 20.  que  le  maximum  de  zx  répondra  au  cas  de 
l'équilibre  stable,  et  son  minimum  au  cas  de  l'équi- 
libre instantané. 

Ainsi ,  la  condition  d'équilibre  d'un  système  quel- 
conque de  corps  pesans ,  consiste  en  ce  que  le  centre 
de  gravité  du  système  entier  soit  le  plus  bas  ou  le  plus 
haut  possible;  le  plus  bas  quand  l'équilibre  est  stable, 
et  le^plus  haut  quand  il  n'est  qu'instantané. 

349.  D'après  ce  théorème ,  si  une  chaîne  pesante  , 
attachée  par  ses  deux  bouts  à  des  points  fixes,  est  en 
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équilibre,  son  centre  de  gravité  sera  le  plus  bas  pos- 
sible; ce  qui  s'accorde  avec  le  résultat  du  n°  296. 

Si  un  point  matériel  pesant  est  posé  sur  une  courbe, 
et  qu'eu  plusieurs  points  la  tangente  soit  horizontale, 
l'ordonnée  verticale  du  mobile ,  comptée  dans  le  sens 
de  la  pesanteur,  sera  un  maximum  dans  ceux  de  ces 
points  où  la  courbe  est  concave  par  en  haut,  et  un  mi- 
nimum, dans  ceux  où  elle  tourne  sa  concavité  par  en 
bas;  par  conséquent,  les  premiers  seront  des  posi- 
tions d'équilibre  stable ,  et  les  derniers  des  positions 
d'équilibre  instantané. 

Si  l'on  pose  un  ellipsoïde  homogène  et  pesant, 
sur  un  plan  fane  horizontal ,  son  centre  de  gravité ,  ou 
de  figure,  sera  le  plus  bas  possible  lorsque  l'ellipsoïde 
touchera  le  plan  fixe  par  l'une  des  deux  extrémités 
du  plus  petit  de  ses  trois  axes  ;  et  alors  l'équilibre  sera 
stable.  Quand  il  le  touchera  par  l'une  des  extrémités 
du  plus  grand  de  ses  trois  axes,  son  centre  de  gravité 
sera  le  plus  haut  possible  ;  et  l'équilibre  ne  sera  qu'ins- 
tantané. Enfin,  si  1©  point  «de  contact  est  une  extré- 
mité de  l'axe  moyen ,  l'élévation  du  centre  de  gravité 
sera  un  minimum  pour  une  partie  des  sections  du 
corps ,  et  un  maximum  pour  les  autres  sections  \  par 
conséquent ,  l'équilibre  sera  stable  ou  non  stable ,  se^ 
Ion  que  les  déplacemens  auront  lieu  dans  le  sens  des 
premières  sections  ou  dans  le  sens  des  dernières.  Tout 
cela  étant  évident,  à  priori,  peut  servir  de  vérifica- 
tion au  théorème  du  numéro  précédent. 

Supposons  encore  qu'on  ait  versé  dans  un  vase 
deux  liquides  homogènes  et  pesans.  Si  la  surface 
de  séparation  et  celle  qui  termine  le  liquide  supé- 
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rieur  sont  toutes  deux  horizontales,  et  que  ce  li- 
quide soit  celui  qui  a  la  moindre  densité ,  le  centre 
de  gravité  de  ces  deux  liquides  sera  le  plus  bas  pos- 
sible ;\av  il  est  aisé  de  voir  qu'en  inclinant  ou  cour- 
bant l'une  ou  l'autre  des  deux  surfaces,  on  élèvera 
toujours  le  centre  de  gravité  du  système.  Ces  deux 
surfaces  étant  toujours  horizontales,  si  le  liquide  le 
moins  dense  est  au-dessous  de  l'autre >  on  verra  de 
même  que  le  centre  de  gravité  du  système  sera  le 
plus  haut  possible.  Par  conséquent,  pour  l'équilibre 
de  deux  liquides  superposés ,  il  est  nécessaire  et  il 
suffit  que  chacun  d'eux  soit  terminé  par  un  plan 
horizontal;  mais,  pour  la  stabilité,  il  faut,  de  plus, 
que  ce  soit  le  liquide  le  plus  dense  qui  occupe  la 
partie  inférieure  du  vase.  Quand  la  différence  des 
deux  densités  est  peu  considérable,  il  est  possible, 
avec  beaucoup  de  précaution,  de  faire  surnager  le 
liquide  le  plus  dense;  mais  cei^équil^bre  non  stable 
ne  peut  se  maintenir  assez  de  temps ,  pour  être  ob- 
servé ,  qu'à  raison  du  irc^emei^ï'déV'^deu^iquides 
contre  les  parois  du  vase. 
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